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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird die Finite-Elemente-Methode und die
Boundary-Elemente-Methode zur Berechnung von Schallfeldern aufbereitet.
Da Schallentstehung sowie Schallabsorption meist an rdumlichen Begren-
zungen von Schallfeldern stattfinden, werden unterschiedliche Randbedin-
gungen beriicksichtigt. Dies sind a) die Kopplung strukturmechanischer
Schwingungen mit einem Schallfeld, b) die Schallabsorption durch porése
Stoffe mit einem Vergleich zwischen dem lokalen und dem, die seitliche
Kopplung mitberiicksichtigenden Absorptionsmodell, c¢) die Schallabstrah-
lung durch eine Raumdffnung ins Freie. Die Eigenschaften der Verfahren
werden in Vergleichsrechnungen beispielhaft aufgezeigt.

Summary

This paper shows the application of the finite element method and the
boundary element method for the numerical calculation of sound fields.
As sound generatien and absorption mostly take place at the boundaries
of sound fields, different_boundary conditions are taken into consider-
ation. These are 1i) the coupling of structural vibrations with a sound
field 1ii) the absorption by porous media, together with a comparision
between the local and the bulk reacting absorption model iii) the
radiation of sound through the opening of a room. The qualifications
of the methods are exemplified by comparative calculations.
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1. Einleitung

Die Motive, die einen Ingenieur veranlassen, sich mit der Berechnung von
Schallfeldern zu beschdftigen, sind sicher seit je her zweierlei Art: zum
einen unerwiinschten Schall zu verringern oder ganz zu vermeiden, zum an-
deren erwiinschten Schall zu erzeugen und zu kultivieren. Im ersten Falle

wird dabei subjektiv von Ldrm gesprochen, im zweiten Falle von Musik im
weitesten Sinne, und nicht selten werden beide Begriffe gleichzeitig ein

und demselben akustischen Vorgang zugeordnet. So verstdndlich das Anlie-
gen des Musikliebhabers nach Authentizitdt ist, so verstdndlich muB das

seines Nachbarn nach Ruhe sein. Zeugnis hiervon geben Hifi-Normen einer-
seits und eine Fiille von Vorschriften und Gesetzen fiir Schallemissionen
andererseits.

Die Akustik als naturwissenschaftliche Disziplin kennt diese Differenzie-
rung nicht. IngenieursmdBige Anwendungen akustischer Gesetze haben gerade
in den letzten Jahren zu rapiden Fortschritten sowohl auf schallerzeugen-
der wie auch auf der schallverhindernden Seite gefiihrt. So ist beispiels-
weise die Entwicklung von Lautsprecherboxen auf den heutigen Stand nur
méglich gewesen durch gleichzeitiges Optimieren von akustisch aktiven
Bauteilen, wie Membranen und Kalotten, deren Materialbeschaffenheit und
Geometrie, und akustisch passiven Bauteilen, wie pordsen Dimmstoffen,
deren Eigenschaften und Verteilung im Gehduse. Vor allem auch im Bereich
des Maschinenbaus haben akustische Forschungen dazu beigetragen , die
Schallabstrahlung von Bauteilen, ganzen Maschinen und Anlagen trotz zum
Teil hdéherer Leistungen zu verringern.

Solche Entwicklungen sind allerdings verkniipft mit der Qualitdt der phy-
sikalischen und mathematischen Modellbildung akustischer Systeme. Hier
zeigt sich, daB empirische Formeln mit integralen Aussagen den heutigen
Anforderungen oft nicht mehr geniigen. Stattdessen tritt seit einigen
Jahren die Berechnung von Schallfeldern stédrker in den Vordergrund. Die
Anwendung numerisch diskreter Verfahren ist dabei zwar zu hohen Frequen-
zen bzw. groBen geschlossenen Schallfeldern hin begrenzt; fir viele prak-
tische Problemstellungen der linearen Akustik sind jedoch Schallfeldbe-
rechnungen einewirkungsvolle Alternative zu bisherigen eher empirisch
gestitzten Rechenverfahren. Aus der Fiille der Anwendungsfdlle sei hier



noch genannt: die Schallfeldberechnung in Fahrgastzellen von Automobilen.
in Wohn- und Birordumen, die Berechnung der Eingangsimpedanzen von Schali -
dampfern oder ganzen Auspuffsystemen, von Helmholtzresonatoren sowie die
Berechnung der Wirkung von Schallschirmen.

Die zwei wesentlichen Schwierigkeiten bei der Berechnung von Schallfeldern
ergeben sich dabei aus Bedingungen der Praxis: erstens soilen verschiedene
Gebietsgeometrieen erfaBbar sein; zweitens sollen unterschiedliche Arten
von Randbedingungen, wie Kdrperschallankopplung, Schalldampfung durch Damm-
materialien oder eine Schallabstrahlung ins Freie beriicksichtigt werden
kénnen.

Als geeignetes numerisches Verfahren hat sich hier vor allem die Methode der
finiten Elemente erwiesen. Ihre Verbreitung in der Akustik ist aber im Ver-
gleich mit anderen ingenieurwissenschaftlichen Bereichen, wie Bauingenieur-
wesen und Maschinenbau noch sehr gering, obwohl entsprechende Verdoffentli-

chungen die Leistungsfahigkeit der Methode bei akustischen Problemen deutr-

lich aufzeigen [12,13,31,371].

Als alternatives Verfahren kann die in den letzten Jahren entwickelte Boun-
dary-Element-Methode angesehen werden. Inzwischen liegt einige Standardli-
teratur hierzu vor, in der auch auf Vor- und Nachteile zu anderen Verfahren
hingewiesen wird (8,91 . Die Anwendung der Boundary-Element-Methode im in-
genieurswesen geschieht jedoch erst vereinzelt, so daB sie die Popularitat
der Finite-Elemente-Methode noch ldngst nicht erreicht hat. Im Bereich der
Akustik ist sie noch weniger bekannt, was um so bedauerlicher ist, als sich
mit ihr einige Probleme, besonders bei der Schallabstrahlung ins Freie, bes-
ser und mit geringerem numerischen Aufwand ldsen lassen, als dies mit fini-
ten Elementen mdglich ist.

In der vorliegenden Arbeit werden nach einer kurzen Darstellung der Grund-
lagen und der Rechenmethoden verschiedene akustische Aufgabenstellungen

nach einer an die unterschiedlichen Randbedingungen angelehnten ibergeord-
neten Klassifizierung fiir die Behandlung mit Elementmethoden aufbereitet

und an Rechenbeispielen erldutert. Beginnend in Kapitel 3 werden fir unge-
dampfte akustische und akustisch-mechanische Systeme Finite-Elemente-For-
mulierungen im Dreidimensionalen am Beispiel des Platte-Luftschall-Koppel-



Luftschallsystem
(- raum)

Abb. 1-1 Klassifizierung nach Randbedingungen

1) akustisch-mechanische Kopplung
2) Randabsorption durch Dammstoffe
3) Schallabstrahlung ins Freie

systems aufgezeigt. Mit dieser Darstellung ist es moglich, die Interaktion
ziner Platte mit einem angrenzenden Luftschallraum sowohl im Sinne einer
Anregung, wie auch einer Abstrahlung zu berechnen. Dabei auftauchende Pro-
bleme, wie die Behandlung von Nulleigenwerten im Falle akustisch harter
kandbedingungen oder numerische Schwierigkeiten werden diskutiert. Eine
Feispielrechnung fir die Orts- und Zeitlosung eines gekoppelten Platte-
uftschallsystems beschlieBt das Kapitel.

in Kapitel 4 werden die Formulierungen auf die Darstellung geddmpfter aku-
slischer Systeme erweitert. Wegen der komplizierten Frequenzabhdngigkeit der
Campfungsparameter und des damit zu erwartenden numerischen Aufwandes bei
ainer 7Zeitldsung beschrdnken sich die weiteren Betrachtungen auf stationadre
L9sungen, d.h. Ortslosungen, zu denen ein vorher separiertes harmonisches
Zeitgesetz gehort. Aus einer geeigneten Variationsformulierung werden finite
Elemente abgeleitet, mit denen sich Randabsorptionseffekte durch die in der
Akustik gebrduchliche Vorgabe von komlexen Wandadmittanzen berechnen lassen.



Da sich mitdieser Modellbildung nur die sogenannte lokale Absorpiion untier
Vernachldssigung seitlicher Kopplungseffekte im Absorptionsmaterial darstel-
len 1dBt, werden im zweiten Abschnitt von Kapitel 4 finite Elemente zur Be-
schreibung der Schallausbreitung in pordsen Stoffen hergeleitet. Im drizten
Abschnitt des Kapitels wird die Ankopplung dieser Elemente an diejenigen fur
die Luftschallausbreitung gezeigt. Die Abbildungsleistungen der Verfahren
werden fir den Sonderfall eindimensionaler Schallausbreitung an analytischen
Losungen getestet. In weiteren Vergleichsrechnungen werden Kriterien zur
Entscheidung fiir das lokale Absorptionsmodell oder das der zusdtzlichen Dis-
kretisierung des Absorptionsstoffes genannt, sowie die Auswirkungen un-
terschiedlicher Verteilung von Wandabsorptionsstoffen auf das Schallfeld
eines Gebietes aufgezeigt.

In Kapitel 5 werden die bisherigen raumakustischen Betrachtungen erweitert
auf solche Probleme, bei denen die Schallabstrahlung ins Freie eine Rolle
spielt. Anwendungsfdlle hierfiir sind Freifeldabstrahlungen der Oberflédchen
schwingender Maschinenbauteile, aber auch die Auswirkungen auf das Schail-
feld innerhalb eines Raumes, wenn dieser eine 0ffnung ins Freie besitzt. S0
ist z.B. aus Messungen an Rohrschallddampfern bekannt, daB deren Eingangsim-
pedanz sich dndert, wenn verschieden groBe Flansche angebracht sind.

Im ersten Abschnitt von Kapitel 5 wird eine Modellbildung fir die Freiteld-
abstrahlung mit finiten Elementen gezeigt und an Beispielen diskutiert. Die
geringe Effizienz sowie der hohe numerische Aufwand bei den Finite-Elemente-
Rechnungen fiir Abstrahlprobleme legen es nahe, hier die Boundary-Elemente-
Methode anzuwenden. Im Zweiten Abschnitt werden daher zundchst die Randin-
tegralgleichungen fiir geschlossene, ddmpfungsbehaftete Gebiete aus dem von
Kapitel 4.1 bekannten Variationsprinzip hergeleitet. Daran angeschlossen
wird die numerische Aufbereitung zu Randintegralgleichungssystemen mit kon-
stanten und linearen Randelementen. Die Darstellung ist hier etwas ausfihr-
licher gehalten, da bei der Boundary-Elemente-Methode schon zur Aufstellung
der'Systemgleichungen eine Reihe von numerischen Rechnungen im Zusammenhang
mit der Fundamentall@sung und deren Integration iiber Singularitdten erfor-
derlich sind und sich der Ablauf damit nicht so gut standardisieren 1&Bt. wie
bei finiten Elementen. Rechenbeispiele zum Vergleich mit einer eindimensio-
nalen analytischen Losung sowie mit einer zweidimensionalen Finite-Elem=nte-
Losung zeigen dann die Moglichkeiten der Methode.



" Die Ubertragung des Verfahrens auf offene Gebiete ergibt sich beim Grenz-
ubergang auf Gebietsrdnder, die im Unendlichen liegen. Die Sommerfeld'sche
Abstrahlbedingung wird dabei durch Eigenschaften der Fundamentalldsung er-
fullt. So ist es moglich, Abstrahlprobleme ohne wesentliche Anderung‘dés
bisher vorgestellten Konzeptes zu iésen. Im vorletzten Abschnitt von Kapitel
5 werden dann vergleichende Berechnungen zur Freifeldabstrahlung durchge~
fihrt und diskutiert. Fir den Sonderfall der Freifeldabstrahlung von ebenen
und geradlinienhaften schwingenden Bauteilen wird in einem kurzen Abschnitt
nach den Beispielrechnungen mit der Boundary-Elemente-Methode als Referenz-
modell die Punktstrahlersynthese hergeleitet, die auf der numerischen Be-
rechnung des sogenannten Rayleigh-Integrals baruht.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, einen Beitrag zur Verbreitung der An-
wendung numerisch diskreter Methoden bei akustischen Problemen zu leisten.
Durch die Aufbereitung der Finite-Elemente- und der Boundary-Elemente-Me-
thode zur Behandlung vielfdltiger akustischer Aufgabenstellungen , sowie
durch die Berechnung und Diskussion ausgewdhlter Beispiele sollen die Ar-
beitsweise und die numerische Effizienz der Methoden, aber auch die Pro-
hlematik ihrer Anwandung und Grenzen ihrer Anwendbarkeit aufgezeigt werden.



2. Grundlagen und Rechenmethoden

Ein Schallfeld in Luft 1dBt sich durch zwei FeldgrdBen beschreiben: den
skalaren Schalldruck und die vektorielle Schallschnelle. Beide FeldgroRern
sind orts- und zeitabhdngig und werden in der linearen Akustik dber zwei
Schallfeldgleichungen miteinander verknipft. Die erste entsteht aus der An-
wendung des Newton'schen Grundgesetzes und stellt eine Beziehung zwischen
der Zeitableitung der Schallschnelle und den Ortsableitungen des Schall-
drucks her,

[ o

oV o
QLET-= -grad p , (¢-1]

wahrend die zweite, als Kontinuitdtsgleichung bekannt, die Ortsableitungen
der Schallschnelle mit der Zeitableitung des Schalldrucks verbindet.
_— p
divyv = - 12- P , (2-2)
9 ¢ Jt

Die Herleitung dieser Gleichungen ist in den akustischen Lehrbichern aus-
fihrlich beschriebrn. Die dabei vorgenommenen Idealisierungen und Voraus-
setzungen sollen hier nur noch einmal zur Bestimmung des Begriffes "line-
are Akustik" aufgezdhlt werden:

- die thermischen Zustandsdnderungen im Gas erfolgen adiabatisch,
- der Schallwechseldruck sei klein gegen den atmosphdrischen Druck,

- die Wechseldichte sei klein gegen die Ruhedichte,

- die Schallgeschwindigkeit sei allein temperaturabhdngig. Sie wird im
folgenden immer zu ¢ = 330 m/s angenommen,

- die Schallschnelle sei klein gegen die Schallgeschwindigkeit,

- das schallfilhrende Medium sei als ruhend vorausgesetzt, sodaB - wie
in Gl.(2-1) geschehen - die substantielle Ableitung der partiellen
- gleichgesetzt, d.h. der konvektive Beschleunigungsterm vernachldssigt
wird.



Trotz der Vielzahl der Restriktionen ist die lineare Akustik nach wie vor
das Standardgebiet der Akustik, da sich die weitaus meisten vorkommenden
skustischen Phdnomene durch sie beschreiben lassen.

Durch Differentiation von Gl.(2-1) nach dem Ort und Gl.(2-2) nach der Zeit
1aBL sich die Schallschnelle Vv aus den Feldgleichungen eliminieren, und

~

man erhdlt fur den Schalldruck P die Wellengleichung

2~
div grad p= Ap = 1,20 . (2-3)

Curch Einsetzen eines Ldsungsansatzes mit separiertem Zeitgesetz
plx,y,z,t) = plx,y,z) f(t) (2-4)

in die Wellengleichung folgt

2
Ap _adt
P

i = const. = - w? (2-5)

2 1
CL = ]F

end hieraus die das Ortsgesetz beschreibende Helmholtz'Gleichung

Ap +K2p=0 k= — (2-6)
CL

sowie die das Zeitgesetz beschreibende Schwingungsgleichung

Mit de- Annahme eines harmonischen Zeitgesetzes der Form

f(t) = " (2-8)



ergibt sich zusammen mit der durch die Elementverfahren gewonnenen Jrts-
16sung dann '

p=pe (2-9)
als stationdre Losung der Wellengleichung.

Die Methode der finiten Elemente, wie auch die der Boundary-Elemente haben
zum Ziel, eine Differentialgleichung bzw. ein System von Differentialglei-
chungen durch ein System von algebraischen Gleichungen zu ersetzen, die
dann auf dem Digitalrechner nach bekannten Algorithmen aufgeidst werden.

Bei der Methode der finiten Elemente wird zundchst ein Variationsproblem
formuliert, das der vorgegebenen Differentialgleichung mit Randbedingungen
gleichwertig ist. Nach dem Ritz'schen Verfahren werden dann fir Teilberei -
che des zu untersuchenden Gebietes mit Hilfe von Polynomansdtzen fir den
Verlauf der unbekannten Funktion die Gleichungssysteme fiir verschiedene fi-
nite Elemente abgeleitet. Dem Zusammenbau der finiten Elemente zum Gesamt-
system, in dem die gesuchte Losungsfunktion durch diskrete Funktionswerte
an Knotenpunkten des Elementnetzes ersetzt wird (vgl. Abb. 2-1a), entspricht
dann der Zusammenbau der Elementmatrizen zu den, das zu untersuchende Gebiet
reprdsentierenden Gesamtmatrizen.

Ausgangspunkt fiir die Methode der Boundary-Elemente ist eine gewichtete Re-
siduenbeziehung fiir das betrachtete Differentialgleichungsproblem. Es hat
sich gezeigt, daB aus dem Prinzip der gewichteten Residuen aber auch die
Methode der finiten Elemente und andere Verfahren, wie die hier nicht be-
trachteten finiten Differenzen oder die Fehlerquadratmethode, hergeleitet
werden konnen [35] . Entscheidende Unterschiede ergeben sich dabei aus
der Wahl der Gewichtsfunktionen, was an einem einfachen Beispiel kurz skiz-
ziert werden soll.

Zur Helmholtz'Gleichung

Ap + k2 p =0 im Gebiet Q v2-10)



finites Element Boundary-Element (linear)

/
X—diskrete Funk-
tionswerte an
/ beliebigen Gebiets-
punkten bei
Bedarf

—-diskrete Funktions- ——diskrete
werte an allen Funktionswerte
Elementknotenpunkten an allen Rand-
y l yl knotenpunkten
X X
Abb. 2-1a Abb. 2-1b
Gebietsdiskretisierung Randdiskretisierung, hier mit
mit finiten Elementen linearen Boundary-Elementen
und den homogenen, akustisch harten Randbedingungen
0
a—p =0 auf dem Rand I (2-11)
n

gehort die gewichtete Residuenbeziehung

-f(Ap+k2p)w dQl + j—a—P-w dfr =0 . (2-12)
Q ¢ on



a)

210 -

Die Wahl der Gewichtsfunktion w als

W = Gp (2-13)
fihrt auf
0
-[tap+k’prop d + [P spdr=o (2-14)
Q on
r
also formal den gleichen Ausdruck,wie durch die erste Variation des
Funktionals
2. 22 .
1= [{(grad p)*-k'p } dQ — min. (2-15)
Q

erhalten wird. Durch Einsetzen der Ansatzfunktionen fir p in Gl.(2-
14) lassen sich hieraus die Finite-Elemente-Beziehungen herleiten.

Fir die Ausgangsgleichung zur Herleitung der Boundary-Elemente-Bezie-
hungen wird dagegen die gewichtete Residuenbeziehung Gl.(2-12) zundchst
zweimal partiell integriert. Hiermit wird erreicht, daR der Differen-
tialoperator nicht mehr auf p , sondern auf die Gewichtsfunktion w
angewendet wird.

-f(Aw+k2w)de+f.Q_"lpdr=0 , (2-16)
Q £ an

Fir die Gewichtsfunktion wird nun eine von p verschiedene Funktion,
meist die Fundamentalldsung p* des Problems

Ap* + k2 p* = -Ay (2-17)

gewdhlt. Das Gebietsintegral in Gl.(2-16) reduziert sich dadurch auf
eine Dirac-Delta-Funktion

- [tap +kip)pdQ =p (2-18)
Q

(i)



- 11 -

so daB bleibt

a: pdf =0 : (2-19)

pm*l_[a

Einsetzen von Ansatzfunktionen fiir den Verlauf von p auf Teilrandbe-
reichen (Randelementen) fiihrt auf die Boundary-Elemente-Beziehungen.

Durch den Fortfall des Gebietsintegrals in Gl.(2-19) wird bei der Boundary-
Elemente-Methode das Problem um eine Dimension verringert (siehe Abb. 2-1a/b)
und filhrt so auf insgesamt kleinere Gleichungssysteme. Mit Kenntnis der Funk-
tionsverldufe auf dem Rand lassen sich dann durch wiederholte Integration
auch die Funktionswerte an diskreten Gebietspunkten ermitteln. So sind beide
Methoden in ihrer Anwendbarkeit prinzipiell gleichwertig; auf spezifische
Vor- und Nachteile bei bestimmten Aufgabestellungen wird in Kap. 5 noch néa-
her eingegangen.
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3. Die Berechnung geschlossener, didmpfungsfreier Gebiete mit

finiten Elementen

In vielen praktischen Fdllen steht die Erzeugung von Luftschall in ursdch-
lichem Zusammenhang mit schwingenden, fldchenhaften mechanischen Strukturen.
Entsprechend hdufig findet man in akustischen Lehrbiichern die Schallabstrah-
lung biegeschwingender Platten behandelt [14,20] . Analytische Losungen be-
schrdnken sich dabei auf den Sonderfall unendlicher ausgedehnter Platten,
bzw. halbunendlicher Plattenstreifen, sowie auf eine sogenannte Freifeldab-
strahlung in ein unendlich groBes, also reflexionsfreies Luftschallgebiet
iiber der Platte.

Zur Berechnung der Schallabstrahlung endlicher Platten in ein ebenfalls
endliches Luftschallgebiet werden meist numerische Ndherungsverfahren ein-
gesetzt. Der physikalische Vorgang 1dBt sich nun nicht mehr allein durch
eine Schallabstrahlung beschreiben, sondern es findet zwischen Platte und
angrenzendem Luftschallraum eine Interaktion sowohl im Sinne einer Schall-
abstrahlung als auch einer Schwingungsanregung der Platte durch den Luft-
schalldruck statt. Diese Kopplungseffekte sind abhdngig von den Materialei-
genschaften, der Geometrie und den Randbedingungen der Platte, aber auch
von der Geometrie des Luftschallraumes und dessen Randbedingungen. Erste
numerische Rechnungen zu dem Kopplungsproblem stammen von Pretlove [32,33],
der die Lésungen der Plattengleichung und der Wellengleichung in Eigenfor-
men entwickelte und dann beide Systeme durch Gleichgewichtsbedingungen an
der Grenzfldche koppelte. Die bisher einzige bekannte Anwendung finiter
Elemente zu diesem Problem stammt von Craggs [12] , der die Kopplung
beider Systeme auf der Basis eines von Gladwell [18] angegebenen Vari-
ationsprinzipes formulierte.

In diesem Kapitel soll nun die Herleitung und Anwendung von dreidimensiona-
len quaderformigen Luftschallelementen gezeigt werden, deren eine AuBenfli-
che bei Bedarf an ein finites Plattenelement angekoppelt wird, um an Grenz-
fldchen des abzubildenden Raumes die Interaktion Platte-Luftschall zu be-

schreiben. Der EinfluB der Kopplung auf die Eigenwerte der Teilsysteme wird
gezeigt im Vergleich mit einer eindimensionalen Lésung. Mit Hilfe der Moda-
len Analyse wird dann an einem Beispiel die instationdre Wellenausbreitung
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in einem Fenster-Raum-System berechnet und fir zwei in der Abbildungslei-
stung unterschiedliche finite Luftschallelemente verglichen.

3.1 Die gekoppelten Systemgleichungen, Variationsformulierun-
gen und Herleitung von finiten Platte-Luftschall Koppel-
elementen

fiir die beiden Teilsysteme Platte und Luftschall wird je ein Variationspro-
blem formuliert, das neben der zugehdrigen Differentialgleichung auch die
Kopplungsbedingung an das jeweils andere Teilsystem beinhaltet.

Die Bewegungsgleichung einer Platte unter einer duBeren Fldchenbelastung p
infolge eines Schalldrucks lautet

AAW:-‘I—(b-QPhW) ) (3-1)
kP
mit
4 4 4
AA = 64*2 2 5 * az. ; °s-a_ (3-2)
Ox ox“ 9y  dy ot
vdabel ist
w (x,y,t) - die Auslenkung der Platte
[3 (X,Y, Z= O,t) - der Schalldruck auf der Plattenoberfldche
3
« . Eb | o
PS T 2. - die Plattensteifigkeit
12(1-v*)
9 - die Dichte des Plattenmaterials

E - der Elastizitdtsmodul
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h - die Plattendicke

\" - die Querkontraktionszahl .

Mit den Separationsansdtzen

wix,y,t) = wix,y) f(t) (3-3)

pix,y,z,t) = plx,y,z) f(t) (3-4)

wird aus der Bewegungsgleichung

1 .o
AAwf:k—P-(pf-gPhwf) (3-5)

und das zugehdrige Variationsproblem lautet [21]

|[j (Aw)? - 2(1- v)[azw f";’ '(axay)]

. Seh —l-wpf}dxdy —= min.
ke ke

Fir die Anndherung der unbekannten Funktionen w und p werden nun in be-
kannter Weise Ansatzfunktionen in dimensionslosen cartesischen Koordinaten
eingefihrt, und zwar fir die Auslenkung der Platte

WiE M) =@ (E,m)G  w =& (En)w (3-7)

und fir die dreidimensionale Schalldruckverteilung in Luft

p(E,m,C) =@ (EM,0)G p = & (En,0)p (3-8)
mit
g:—g—-‘ ‘ﬂ:lb- und g:—E— , (3-9)
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wenn a , b die Dimensionen eines rechteckigen Plattenelementes und a ,
b , ¢ die Dimensionen eines angekoppelten quaderférmigen Luftschallelemen-
tes sind (siehe Abb. 3.1-1).

@
/
e

T @/E ©.7] Plattenelement
| iy

Abb. 3.1-1 Ein Platte-Luftschall-Koppelelement

Luftschallelement

Fir die hier abzuleitenden finiten Elemente werden als Ansatzfunktionen so-
genannte Hermite'sche Polynome mit Einheitsverschiebungs- und -druckzustdn-
den verwendet, die in den Matrizen ¢ und ¢ aufgelistet sind. Eine re-
chentechnisch sinnvolle Abspaltung der Potenzen g n] gk von den Koeffi-
zienten fihrt auf die Schreibweise mit den Zeilenvektoren fp und Ql s
sowie den Koeffizientenmatrizen QF’ und §4_. Auf die Ansatzfunktionen und
die zugehOrigen Spaltenvektoren der Knotenfreiwerte w und p wird noch

eingegangen.

Die erste Variation des Funktionals (3-6) lautet

5 2
5|-[[ Gw) +2 2w 9 (5),
Ox ax dxdy Ox9y

2 2 2 2
9 W 9 (6w} + v | w3 (5w)-2.2°w D (GW)+
ay ay ax? ay Ox dy Ox dy
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2 2 h ..
L QW 62 (6w)]}f+2|;Lw6wf- T(LGW pf}dxdy:O.

2
dy“ 9Ix P P (3-10)
Mit der Definition eines Spaltenvektors aus den Differentialoperatoren
2 2 2 T
D =[ 12 62 12 E)z 1 ) ] (3-11)
P La? 9E2 b 9%° ab dEOM
womit verkiirzt geschrieben werden kann
ﬂp(gﬂl) = Dp _\Ep(g;q) ) (3-12)
sowie einer Elastizitdtsmatrix
1 v O
g_ - kP A" 1 0 (3"13)
0 0 1-v
2

folgt durch Einsetzen in G1.(3-10) das Matrizendifferentialgleichungssystem

11
ab Gp [/ HLE HdE dn Gow

1

1
+9phab Gr [[9f @-dE dn Gpw
00
11
-ab Gy [/l @, (£=01dEdn G, pf=0 (3-14)

00
bzw., wenn das separierte Zeitgesetz wieder hereinmultipliziert wird

w+Kow-Lp=0. (3-15)

ot
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fiie einzelnen Matrizen dabei sind

Kp=ab QL_[fﬂ,T,gﬂpdg dn Gp Steifigkeitsmatrix ~ (3-16)
00
M
Mp=0,habG, jf}_P; P, dE d7 Gp Massenmatrix (3-17)
00

r‘
n
I

ab _Q; \_P]l; @, (L=0)dE dn G, Koppelmatrix . (3-18)
00

Ausgangspunkt fir die luftschallseitige Formulierung des Koppelproblems ist
die Wellengleichung

AR - 150

(3-19)
2 )
€L
mit ) ) )
9] d d ea O
A = + + ) S —_— (3-20)
ax:  9y? 9z ot

Die Separation des Zeitgesetzes entsprechend Gl.(3-4) fihrt dann auf

Apf-—_p¥

2
CL

0 . (3-21)

Als Kopplungsbedingung wird nun gefordert, daB auf der Plattenoberfldche
die Schallschnelle in Plattennormalenrichtung Vn gleich der negativen
zzitlichen Ableitung der Plattenauslenkung W ist

~ "~

und wegen
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op oL ,
an (32

kann die Kopplungsbedingung als Randbedingung fir den Schalldruck p for-
muliert werden

op X o
—_— = = f . : (3-24)
an |, _, 9 W =0W

Das zu Gl.(3-21) und der obigen Randbedingung gehdérende Variationsproblem
lautet dann

=JJJ{1C

abc

)2] f+ —p f}dxdydz

+2[/p g wfdxdy —e min. (3-25)
ab

und die erste Variation dieses Funktionals ist
61 = ]f[ _p-__. 6p)+ 22 2 (5p)+ 20 2 (5p)] f +
a ox dy 09y Jz 0z

+1_p5pf}dxdydz+f[6pg|_wfdxdy 0. (3-26)
L ab

Mit den Ansatzfunktionen (3-7) und (3-8) und der Definition eines entspre-
chenden Spaltenvektors

p-[1L2 1+ @& 1 afy (3-27)
D= [59¢ vav < atl
womit

H (€,7,0) =D ¢ (§,m,0) (3-28)

geschrieben werden kann, folgt dann durch Einsetzen in Gl.(3-26) das
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Matrizendifferentialgleichungssystem

ave o [[[Hl 1, @k mag 6, p

000
11
T T y
* 12 abe G .[fngLdg dndf G pf
CL 000
S )
+9,ab@, [[@ (L=0)9,dE dn G wf=0 (3-29)
00
hzw.
M p+K P+NWw=0. | (3-30)

Die einzelnen Matrizen sind hier

111

K =abc glojo/ofﬂz ﬁl_dg dm dC QL Steifigkeitsmatrix  (3-31)
111
M=-_abc GT[ \PT\P d€dndl G Massenmatrix (3-32)
—L" C2 -L -LIL =L
L 000
T H T
N = QLUb QLOEJ[_*I_)L@:O)deE dm QP Koppelmatrix . (3-33)

FaBt man die Gleichungen (3-15) und (3-30) zusammen, so entsteht

o |

l =0 (3-34)

oder kirzer
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Miop® * KiopX = 0 (3-35)

mit der Elementmassenmatrix Mkop und der Elementssteifigkeitsmatrix Ekjp

fiir ein gekoppeltes Platte-Luftschallelement, wie in Abb. 3.1-1 gezeigt.

Die explizite Berechnung der Elementmatrizen erfolgt nun nach Wahl der An-
satzfunktionen in den Gleichungen (3-7, 3-8). Da in den Rechenbeispielen
im weiteren Verlauf dieses Kapitels immer zwei Luftschallelemente unter-
schiedlicher Abbildungsleistung parallel verwendet werden, sollen die An-
satzfunktionen kurz beschrieben werden.

Fiir das erste Koppelelement (Typ 1) sind sowohl fir die Durchbiegung der
Platte, wie auch fir die rdumliche Schalldruckverteilung Hermite'sche An-
satzfunktionen verwendet worden, die solchen aus einem vollstdndigen Poly-
nomschema - einem Kriterium fiir gute numerische Resultate - entsprechen.
Letztere lauten

3 3 . .
w(Em) = 'Zo ,-Zo 3 Cij (3-36)
= =
I U
p(€,n,0) = Z)%;OE " Ciik - (3-37)
I= J: =

Die aktuellen Knotenfreiwerte w, Ow/dx,dw/dy und Ozw/ax dy an jedem
der vier Knotenpunkte des Plattenelementes, wie auch die Knotenfreiwerte

p an jedem der acht Knotenpunkte des Luftschallelementes lassen sich nun
mit Hilfe der 16 Konstanten Cij , bzw. der 8 Konstanten cijk berechnen.
Die so erhaltenen Ansatzfunktionen sind identisch mit den entsprechenden
Hermite'schen Ansatzfunktionen erster und dritter Ordnung fiir die entspre-

chenden Einheitsfunktionszustdnde an den Knotenpunkten, siehe Abb. 3.1-2.

Im zweiten Koppelelement (Typ 2) wird nun an das gleiche Plattenelement ein
Luftschallelement mit einer hoherwertigen Ansatzfunktion zur Verbesserung
der Abbildungsleistung angekoppelt. Die Elementform als Quader mit acht Kno -
tenpunkten bleibt erhalten; die Knotenfreiwerte sind jedoch auBer dem Schall-
druck p noch jeweils dessen partielle Ortsableitungen 0Op/dx, dp/dy und
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dp/ 0z , die nach Gl.(2-1) proportional zu den jeweiligen zeitlichen Ab-
leitungen der Schallschnellekomponenten sind. Zu diesem Luftschallelement
mit nunmehr 32 Freiheitsgraden 1dBt sich jedoch keine Ansatzfunktion an-
schreiben, die, wie G1.(3-37), ein vollstédndiges Polynomschema reprdsen-
tiert. Eine Ansatzfunktion mit Hermite-Polynomen ist jedoch mdglich; diese
lautet mit Hermite-Polynomen dritter Ordnung

PIEM,C) = hIE) him) (D) p,
+ hylE) h(m)  h(L)  p, /OE
+ hIE) hym)  h(C)  9p, /@M
+ hy(E)  h(m) ML) p, /0L

+ hylE)  hylm) h(D) p,

+ hJE)  hi(m)  h(C) dp, /0¥
+ h3lE)  hy(m) hy(D)  3p,/am
+ hy(E)  hi(M)  hlL) 3p,/aL

s hylE) hyim) BT p,
+ hJE) hy(m)  hy(D)  dp,JOE
+ hylE)  hylm) hy(C)  dp,/am
+ hylE) hy(m)  hyL)  3p,/dL

+ h(E) hytm) hIE) p,

+ hlE) hy(n) hy(T) dp, Ok
+ hIE) hm h(E)  dp /om
+ hIE) hym) hyL)  @p,/dT

« W) hy(m) helD)  pg

+ hylE)  hy(m)  hy(C) Dp_/OE
+ hy(E)  hylm  hylC)  Dp sam
+ hE) MM h D) dp/aL

+ hlE) M) el pg

+ hJE) hy(m) he®)  Op,/0E
+ hy(E)  hy(m)  hy(L)  dp /oM
+ hglE)  hy(m) hL)  @p /L
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+ hylE)  hy(m)  hy(T) P,
+ hylE)  hylm)  h (D) ap7/ag
+ hylE)  hylml  hyll)  9p /K
+ MIE) hylm)  h(D)  3p /AL
= $(E,0,0)p (3-38)
h h’,(s) h‘z(s) h h?(s) hsa(s)
[ ’ / |
N |, "N 2
/ /I
/7 /
U4 Y
//’ /,
/, z
/ o S g7
V4 1 S y 3 “----‘11 S
\
hals) hils)

1 3 2 3 3 2 3
hyis) =1-s hi{s)=1-3s" +2s h3(s) =3s" - 2s
hyls) = s h3(s) =s- 257+ &° hits)= ¢ - &

Abb. 3.1-2 Hermite'Polynome erster und dritter Ordnung

Durch Ausmultiplizieren 1dBt sich diese Ansatzfunktion dann in Matrizenform
darstellen, wie in Gl.(3-8). Dabei treten insgesamt 54 verschiedene Poten-

zentripel ‘éinj Ck auf, die hintereinandergeordnet den Zeilenvektor

1,C)

bilden. Die zugehorige Koeffizientenmatrix

LPL(E’

G, besitzt 54 Zeilen und

3

32 Spalten. Fir die Prozedur zur Erzeugung der Elementmatrizen ist ein Digi-
talrechnerprogramm entwickelt worden, das nach Auflisten der Hermite-Polynome
in den Ansatzfunktionen den fertigen Fortran-IV-Quelltext fiir alle Platte- ,
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Luftschall- und Koppelmatrizen liefert. Da die Berechnung der Integrale in
Gl.(3-16) bis G1.(3-18) und Gl.(3-31) bis Gl.(3-33) auf Operationen mit In-
tegerzahlen zuriickgefihrt werden kénnen, sind die Ergebnisse frei von nume-
rischen Fehlern.

3.2 Etigenwertberechnungen
3.2.1 Eigenwerte eines Luftschallsystems

Zum Vergleich der Abbildungsleistung der beiden Luftschallelemente mit 8,
bzw. 32 Freiheitsgraden sind die Eigenfrequenzen und -formen eines akustisch
hart berandeten Raumes mit den Kantenldngen a =b =c¢ = 7t berechnet und
mit den exakten Werten aus

2tk S iik=002,0.  6)

verglichen worden. Die nachfolgende Tabelle stellt den exakten Werten die
numerisch aus der Matrizengleichung

(K - w'M )%=0 (3-40)

ermittelten Werte fur drei verschiedene Modelle gegeniiber.

Modell 1: Der Raum ist in 2x2x2 = 8 wiirfelformige Elemente mit je 8 Frei-
heitsgraden unterteilt. Insgesamt verbleiben nach dem Zusammenbau
der Elemente 27 Freiheitsgrade.

Modell 2: Der Raum wird durch ein einziges Luftschallelement des Typs mit
32 Freiheitsgraden dargestellt. Werden in Gl.(3-40) noch alle Zei-
len und Spalten gestrichen, die zu den akustisch harten Randbedin-
gungen dp/dn =0 gehdren, so verbleiben 8 Freiheitsgrade.

Modell 3: Der Raum wird, wie bei Modell 1, in 8 wirfelformige Elemente un-
terteilt, jetzt aber mit dem Elementtyp mit 32 Freiheitsgraden.
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Nach Einstreichen der Randbedingungen verbleiben 54 Freiheitsyrade.

Noch ein Wort zu den Randbedingungen: Das Einstreichen der akustisch harten
Randbedingungen beim zweiten Elementtyp geschieht hier, um die Freiheitsgrade
des Systems so gering wie méglich zu halten. Notig wdre dies nicht - wund
beim ersten Elementtyp auch gar nicht méglich - da das Variationsfunktio-
nal Gl.(3-25) fir den homogenen Fall von Gl.(3-24) die akustisch hérten
Randbedingungen schon enthdlt.

Tab. 3.2.1-1 Eigenfrequenzen wj ik [5'1] eines akustisch hart
berandeten Raumes mit den Kantenldngen a=b=c = 3,14m

Nr ijk exakt Modell 1 Modell 2 Modell 3
1 000 0 0 0 0

2 001 330 363,9 330 330

3 010 330 363,9 330 330

4 100 330 363,9 330 330

5 011 466,7 514,6 466,8 469,2
6 101 466,7 514,6 466,8 469,2
7 110 466,7 514,6 466,8 469,2
8 111 571,6 630,3 571,7 577,2
9 002 660 727.,8 / 660
10 020 660 727,8 / 660
11 200 660 727,8 / 660
12 012 737,9 813,7 / 738,3
13 021 737.,9 813,7 / 738,3
14 102 737,9 813,7 / 738,3

Wie die Tabelle zeigt, liegt bei Modell 1 der relative Fehler im Durchschnitt
bei ca. 10%, wdhrend bei Modell 2 der groBte Fehler bei nur 0,03% liegt.

Wider Erwarten tritt bei Modell 3 gegeniiber Modell 2 eine leichte Verschlech-
terung der Ergebnisse auf. Die groBte Abweichung zeigt sich bei der achten
Eigenfrequenz; der relative Fehler bleibt aber auch hier unter 1%. Vermut-
lich liegt der Grund hierfiir in der Ansatzfunktion (3-37) fir das 32-ger
Schallelement, die nicht die Eigenschaften eines vollstdndigen Polynoman-
satzes hat. Dennoch sind die Ergebnisse von Modell 3 als sehr gut anzusehen,
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wenn man bedenkt, daB der groBte relative Fehler aller 54 Eigenfrequenzen
bei nur 5,6% liegt.

3.2.2 Eigenwerte eines gekoppelten Platte-Luftschallsystems

Wahrend es bei der vorangegangenen Eigenwertberechnung um die Beurteilung
der Abbildungsleistung zweier finiter Luftschallelemente ging, sollen jetzt
bei einem Platte-Luftschallsystem die Kopplungsphdnomene beschrieben werden.
Dabei 188t sich Grundsdtzliches schon an einem einfachen eindimensionalen
Analogiemodell aufzeigen.

Dieses eindimensionale Modell sei ein Rohr der Ldnge 1 . Bei x =0 ist
das Rohr durch einen Kolben an einer Feder, bei x =1 durch einen Deckel
akustisch hart abgeschlossen, siehe Abb. 3.2.2-1.

m,F

\ 1
a—\/\/\/*— 9,,¢ d<<lI
c L’-L

——-x
w
Cp - Federsteifigkeit F - Fldche des Kolbens
m - Masse des Kolbens

Abb. 3.2.2-1 Eindimensionales Koppelmodell

Aus der Bewegungsgleichung des Kolbens

mw+cW=-Fplx=0,t) (3-41)
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der eindimensionalen Wellengleichung

..,n- 1 ~ . ' oA a . \
P = c—zp ) % (3-42)

L

und den Randbedingungen
Px=0,t)= -gw ; plx=1,t)=0 (3-43)

L

folgt nach Separation des Zeitgesetzes aus der Wellengleichung und der Be-
wegungsgleichung die transzendente Gleichung zur Bestimmung der Eigenfrequen-

zen
Fgc |
tan (ﬁ - w_.gl-_l-_ =0. (3-44)

Die numerische Losung dieser Gleichung erfolgt durch Nullstellenbestimmung,
womit sich dann auch die zugehdérigen Eigenfunktionen fiir die Ortsldsung des
Schalldruckverlaufes ausrechnen lassen

pi(x)zconst. {tan(%l_ll) sin (%ll:-x)smos(%i—x)} . (3-45)

Die graphische Losung von Gl.(3-44) zeigt sehr anschaulich die Anderung der
Eigenfrequenzen der Teilsysteme infolge der Kopplung, wie auch den EinfluB
der Rohrldnge 1 ; siehe Abb. 3.2.2-2

V7T rryrirrurruyv>y

*
w| =w1 =0

] L L DL AR e B R B B |

Fall a)
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Wy =Wy = H- t bt ~ ——
ma . w‘w‘ . W
: ’ : f' =z tan i"’-'l'-
. . G
. . wkF LS
. . fz P g
Fall b) . . mw" -Cg

Abb. 3.2.2-2 Graphische Losung des Eigenwertproblems Gl. (3-44)
w,; - Eigenfrequenzen des gekoppelten Systems

L

*
wi - Eigenfrequenzen der ungekoppelten Teilsysteme

Feder-Masse-System: w = W/CF /m
Eindim. Helmholtz'Gleichung: W' CLTtn/l; n=0,1,2,...

Fall a) Alle Eigenfrequenzen wj > 0 des gekoppelten Systems liegen auf
der Frequenzachse jeweils rechts von den Eigenfrequenzen (uf > 0
der ungekoppelten Teilsysteme. Zu hohen Frequenzen hin wird die Dif-
ferenz w; -(uf immer kleiner. Die nach Gleichung (3-44) zu w,
gehoérende Eigenform zeigt hier einen nahezu konstanten positiven
Druckverlauf Uber die Rohrlédnge 1 , wenn sich der Kolben in posi-

tive x-Richtung bewegt.

Fall b) Hier wird nun w, kleiner als u;§ , wahrend fir alle anderen Ei-
genfrequenzen das oben Gesagte gilt. Interessant ist hierbei, daB
die zu w, gehdérende Eigenform des Schalldruckverlaufes, bei eben-
falls positiver Richtung der Kolbenbewegung, jetzt in Kolbenndhe
einen negativen Druckverlauf zeigt, der erst bei Fortschreiten in
x-Richtung wieder positiv wird.
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Mit den in Kapitel 3.1 abgeleiteten Platte-Luftschall-Koppelelementen ist
nun ein entsprechendes System mit den Kantenldngen a , b , ¢ abgebildet
worden, das bei z = 0 durch eine an den Rdndern frei drehbar gelagerte
Platte begrenzt und an allen anderen AuBenfldchen akustisch hart abgeschlos-
sen ist; siehe Abb. 3.2.2-3

®© 06 o 060 0 0 0 s 0o
. . °
. . .
. [}
e o 0 o

.’ . .
. i .
: AN
. ’ /7 | 0
. 1
. I N
: T \\\\\\\
o 7|
. i .
[ ' 4
. ! ————— Luftschallelemente
: /)|———— L4
12 : ot .
] ' ]
. -
o / .
. i A Platte - Luftschall
. ! .
: pe / Koppelelement
] ! .
zj ' P
1 t(.” 8
X

Abb. 3.2.2-3 Diskretisierungsbeispiel fiir Eigenwertberechnungen
eines Platte-Luftschall-Koppelsystems

Zur Verringerung des numerischen Rechenaufwandes sind fir den Schalldruck in
x- und y-Richtung, sowie fiir die Plattenauslenkung durch Vorgabe von Randbe-
dingungen nur symmetrische Eigenformen zugelassen worden, die es erlauben
nur ein Viertelsystem zu berechnen. Fir einen qualitativen Vergleich mit den
Ergebnissen des eindimensionalen Modells an den ersten Eigenwerten ist dies
ausreichend, da bei den gewdhlten Abmessungen a , b « ¢ die ersten Luft-
schalleigenwerte allein abhdngig von ¢ sind.
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Die Abweichung der ersten Eigenfrequenzen des Finite-Elemente-Modells zeigt
bei Variieren von ¢ qualitativ das gleiche Verhalten, wie in Abb. 3.2.2-2
fiir das eindimensionale Analogiemodell beschrieben. Auch hier hat ein kleiner
Luftschallraum hinter der Platte den Effekt einer zusdtzlichen Versteifung,
wdhrend ein groBer Luftschallraum wie eine zusdtzlich angekoppelte Masse
wirkt. Ubereinstimmung zeigt sich auch beim Vergleich der Eigenvektoren,
deren diskrete Schalldruckwerte auf der Mittennormalen iiber der Platte be-
trachtet worden sind. Auch hier ist, bei nach innen gerichteter Auslenkung
des Plattenmittelpunktes, fiir kleine Gesamtldangen ¢ der Schalldruckverlauf
in z-Richtung positiv, wogegen fiir groBe ¢ der Schalldruck in Plattenndhe
negativ ist und erst mit Fortschreiten in Raumtiefe wieder positiv wird.

3.3 Die Berechnung der Zeitldsung

Bei den vorangegangenen Eigenwertberechnungen trat im Zusammenhang mit aku-
stisch harten Randbedingungen immer ein Eigenwert <n§ = 0 auf, dessen zu-
gehdérige Eigenform - in der Strukturmechanik als Starrkdrperverschiebung
bezeichnet - hier einen konstanten Schalldruck im gesamten Gebiet liefert.
In einer Zeitverlaufsberechnung hat das bei gewissen Anfangswerten zur Folge,
daB sich die Systemantwort aus einem Schwingungsanteil plus einem linear mit
der Zeit anwachsenden Anteil zusammensetzt, was hier zumindest einer anschau-
lichen Erwartungshaltung widerspricht. Daher soll zundchst hierauf ndher ein-
gegangen werden.

3.3.1 Bemerkungen zum Nulleigenwert im Fall akustisch harter
Randbedingungen

Der Ubersichtlichkeit halber behandeln die folgenden Uberlegungen den ein-
dimensionalen Fall; die inhaltlichen Aussagen gelten aber gleichermaBen im
Zwei- und Dreidimensionalen.



In Kapitel 2 ist gezeigt worden, daB die Wellengleichung

ev_ 1 2 .. D .2 O 3-46
B e e 2 f (3-46)

durch Elimination der Schallschnelle v aus den beiden Schallfeldgleichungen

P = -QL§ (3-47)
V= - ;2 P (3-48)
9.

erhalten wird. Die physikalische Bedingung fiir akustisch harte Rénder bei
=0 und x =1 verlangt das Verschwinden der Schalischnellen an diesen
Punkten, also gelten die Randbedingungen

vix=0,t) =v(x=1,t) = 0. (3-49)

Die Anfangsbedingungen zur Losung der beiden Schallfeldgleichungen sind

fiir G1.(3-47): V(x,t=0) (3-50)
fir 61.(3-48):  p(x,t=0) o (3-51)
oder, wenn die Wellengleichung (3-48) geldst werden soll
p(x,t=0) (3-52)
5(x,t=0) . (3-53)

Letzteres ist hier der Fall; Kriterien fir Rand- und Anfangswerte sind Gl.
(3-49), G1.(3-50) und GI.(3-51)

und

Zu den Randbedingungen:

Aus Gl.(3-49) folgt, daB auch

Vix= 0,t) = Vix= ,t) =0 : (3-54)
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13t, was Uber die erste Schallfeldgleichung (3-47) auf die schon bekannten
Randbedingungen

0 (3-55)

p(x=0,t) =p'(x=1L,t)

fur die Wellengleichung fihrt.

cu den Anfangswerten:
Die Vorgabe von p(x, t =0 ) entspricht Gl. (3-51).
Aus einer Vorgabe von B( x,t=0)folgt wegen der zweiten Schallfeld-

gleichung (3-48)

P(x,t=0) = - g,_cf_V'(x,t:O) (3-56)

und ist gleichbedeutend mit einer Vorgabe von v' (x ,t=0). Die Integration
dieser Gleichung iber die Gebietsldnge 1 liefert dann

l L
Jﬁ(x,t:O) dx -chiO]V'(x,t:O) dx

-9, {¥lx=,t=0) - ¥(x=0,t=00} .  (57)

Die Terme in der Klammer der rechten Seite dieser Gleichung sind aber als
Sonderfall in Kriterium Gl.(3-54) enthalten und miissen infolgedessen ver-
schwinden. Also kann B (x ,t=0) nur vorgegeben werden, wenn gleichzeitig

|

[bix,t201dx =0 (3-58)
0

gilt. Diese Bedingung ist analog zu derjenigen aus der Strukturmechanik, wo
fur kinematisch unbestimmte Systeme die Summe der Anfangsgeschwindigkeiten
verschwinden wufl, wenn keine Starrkdrperbewegungen auftreten sollen.



Die entsprechenden (berlegungen fiihren bei dem in Kapitel 3.2.2 beschriebe-
nen eindimensionalen Koppelmodell wegen

wi(t) 2 9(x=0,t) (3-59)

auf die Bedingung fir die Anfangswerte

l
w(t=0) = ‘—2 fﬁ(x,t:O)dx : (3-60)
gL c 0 ‘

Im Dreidimensionalen gilt analog fir den akustisch hart berandeten Raum

b
f[is(x,y,z,t=0)dx dy dz=0 s (3-61)
000

und fur das Platte-Luftschall-Koppelsystem

ab abc
f[W(x,y,t:O)dxdyz__Lz_ fﬁ(x,y,z,t:O)dx dydz . (3-62)
00 Q € oo00

Im Hinblick auf die numerischen Beispielrechnungen im folgenden Kapitel sei
noch angemerkt, daB die vier letztgenannten Bedingungen wegen Gl.(3-49) fir
alle Zeiten t gelten, wenn sie bei t =0 eingehalten worden sind. Wenn
also die Schwingungsantwort eines Systems wdhrend und nach einer zeitlich
begrenzten duBeren Belastung berechnet werden soll, so stellt das Einhalien
der Bedingungen bei t =0 sicher, daB die ZustandsgréBen des Systems zum
Zeitpunkt t = Tf , wenn die duBere Belastung wegfdllt, die genannten Bedin-
gungen wieder erfiillen und die nachfolgenden freien Schwingungen mit diesen
ZustandsgrofBen als neuen Anfangsbedingungen berechnet werden konnen.
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3.3.2 Die Zeitintegration mit dem Verfahren der Modalen Analyse

Aus der Vielfalt der bekannten Verfahren zur numerischen Integration von Ma-
trizendifferentialgleichungssystemen ist das wegen seiner numerischen Stabi-
iitat recht unproblematische Verfahren der Modalen Analyse ausgewdhlt worden.

Ausgangspunkt ist die Schwingungsgleichung fiir lineare, ungeddmpfte Systeme
Mx+Kx=f , ' (3-63)

wobei fir die Anwendung der Modalen Analyse die Massen- und Steifigkeitsma-
trix als symmetrisch vorausgesetzt werden.

Die Elementmatrizen fiir das gekoppelte Platte-Luftschallelement (vgl. GI.
3-34) sind jedoch in der hier abgeleiteten Form wegen der Koppelterme N
und L unsymmetrisch, wodurch nach Zusammenbau eines Systems aus mehreren
Elementen auch die Systemmatrizen unsymmetrisch werden.

Die Matrizen lassen sich aber symmetrisieren, wenn man, was immer modglich
ist, die Reihenfolge der Knotenparameter im System so wdhlt, daB in den Vek-
toren x bzw. X zundchst alle Plattenfreiwerte und danach alle Luftschall-
freiwerte auftreten. Mit dieser Voraussetzung bleibt auch bei den Systemma-
trizen der Aufbau entsprechend Gl.(3-34) erhalten, und das Schwingungssystem
Gl.(3-63) lautet, wenn eine duBere Anregung des Koppelsystems nur auf der
Platte erfolgen soll

bﬂp 99 K ‘l:
< |+ = ~ (3-64)
N M|[P 0 K

o
3
=

r_
o
o

I — B (3-65)



. - | -
QL.KP g w . gLKPM;P .K.p =-QLKPMP1L‘ w - QLKP—MP1 I
- - | - ~ -
9 MIIp| |-NMpKe (K+NML[|p| |-NMp £
M, X + Ks x = £ (3-66)

Hierbei ist die Symmetrie der neuen Massenmatrix M sofort ersichtlich:
die der Steifigkeitsmatrix K. folgt aus der Beziehung (vgl. Gl. 3-18 und
3-33):

T
g L=N. (3-67)

Die Eigenwerte des Systems werden durch die Symmetrisierung nicht beein-
fluBt. Nach Lésen des Eigenwertproblems kann mit der Modalmatrix ¢ , die die
auf  "1" normierten Eigenvektoren enthalt, sowie mit den Diagonalmatrizen

w = diag [w; ] i =1,2,3,...,n
‘ (3-68)
COS,= diag [cos w; t] ; SIN, =diag[sinw;t] |,
als homogene Ldsung von Gl.(3-66) sofort
x, (t) = ®COS, &' M, x; + ®SIN, w™ ¢ M, x, (365,

angegeben werden. Die Anfangswerte sind x, und g_o. Wenn als duBere Be-
lastung eine harmonische Erregung der Form

f(t)=fCOS(Qt+‘P) ; Qiw o, i=1,23,...,n (3-70)

angenommen wird, folgt die spezielle L&sung

xop (1) = @(w’ - & 1) 0% cos(Qt + ) (3-71)
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und die vollstdndige Ldsung.lautet fir verschwindende Anfangswerte

x(t) = - ® COS, (W’ - 1) @' § cosep
+OSIN W (& -9 1) ¢ f Qsing
+§(92-92 1)'19T_?_ cos(Qt+y) . (3-72)

Mit dieser Gleichung kann der Einschwingvorgang unter der &uBeren Belastung

t(t) berechnet werden. Nach Fortfall der duBeren Belastung werden die nach-
folgenden freien Schwingungen mit der homogenen Losung Gl.(3-69) berechnet,
wobei dort fiir die Anfangswerte nun die ZustandsgroBen des Systems im Zeit-

punkt der Wegnahme der duBeren Belastung einzusetzen sind.

Bei der Berechnung der Produktmatrix SIN, w™ tritt fir w; =0 der
Grenzwert
. sinw,t
lim —1— =t 3-73
(3-73)
wl——.o (.01

auf, der das Zeitgesetz der in Kapitel 3.3.1 diskutierten Starrkérperbewe-
gung beschreibt. Das Einhalten der dort angegebenen Restriktionen fir die
Anfangswerte stellt hier sicher, daB die zu w, gehdrende Eigenform gerade
nicht angeregt wird.

Mit dem soweit skizzierten Verfahren ist nun die Schwingungsantwort des in
Abb. 3.3.2-1 dargestellten Fenster-Raum-Systems auf eine impulsartige Erre-
aung auf der Platte berechnet worden. Die Diskretisierung in insgesamt 15
finite Elemente ist durch gepunktete Linien gekennzeichnet. Das System ist
bis auf die durch eine an den Rdndern frei drehbar gelagerte Platte darge-
stellte Fensterseite an allen AuBenfldchen akustisch hart berandet und hat
in der in z-Richtung gesehenen zweiten und dritten Schicht je eine Ausspa-
rung unterschiedlicher GroRe. Der Problematik von spitzen, in das betrachtete
Gebiet hineinragenden Ecken und Kanten undden damit verbundenen Spriingen in
den Ortsableitungen des Schalldrucks bewuBt, sind die entsprechenden Ortsab-
leitungen bei Anwendung von Elementtyp 2 zu Null gesetzt worden. Insgesamt
verbleiben 71 Freiheitsgrade bei Verwendung von Elementtyp 1 und 107 Frei-
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Abb. 3.3.2-1 Aufbau und Diskretisierung eines Platte-Luftschall-

Koppelsystems

heitsgrade bei Elementtyp 2 fiir die Modellbildung des Systems.

Die Simulation einer impulshaften Erregung ist zundchst durch die Vorgabe
von Anfangsgeschwindigkeiten in der homogenen Lésung Gl.(3-69) versucht wor-

den, wobei zur Kontrolle die Schallgeschwindigkeit ¢, aus der Zeitdifferenz

L
des Schwingungsbeginns an zwei hintereinander liegenden Knotenpunkten berech-
net worden ist. Rechnungen mit in den Abbildungseigenschaften vergleichbaren

eindimensionalen Schallelementen zeigten, daB fir die korrekte Wiedergabe der

Schallgeschwindigkeit allein in z-Richtung eine Diskretisierung in ca. 30
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finite Elemente erforderlich ist. Im Dreidimensionalen wiirde dies zu~mehr
als 1000 Freiheitsgraden, das heiBt zu Speicherplatzproblemen, bzw. alter-
nativ zu extrem langen Rechenzeiten fiihren.

Die Anregung des Systems ist deshalb hier durch eine in Punkt 1 auf der Plat-
te angreifende duBere Kraft f(t) dargéstellt:worden. Dem impulsartigen Cha-
rakter entspricht ein Kraft-Zeitverlauf in Forﬁ einer halben Sinuswelle. Da-
mit 148t sich in Abhdngigkeit von der Frequenz der Anregung steuern, ob das
System 'hart', d.h. viele Oberwellen anstoBend, oder eher 'weich' angeregt
wird. |
Die nachfolgenden Bilder zeigen die Schwingunggverléufe einzelner Variablen
des Systems im Zeitintervall 0 < t ¢ T mit T = 0.1 s. Die Indizes der
Variablen geben die Zugehdrigkeit zu den in Abb. 3.3.2-1 numerierten Knoten-
punkten an. Die Dauer der Krafterregung betrdgt Tf = 0.02 s , entsprechend
einer Anregungsfrequenz von £ = 196 5'1 . Deﬁ Rechnung mit dem einfachen
Elementtyp entstammt die gepunktete Linie, der .mit Elementtyp 2 die durchge-
zogene Linie. !
|
w; |

—f + -

I 4635
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Abb. 3.3.2-2 Zeitverlaufsberechnungen von Plattendurchbiegung,
Schalldruck und KoppelgroBRen

Das erste Bild von Abb. 3.3.2-2 zeigt die Auslenkung W1(t) des Kraftan-
griffpunktes der Platte. Die Schwingungsverldufe aus den Rechnungen mit den
beiden Elementtypen sind deckungsgleich und zeigen eine deutliche Dominanz
der tiefsten Eigenfrequenz des Systems.

Bei den Schalldruckverldufen §1(t) bis §4(t) fdallt im Vergleich mit W1(t)
auf, daB mit zunehmender Entfernung von der Platte diese immer deutlicher der
Plattenbewegung - bei entsprechender zeitlicher Verzégerung - folgen. Der
Schalldruckverlauf 51(t) auf der Plattenoberfldche folgt dabei der Auslen-

kung des Punktes 1 am wenigsten, da hier hoherfrequente Schwingungsanteile am
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stdrksten ausgeprdgt sind. Auffdllig ist weiterhin, daB die Maximalwerte der
Schalldruckverldufe mit der Entfernung von der Platte zunehmen. Der Maximal-
wert von ﬁg(t) , des Punktes, der im Schatten der groBRen Aussparung liegt,
betrdgt etwa das 1.8-fache des Maximalwertes von 51(t) oder Ez(t) .

Das Einhalten der Schallgeschwindigkeit 1dBt sich leicht an den Anfangstot-
zeiten.der Schalldruckverldufe iiberpriifen und gibt sehr genau den .in der Mas-
senmatrix Gl.(3-32) des Koppelelementes vorgegebenen Wert CL = 330 m/s
wieder. Die ldngste Totzeit hat 55(t) , was darauf hindeutet, daB dieser
Punkt von der primdren Schallwelle erst nach Reflexion an der riickwdrtigen
Wand erreicht wird.

Der Vergleich der gepunkteten mit den durchgezogenen Kurvenverldufen zeigt
keine so groBen Unterschiede zwischen den Elementtypen, wie sie vielleicht
aufgrund der Eigenwertberechnungen in Tabelle 3.2.1-1 zu erwarten wdren. Die
Maximalwerte sind sogar in beiden Fdllen nahezu gleich, was unter diesem Ge-
sichtspunkt fiir die Verwendung des einfachen Elementtyps 1 spricht.

Im letzten Bild sind mit Elementtyp 2 zur Kontrolle der Kopplungsbedingung
Gl.(3-24) die Schwingungsver{ﬁufe von 051(t) / dz und pl_ﬁ 1(t) fir Punkt
1 aufgezeichnet. Dabei ist W1(t) diskret mit Hilfe von Differenzenquotien-
ten berechnet worden. Auffdllig ist der hochfrequente Anteil im Zeitverlauf
von Op 1 / dz . Die Ubereinstimmung beider Kurven ist abhdngig von der Fre-
quenz, mit der das System angeregt wird. So wachsen z.B. bei Anregung des
selben Systems mit doppelt so hoher Frequenz die Amplitudenausschlage von
dp4(t) / 9z so stark an, daB nur noch der Mittelwert eine Verwandtschaft
mit Py W1(t) aufweist. Es liegt also nahe, die Kopplungsbedingungen als ein
wesentliches Kriterium fir die Zuverldssigkeit der numerischen Rechnungen
stets zu iliberprifen, was jedoch unmittelbar nur bei Elementtyp 2 méglich ist,
da Elementtyp 1 die Ortsableitungen des Schalldruckes als Knotenfreiwerte
nicht enthdlt.

Rickwirkungen des angekoppelten Luftschallraumes auf die Schwingungsformen der
Flatte treten im vorliegenaen Beispiel bei Annahme einer Glasplatte erst bei
weniger als 1mm Plattendicke auf. Die Frage, unter welchen Umstdnden mit ei-
ner Rickwirkung zu rechnen ist, kann im konkreten Fall durch Abschdtzung und
Vergleich der Eingangsimpedanzen fiir die Platte und das Luftschallsystem er-
folgen.



- 42 -

4. Die Berechnung geschlossener ddmpfungsbehafteter Gebiete

mit finiten Elementen

Wahrend in den vorangehenden Rechnungen nur ddmpfungsfreie Systeme betrach-
tet worden sind, soll nun die Finite-Elemente-Formulierung auf die Behand-
lung solcher akustischer Systeme erweitert werden, bei denen die Schalldamp-
fung eine wesentliche Rolle spielt.

In der Akustik sind die physikalischen Ursachen fiir verschiedene Dampfungs-
mechanismen groRtenteils bekannt und durch entsprechende Dampfungsmodelle
beschrieben. Der Effekt der sogenannten klassischen Absorption durch innere
Reibung im schallflihrenden Medium Luft ist im allgemeinen gering, verglichen
mit der Absorption, die durch alle Arten von pordsen Stoffen, wie Textilien,
Schaumstoffen oder Mineralfasern, hervorgerufen wird. Solche Stoffe sind
hdufig an rdumlichen Begrenzungsfldchen angebracht, und hier finden dann
hauptsdchlich die fiir die Schallddmpfung entscheidendenUmwandlungen von
Schallenergie in Warme statt.

Das Absorptionsverhalten dieser Stoffe wird in der Praxis meist durch die
komplexe Wandimpedanz, d.h. durch den Quotienten aus Schalldruck auf der
Wandoberfldche und wandnormaler Schallschnelle, bzw. durch deren Kehrwert,
die sogenannte Wandadmittanz, beschrieben. Wenngleich diese KenngroBe meh-
rere physikalisch unterschiedliche Phdnomene zusammenfaft, deren Beschrei-
bung im Einzelfall sehr schwierig sein kann [27,42], so ist sie doch in der
angewandten Akustik eine recht praktische GroBe, auch weil sie Messungen gut
zugdnglich ist [16]

Ihr Nachteil ist, daB durch sie nur sogenannte lokale Absorptionseffekte
unter Vernachldssigung der seitlichen Kopplung im Absorptionsmaterial dar-
gestellt werden kénnen. In manchen Fédllen, etwa bei schwach ddmpfenden Ma-
terialien, die mit geringer Schichtdicke vor starren Wdnden angebracht sind,
reicht die Beschreibung als lokaler Absorber nicht mehr aus, so daB die
Schallwellenausbreitung im pordsen Stoff mit in die Betrachtungen einbezogen
werden muB.

Eine Finite-Elemente-Formulierung zur LOsung der Wellengleichung fir porose
Stoffe gelang erstmals Craggs [13] . Hiermit wird es nun méglich, durch
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Einarbeiten der Kopplungsbedingungen auf der Grenzfldche Luft - pordser
Stoff, gekoppelte Luftschall-Absorptions-Systeme mit finiten Elementen zu
berechnen. Somit konnen die Auswirkungen von Art und Verteilung der Absorp-
tionsstoffe auf ein Luftschallfeld rechnerisch auch dann vorausbestimmt
werden, wenn das lokale Absorptionsmodell den Anforderungen nicht mehr ge-
nugt.

!
Im folgenden soll zundchst die Finite-Elemente-Formulierung fiir Luftschall-
gebiete mit lokaler Randabsorption hergeleitet werden. Danach folgen finite
Elemente fir pordse Stoffe,und im dritten Abschnitt dieses Kapitels wird die
Kopplung von Luftschallelementen an solche fir porose Absorber formuliert.
In Beispielrechnungen wird die Anwendung der Modelle gezeigt.

Zwei Einschrdnkungen im Unterschied zum vorangégangenen Kapitel seinen fir
alle nachfolgenden Rechnungen noch angemerkt: '

- die Formulierung der Probleme geschieht der;Ubersichlichkeit halber im
IZweidimensionalen. Der eindimensionale Fall ist hieraus leicht abzulei-
ten, wie fiir den Vergleich mit analytischen Lésungen noch gezeigt wird.
Derdreidimensionale Fall bringt gegeniiber dem zweidimensionalen prinzi-
piell keine Schwierigkeiten, auBer daB der ?ormelapparat umfangreicher
wird und bei numerischen Rechnungen die zu bearbeitenden Datenmengen in
GroBenordnungen wachsen, die auf mittleren Rechenanlagen heutzutage noch
nicht angemessen bewdltigt werden kénnen. So beschrdnken sich alle wei-
teren Untersuchungen auf maximal zwei Dimensionen, d.h. ebene Schallfel-
der.

- Auf Zeitverlaufsberechnungen fiir instationdre Vorgdnge wird wegen der
komplizierten Frequenzabhdngigkeit der Dampfungsparameter und des damit
verbundenen rechnerischen Aufwandes verzichtet. So werden nur stationdre
Vorgdnge unter der Annahme eines harmonischen Zeitgesetzes betrachtet.
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4.1 Problemgleichungen und Variationsformulierungen fir
Gebiete mit lokaler Randabsorption

Ausgangspﬁnkt der Uberlegungen ist wieder die Wellengleichung, bzw. die
durch Separation des Zeitgesetzes

p(x,y,t) = plx,y) et (4-1

erhaltene Helmholtz'Gleichung

Ap+k2p=0 ; k= W (4-2)
CL
mit
2 2
A 9, 9 (4-3)
ax? E)y2

Gesucht wird die Losung der Helmholtz'Gleichung fir ein Gebiet @ in der
x-y-Ebene mit der Randkurve [(s), bestehend aus den Teilrandbereichen
N (s), ra(s) und r%(s) mit den nachfolgenden Randbedingungen.

M : Auf dem Teilrandbereich [ (s) werde das System durch eine vorge-

gebene Schallschnelle v (s,t) = v(s) eil"t angeregt.

I, : Der Teilrandbereich Fé(s) sei der schallabsorbierende Bereich, ge-
kennzeichnet durch die komplexe Wandadmittanz A.

[ : Auf dem Teilrandbereich I; (s) sei die Berandung akustisch hart.

Die Formulierung der Randbedingungen auf i » My und 3 folgt aus der
Anwendung der Newton'schen Bewegungsgleichung (2-1), und es gelten die fol-
“genden Beziehungen, wenn n die nach auBen gerichtete Normale ist.

ap

auf r-1 3
n

=-iwg Vv (4-4
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auf N . — =-iwq, A (4-5)
0
auf r3 3 W = 0 . | (4-6)
Mz=0 «5 + [
Schallharter I_3 1ri2 73
Rand

.
‘. /

Anregung

y .
L A

X

Abb. 4.1-1 Luftschallgebiet @ mit Randkurve [ (s)

Der Schalldruck p , die Schallschnelle v und die Admittanz A sind hier
komplexe GréBen, und mit der Trennung in Real- und Imagindrteil - Index r
und 1 - folgt fir die Helmholtz'Gleichung

Ap = Alp +ip)=(Ap +iAp )= -k (p +ip,) (4-7)
also

Apr+k2pr=0 ; Api+k2pi:0 : (4-8)
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Entsprechend lauten die Randbedingungen

op op.
auf [, a_n'. =Wo Vv a—nl = -wg v (4-9)
op op.
auf I—z -—a-l:]r— - ng(A| pr'l' Arp|) ; -FnL - ng("Arpr + A| pl)
(4-10)
d op.
auf M a':‘r - a’: =0 . (4-11)

In [18] hat Gladwell eine Variationsformulierung aufgezeigt, die auf dem
Hamilton'schen Prinzip fiir konservative akustische Systeme basiert und ein
sogenanntes adjungiertes System mit in die Betrachtungen einbezieht.

Fir die hier vorliegende Problemstellung bedeutet das, es wird neben dem
p-System mit den genannten Eigenschaften fiir dasselbe Gebiet ein fiktives
q-System definiert, das aber auf dem Teilrandbereich I, negative Dampfung
aufweist und genau diejenige Energie aufnimmt, die das p-System dort dissi-
piert. Beide Systeme zusammen bilden dann wieder ein konservatives Gesamt-
system.

Fiir das adjungierte System gelten die Helmhotz'Gleichungen
Aq *kzq =0 Aq +k2q =0 (4-12)
r r i i

wie gehabt beim p-System, weiterhin die Randbedingungen auf T,

2q, . 2q.
A Te e bl e

wobei analog zur Schnelle v im p-System jetzt u die Schnelle im q-System
sei, sowie die Randbedingungen auf T
aq, 9q;

3 5 Fn - 0 : (4-14)
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In akustischen Lehrbiichern [15] werden Energieverluste an einer absor-

hierenden Wand durch den Absorptionskoeffizienten

A’ c
9.

A+ 9,c,

a=1- | r |2 mit r (4-15)

heschrieben. Dabei ist r der sogenannte komplexe Reflexionsfaktor, A -die
komplexe Wandadmittanz, deren die Ddmpfung charakterisierender Realteil A,
stets groBer oder gleich Null ist. Im q-System wird nun auf [, das Vor-
zeichen von A, umgekehrt, so daB a zahlenmdBig gleich bleibt und dem
o -System genau die vom p-System abgegebene Energie zugeflihrt wird. Also ist
auf F}
walAg -Agq) : 23 L wo(AqrAqg)
—_‘ng iq, - rqi ’ —aT 'ng rq,*+ iqi

(4-16)

Das zu den Helmholtz'Gleichungen fir P > P q und q; und den ge-
nannten Randbedingungen auf ﬁ , I, und ra gehérende Variationsfunktio-

2
nal lautet dann

| - f{ op, 9a, ~9p 9a;  9p 9q; . 9p; 9q
—Q dx Ox dy dy Ox Ox dy Oy
2
-k(p.q . +p qi)} dQ+ngf{-prui+piur—qrvi *qi"r}ds +
N

*ng[{'Ai(prqr + piqi) \~A,(prqi - piqr)} ds —e min.
o (4-17)

Die formale Uberfiihrung dieses Variationsausdruckes in die Differential-
gleichungen mit Randbedingungen ist im Anhang A1 kurz gezeigt.

Un zur Finite-Elemente-Formulierung zu gelangen,wird im obigen Variations-
funktional zundchst q, variiert. Damit ergibt sich fir 81 =0 der Aus-
druck
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9, 2 o9 9 2
9 —L = _(8q) - 6 dQ
[{ ox . Ox (bqf)+ dy oy ( qr) k Pr q'}

w)gl_‘/.-vi 0q,ds +wg /-(Aipr+Arpi)5qr ds =0 , (4-18)
¥ I,
1 2

und entsprechend folgt bei Variieren von q;

o _a % o 2
—L —(6q.) + —+ —(8q.) -k p. 6q. dR
Q/{E)x ax(q')+ay ay(q') Py q|}

+ng[vr 6qi ds +wg [-(Aipi -A,.pr)ﬁqi ds=0 . (4-19)
z f2

Mit der Einfilihrung von Ansatzfunktionen fiir die unbekannten Funktionsverldufe
von p, und P in einem Elementbereich Qe entsprechend

P(Re) =9(RIG P ; P,(S) = 9(R) G p, (4-20)
und der Definition eines Differntialoperatorenvektors D - wie in Kapitel
3.1 - womit

H(Qe) = D 9 (Qe) (4-21)

geschrieben werden kann, folgt durch Einsetzen in Gl.(4-18) und Gl.(4-19)
in Matrizenschreibweise

T T.T 2., T T T
[{G_qr(_i HHGp, -k 6qrg P QQEr} Q. +
Qe

T T T T
+wQ [-§£|r§ P v dse+ngf-6qr(_5 P ¢ GlAp +Ap,)ds.=0
Fe1 Fe2
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*ng /6_qr QT 91’ Vr dSe + ng[-gﬁlT _QT *_PT 9§(A|E| -ArEr)dSe:O,
Fe2 '

E
el (4-23)

Da QgI und gg? in allen Termen je einer Gleichung auftauchen, unbe-
stimmt und ungleich Null sind, kann ausgeklammert werden, und es bleibt

(K-w'M-wClp -wCp =1 (820
und °
(E'WZM"”Qi)Ei*“’QrE,=!i (4-25)
oder zusammengefalt
k-w'M-wg | ug, g | |
2 —| = |— (4-26)
| owe [k-dM-wg g | o
mit der Steifigkeits- und Massenmatrix fiir ein Element
T T T T
K:@ [HHd%G ; M:--6 [¢ 0dRG, wo
Re cL e

den Elementdampfungsmatrizen

T T T T
=9 AG [9 9dseG; Ci=0 AG [9 9ds. G, (-
o2 le2

sowie den Elementvektoren fir die duBere Anregung
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T T T T
Ir=wg vG fg dse ; frj =-wg v G f«g dse . (4-29)
Me1 lel

Kehrt man schlieBlich zur komplexen Schreibweise entsprechend

C=Cr+iG ; r=r +ir; P=PR *!P (4-30)
zurick, wodurch in numerischen Rechnungen bei der Abspeicherung der Matrizen
sich der Speicherplatzbedarf auf die Halfte reduziert, so lautet das Glei-
chungssystem (4-26) jetzt

(E'wZM*im_C_)BSLB=r | (4_31)

Wie schon in Gl.(4-26) zu sehen, besteht erwartungsgemdR keine Kopplung
zwischen dem p-System und dem adjungierten q-System. Vielmehr gelangt man
durch Variieren von p_ und p; in Gl.(4-17) mit derselben Prozedur zu
einem nur das q-System beschreibenden Gleichungssystem, das im Unterschied
zu (4-26) bei der Matrix C_ eine Vorzeichendnderung aufweist und im wei-
teren nicht benétigt wird.

Mit dem Gleichungssystem (4-31) kann nun nach Ableiten konkreter finiter
Elemente die Schalldruckverteilung in einem beliebigen ebenen Schallfeld
unter Bericksichtigung von lokaler Randabsorption und Schallanregung be-
rechnet werden.

4.1.1 Eindimensionale Finite-Elemente-Lésung und Vergleich
mit analytischer Ldosung

Zur Uberprifung und Beurteilung der Abbildungsleistung bei einer numerischen
Rechnung mit finiten Elementen bietet sich ein eindimensionales Beispiel an,
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da hierfur eine einfache analytische Vergleichslosung existiert.

Als anschauliches Beispiel sei ein Rohr betrachtet, dessen Durchmesser klein
gegen die Wellenldnge ist, so daB sich Schallwellen nur in achsialer Rich-
tung ausbreiten konnen.

Anregung Absorption
— Vg AE d<<|
XO X1»
e — l ]

Abb. 4.1.1-1 Eindimensionales Rohrmodell

Die Schallanregung im Rohr geschehe bei x5 durch Vorgabe einer Randschnelle
Y9 > die Absorption bei x,, gekennzeichnet durch die Admittanz A.

Die Reduktion des Variationsfunktionals (4-17) auf den eindimensionalen Fall
mit den Randbedingungen aus diesem Beispiel lautet dann

Xy
] ’ L] ’ 2
= [{Pia; +pia -K (p.q, +p )} d
X0
+wg (PoUjp - Pig Yig * g Vio ~Tig Veo ! (4-32)

+wg {-Ailp,q,, +p,; 9, ) + Ailp,q -py q,)} —= min.,

wobei der Strich die Ableitung nach dx kennzeichnet und die Indizes 0
und 1 sich auf die Randpunkte bei X0 bzw. x, beziehen. Variieren von
g, und q; fuhrt auf dem schon beschriebenen Weg auch hier zu dem Glei-

chungssystem (4-31) .
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Fiir ein eindimensionales finites Schallelement mit linearer Ansatzfunktion

p(E)=(1-E)p + Ep,
P P 3 1 0}lp
——= cralll
—=X,E =,\P(§)§E
- X
£= T

Abb. 4.1.1-2 Eindimensionales Schallelement

entsprechend einem Hermite-Polynom erster Ordnung - vgl. Abb. 3.1-2 -
ergeben sich die Elementmatrizen zu

Ix
n
@

-
—
I

—
I
(=}
ues
@
1

2 T 5T 6c2 |1 2
(4-33)
0
C=9AG o) 91) G =g A
- - 1
. T T : 1
r=-iwg vy G 9(0) = -iwg v, 0

Fir die numerische Vergleichsrechnung ist das System aus Abb. 4.1.1-1 in
10 finite Elemente mit insgesamt 11 Knotenpunkten diskretisiert worden. Die
Randbedingungen sind durch Bericksichtigung von r am ersten und C am
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letzten Element in die Rechnung eingearbeitet worden.

Die zum Vergleich programmierte analytische Lésung fiir das Problem

p+kp=0 ; k=W e
CL

mit den Randbedingungen

pl0)=-iwg v, ; pll)=-iwg Ap(l) (4-35)

folgt aus einem Losungsansatz mit einer hin- und einer riicklaufenden Welle

pix) = p, o X, P oKX (4-36)
und lautet
g C, V E 1-9,c, A _. :
plx) = L% Vo [ sikx 8% Si2kl ik } .
e A s 1+g, ¢ A
1+gl_cL A (4-37)

In den nachfolgenden Bildern der Abb 4.1.1-3 ist die Ortsabhédngigkeit des
Absolutbetrages des komplexen Schalldruckverlaufes im Rohr gezeigt. Die
durchgezogene Linie entstammt der analytischen Ldsung Gl.(4-37). Die durch
Kreuze markierten Werte sind unter Verwendung des hier abgeleiteten finiten
Elementes berechnet worden; den durch Kreise markierten Werten liegt ein
eindimensignales finites Schallelement mit kubischer Ansatzfunktion zugrunde,
das auBer dem Schalldruck p auch dessen Ortsableitung als Freiwert auf je-
dem Knotenpunkt besitzt. Die Elementmatrizen hierfir sind im Anhang A2 ange-

geben.
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IPI

b)

x (Win.-zahl k)

Il A A
v v L v * — +

IPI

(Wln.-zahl k1)

a)

-
L
-

Abb. 4.1.1-3 Schalldruckverlauf im Rohr
e Analytische Losung und Finite-Llemente-idsungen

k, =2 k1

2

Wie die Bilder zeigen, liefert das Finite-Elemente-Modell bei fester Wellen-
zahl Kk in Abhdngigkeit von der Rohrldnge 1 , bzw. - was gleichbedeutend
ist - in Abhdngigkeit von der Anzahl der Elemente, in die das Rohr diskre-
tisiert ist, beliebig genaue Ergebnisse. Das hoherwertige Element hat hier
einen augenscheinlichen Vorteil gegeniiber dem einfachen Element mit linearer
Ansatzfunktion, was aber durch ein doppelt so groBes Gleichungssystem mit
einer etwa viermal so langen Rechenzeit erkauft ist. Bei gleichem Verhdltnis
von Aufwand zu Nutzen sind die Unterschiede inden Ergebnissen der beiden
Elementtypen sehr gering, und es ergibt sich sogar von der Anwenderseite
her betrachtet wegen der hdheren Stiitzstellenzahl ein gewisser Vorteil fur
das einfache Element.



4.1.2 Finite Elemente fiir zweidimensionale Probleme

Mit den in Kapitel 4.1 hergeleiteten Gleichungen (4-27) bis (4-29) sollen im
folgenden kurz die Elementmatrizen fiir ein finites Rechteck- und ein Drei-
eckelement aufgestellt werden. Letzteres erlaubt dann auch die Berechnung
nicht-rechtwinkliger Gebiete mit beliebigen Randkurven, die durch einen Po-
lygonzug angendhert werden kénnen.

Fir das Rechteckelement wird eine bilineare Ansatzfunktion, entsprechend
Hermite-Polynomen erster Ordnung gewdhlt, mit der sich der Funktionsverlauf
im Element in Abhdngigkeit der vier Funktionswerte in den Eckknoten dar-
stellt, siehe Abb. 4.1.2-1.

yi nt
y=b
n=1 [/ 141 3
n-—=—I|IV | —n
nA
1 | 2
= —
n €=1

Abb. 4.1.2-1 Rechteckelement mit Koordinatensystemen
n ist Richtung der Randnormalen
Knotenpunkte: 1,2,3,4
Randbereiche: I,II,II1,IV
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p(E,m) =(1-§)(1-‘ﬂ)p1+§(1-1|)p2+ €M P +'n(1-§)p4
[1 E En n] G p

= 9(Em) G p (4-38)
mit
1 0 0
-1 1 0
G = (4-39)
1 -1 1 -1
-1 0 0 1
Mit Hilfe des Vektors
_[L.d 1oy -
Q“[a’a_g" ba'q] . (4-40,
der auf den Vektor @ (&,n) angewendet, die Matrix
H(EM) = D ¢(E,m) o (aa)

ergibt, lauten Steifigkeits- und Massenmatrix nach Gl.(4-27) fir das Recht-
eckelement

1"
K=abG [[HHdEanG
00
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b,a _b,_a _b__a b _a
a b a 2b a b 2a b
b,a b a _ b __a
1 a b 2a b 2a 2b
3 b,a _b,.a
a b a 2b
symm. b.a
y a b
(4-42)
b T11T
a
ab g [[¢" ¢ dt anc
C, 00
4 2 1 2
°b2 b 2 1 (4-43)
36c|_ 4 2
symm.
y 4
Die Matrizen C, wund C; G1.(4-28) setzen sich beim Rechteckelement zusam-

men aus je vier Einzelmatrizen beziiglich der Elementrdnder

Iv.

tanzen A und Randschnellen

I,II III und
Mit der Vorzeichendefinition aus Abb. 4.1.2-2 fir positive Randadmit-

v lautet die Matrix C in komplexer Schreib-

weise
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RandgroBen A und v

€=C+Cp+Cpy+Cy
2 1,
| O
1 12,
= -—S—gLu A ————T——— +
0|0
|
|
0 | 0
1 |
* 90 An [+ -
| 2 1
= 12
rAm:Vm
% I 3
— |IV I
Aw,V
v
1 I 24)
E
1AI:VI
Abb. 4.1.2-2

0 0]
1 0 2|
& 9P A
® 0 1
0 o
2 0
1 0 0
s 9P Aw I
0 O
1 0!
A, vy

Rechteckelement mit Definition der positiven

0 0
1 0
2 0
0O O
o 1
0 O
0 O
0 2
(4-44)
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Ganz entsprechend setzen sich die Vektoren r_. und r; aus Gl.(4-29) fir
die Beriicksichtigung von vorzugebenen Randschnellen v, und v; aus je
vier einzelnen Vektoren zusammen. In komplexer Schreibweise ist

P=n+p*Ip+hy

1 0

1. 1N |

_-?n.ochwI 0 -—z-wug'_bvII .
0 0
0 1

-—;—inguvm ? *'lz‘i‘”QLb"xv g , (4-45)
1 1

Fir ein Dreieckelement wird eine ebenfalls lineare Ansatzfunktion gewdhlt,
jetzt aber in sogenannten natirlichen Koordinaten, wodurch sich die Berech-
nung der Elementmatrizen wesentlich vereinfacht.

Betrachtet werde ein Dreieckelementbereich wie in Abb. 4.1.2-3 mit den na-
tirlichen Koordinaten gl, 52 und 53 . Der Ursprung des cartesischen Koor-
dinatensystems liege im Eckpunkt 1 des Dreiecks.
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P = beliebiger Punkt
im Dreieck

€= =k i=1,2,3

F
F = Z F, Fldche des

. i=1 Dreiecks
X
(x,y,)=(0,0)
Abb. 4.1.2-3 Dreieckelement mit natiirlichen und cartesischen
Koordinaten und Knotennumerierung
Mit den Transformationsgleichungen
x =& x +E,x) +E5x
(4-46)
y =8 vy, +Ev, +E vy,
und der Bedingung
€, + &, +E& =1 (4-47)
folgt unter Beachtung von
- - - - 4-4
fiir die natirlichen Koordinaten
g, (x,y) = 1 (2F+Q1X+b1 y) (4-49)

2F
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E,(x,y) = 71F_ (a,x +b,y)
(4-49)
§3(X,)')= -21—F(03X *bsY)
mit
a; =Y, -y3 5 by =x3-%
az =Y ;0 by = -xg (4-50)

o)
w
n
'
>
- e
o
w
!
x
N

Die Ansatzfunktion fir die Schalldruckverteilung im Elementbereich 1dBt sich
nun schreiben als

p1
PIE.E, ) =Ep +Ep, +Ep = [EEE ]|P,
p3
=Ep . (4-51)
Mit der Einfihrung eines Vektors
o | |2
ox o X
!‘= ap = a p(g1l§21g3) = Q;E
ay dy
1 |9 Q2 Q3 1
= —_— = ——— N 4-52
2F b, b, b, P 2F =P (4-52)

1dRt sich in den Variationsintegralen Gl1.(4-18, 4-19) schreiben



al:’r 0 alDr 0 T
% D (6q,) 3y D (6q) =01 dx

( ZF) 5q, N N P, (4-53)

und desgleichen mit Index i fiir den Imagindrteil. Damit entsteht fir einen
Dreieckbereich aus Gl.(4-18)

[{(7) san'np, -Kod'gp | oF-
+wg,_f 5qr§vds +ngf qug g(Apr+A p;)ds, = (4-54
Ie 2e

und aus Gl.(4-19)

2 7.7 2o T,T
[{(F£) saiN'Np, -6 E'Ep, ] oF »

2F) 89 £t
F
T,T TeT
+wQ [6q.E v ds, +wg, [-0q. E E(Aip,-A;p, )ds, =0
rie r2e
| (4-55)

Durch Ausklammern von §q' und §q' folgt mit k =w/c und Riickkehr zur
- i |

komplexen Schreibweise das schon bekannte Gleichungssystem (4-31). Die Ele-

mentmatrizen und -vektoren sind im einzelnen hierbei

K= () [NNGF ;M- L [EEaF s
F CLF
C=9A f_;’_g_ ds. ; =iwgV fg ds. (4-57)
r2& rle

Der Vorteil der Wahl von natiirlichen Koordinaten zeigt sich jetzt bei der
Berechnung der obigen Integrale iiber die Fldache F des Dreieckbereiches,
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bzw. liber dessen Rdnder, die sich nach den Formeln

L ym,n L! m! n!
dF = 2F ' (4-58)
!§1§2§3 (leme+n+2)!
fglg"'dl‘ = L U m! L= Ldnge ciner Dreiecksseite  (4-59)
Fol " Tlemany * -7 )
berechnen lassen [iS] . Die Matrizen K und M ergeben sich dann ex-
plizit zu
2 2
01"‘b1 0,02+b'b2 0103*b1b3
1 2 2
symm. 2 2
a3 + by
2 1 1
M= F2 2 1 , . (4-61)
12CL symm. 2

wahrend sich die Matrix C und der Vektor r wieder additiv aus den ein-
zelnen Integrationen lber die drei Elementrdnder zusammensetzen. Mit der Vor-
zeichendefinition laut Abb. 4.1.2-4 fiir positive RandgroBen A und v folgt

C=C+Cy+Cpy

6

2
Lol A |1
0

O N —

o O O
+
o
L
=
>
+
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2 0 1
1
* 5 9tm A0 0 O
1 0 2
=+ * oy
1 0
. 1.
- T Ji"ngLl Vi |V -Fiwotyvy ||+
0 1
1
- 1? iwgLyvy (O
1
AV
\ An,Vip
/ 2
AI , VI L] , L" ’ L"I - Seitenlﬁnge

Abb. 4.1.2-4 Dreieckelement mit Definition der positiven
RandgréBen A und v

(4-62)

(4-63)



4.1.3 Beispielrechnungen

Aus der Vielzahl der akustisch interessanten Anwendungsfdlle fiir die im vor-
angehenden beschriebene Methode sei hier die Berechnung des Schallfeldes ei-
nes Raumes in einem Schnitt, wie in Abb. 4.1.3-1 gezeigt. Die Schallanre-
gung geschieht {iber die untere Schmalseite des Raumes. Gesucht ist die durch
die Raumgeometrie und die Anregung bestimmte stationdre Schalldruckvertei-
lung im Raum bei sonst allseitig akustisch harter Berandung, sowie die An-
derungen des Schallfeldes, wenn einzelne Wande mit schallabsorbierenden
Stoffen verkleidet sind.

r— N ——p———e Q.
W
o
o

Elemente
341 Freiheitsgrade
a=0,8m
b=1,%9%m
' ' ' ! ' ' Anregung: v e’ c=0,8m
d=1,68m

bo—o a o—jes b -f

Abb. 4.1.3-1 Raumgeometrie und Netzeinteilung des Finite-Elemente-
Modells (L-System)

Der Verlauf der Isobaren im Gebiet ist in Abb. 4.1.3-2 gezeigt. Die Absolut-
betrdge des Schalldrucks in allen Bildern sind auf den betragsmaximalen
Schalldruck des ungeddmpften Systems normiert. Dieser ist im ersten Bild

mit "10" angegeben, was einem Schalldruckpegel von 79 dB entspricht.
Eine Halbierung des Schalldrucks ist gleichbedeutend mit einer Pegelabnahme
von 6 dB.

Die komplexe Wandadmittanz A zur Beschreibung des lokalen Absorptionsver-
haltens ist in den Bildern 4.1.3-2b/c/d 1dngs der durch einen Strich ge-
kennzeichneten Rander stets gleich groB. Zu ihrer Berechnung im Falle, daR
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211123 4 585

I
Nt

45 4 3 2 1]t 2 3 & 5

|
i 5 \LLL]

5]
[

L ——

[3,]

Abb. 4.1.3-2 Verldufe der Isobaren im Gebiet bei
a) akustisch harter Berandung
b,c,d) Vorgabe einer komplexen Wandadmittanz
auf verschiedenen Rdndern

sie eine Schicht pordsen Stoffes reprdsentiert, sei auf Gl.(4-100) in Kapitel
4.3.1 verwiesen. Sie ist gleich dem Kehrwert der dort angegebenen Eingangs-
impedanz ZG‘

Der Vergleich der Bilder zeigt, daB die Dampfung auf dem linken Rand im Mit-
tel die geringsten Schalldriicke im System liefert. Das in diesem Sinne ndchst-
beste Ergebnis wird erstaunlicherweise durch die Dampfung auf dem rechten
schmalen Rand erzielt, noch vor der Dadmpfung auf dem oberen Rand, cbwohl im
letzten Fall der mit Ddmmaterial verkleidete Wandbereich etwa doppelt so

groB ist.
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Uber die integralen Aussagen hinaus ermdglichen die Isobarenbilder vor allem
auch das rasche Auffinden lauter und leiser Bereiche im Gebiet, so daB durch
Anderungen der Randbedingungen oder sogar der Geometrie des Gebietes eine
gezielte EinfluBnahme auf die Lautstdrke an bestimmten Punkten mdglich wird.
Dies ist besonders dann von Interesse, wenn - wie im Innenraum eines
Kraftfahrzeugs - das menschliche Ohr als Schallempfédnger an eine feste
lokale Position gebunden ist.

In der vorliegenden Beispielrechnung fiir das L-férmige Gebiet liegt die

Anregungsfrequenz w = 314 1/s = 50 Hz zwischen der zweiten und dritten
Eigenfrequenz des Systems; siehe Tab. 4.1.3-1 .

-1

Nr. wls '] Nr. wls ']
1 0 4 652.7
2 294.6 5 690.6
2 460.2 6 822.1

Tab. 4.1.3-1 Numerisch ermittelte Eigenfrequenzen W, eines L-formigen
Gebietes mit den Abmessungen aus Abb. 4.3.1-1

Die rechnerisch erzielbaren Verminderungen des Schalldruckpegels durch Rand-
dampfung gegeniiber der akustisch harten Berandung sind hier geringer als in
unmittelbarer Ndhe einer Eigenfrequenz. In Resonanzndhe entartet jedoch die
akustisch harte Berandung zu einem praxisfernen Idealfall, und die Anderungen
des Schalldruckpegels durch Damgfung an verschiedenen Rdndern lassen sich nur
noch untereinander vergleichen.

Weitere Rechnungen mit hoherer Anregugsfrequenz bis w = 600 1/s zeigten
insgesamt, trotz anders verlaufender Isobarenfelder, daB auch hier noch die
Dampfung auf dem linken Systemrand die Effektivste ist. Rechnungen mit noch
hoheren Frequenzen machen dann eine feinere Netzeinteilung erforderlich und
sind mit einem erheblichen Anstieg der Rechenzeiten verbunden.



4.2 Problemgleichungen und Variationsformulierungen fiir
Gebiete mit pordsen Stoffen

Die Modellvorstellung poroser Stoffe bezieht sich auf Materialien mit einer
zufdlligen aber isotropen Verteilung von einzelnen Hohlrdumen und unterein-
ander verbundenen Kandlen innerhalb eines als starr anzusehenden Skelettes.

Die lineare Theorie pordser Absorber, die auf einer Verallgemeinerung des
soaenannten Rayleigh-Modells beruht, ist in der Literatur ausfiihrlich
beschrieben [15,27,29,42] .

Die gegeniiber der Schallausbreitung in Luft modifizierten Feldgleichungen
fir die Verknipfung von Schalldruck und Schallschnelle ergeben sich mit der
Voraussetzung eines harmonischen Zeitgesetzes der Form elwt ywieder aus der
Anwendung des Newton'schen Grundgesetzes

-grad p = (iwg, + R)v (4-64)

und der Kontinuitdtsbedingung

-divv=iw—S_p (4-65)
- g c2 d
L™P
Hierin ist
p - der Schalldruck
v - die mittlere Schallschnelle
R - der Stromungswiderstand
Cp - die Schallgeschwindigkeit im pordsen Stoff
Py - die effektive Dichte im pordsen Stoff, die mit der Dichte in Luft

tiber den Strukturfaktor x entsprechend
Q9p=Xg mit 15=x=75 (4-66)

nach [42)] gekoppelt ist.
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G = VolLuft / Volgesamt - die Pordsitéat.

Durch Elimination der Schallschnelle aus den beiden Feldgleichungen folgt
dann als komplexe Helmholtz'Gleichung fiir pordse Stoffe

Ap + ki p=0 (4-67)

mit der komplexen Wellenzahl

kp= 2 Yo ]/x-i R : (4-67.1)

Cp wg,

Gesucht wird in Analogie zu Kapitel 4.1 jetzt die LOsung von Gl.(4-67) fir
ein ebenes Gebiet ¢ mit der Randkurve [ (s) , bestehend aus den Teilrand-
bereichen ﬁ und r&

ré Schallharter Rand

r:I_1 +r2

Y‘
Anregung durch

vis,t) = vis) e'"

Abb. 4.2-1 Gebiet @ (pordser Stoff) mit Randkurve [ (s)
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Die Formulierung der Randbedingungen erfolgt nach Gl.(4-64), und es gilt

op .

foML o =—= = -(liwg_,+R)v
- ! on %

auf r2 I%;- "0

(4-68)

(4-69)

Ein auf denselben (berlegungen wie in Kapitel 4.1 beruhendes Variationsprin-
zip erfordert auch hier die Trennung in Real- und Imagindrteil. So wird mit

der Vereinbarung von

) 2 o2
kp = 55— G X -i R
Cp ¢ W9
2 2
=w2 ox(cL)-u‘” Ro
ct Cp L 9%
- KoxM-ik R

“heil-9) = -

aus der Helmholtz'Gleichung (4-67)

Ap, -%, p, +b.p, =0; Ap, - p -4 p =0,

sowie den Randbedingungen

9p

auf F1 a—nr = -er + UJQPVi
) op.

auf r2 ——?L - —p-L - 0

on an

J

9p.

(4-73)

(4-70)

(4-71)

Tnl =-we, v - Ry,

(4-72)
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Fiir das hinzuzunehmende adjungierte System mit negativer Dampfung gilt, wenn
dort wieder q der Schalldruck und u die Schallschnelle ist

Ag, -¥,q, -¥q,=0; Aq +¢¥ . q -¢q =0 (4-74)
sowie
dq.
auf |-1 ﬂ:Ru,swug u; , i:-wgu,+Rui
on P n P 075
auf Iy Zq' = gqi =0 . - (4-76)
n n

Das zugehorige Variationsproblem lautet dann

— —— +

I-/{ op, 9q, . op, 9q, dp; 9q, op; g
"Il ox "oy 3y " ax ax 9y oy

Q

+4.(pq +p 9 )+ %(p g -pq)} de +

+/{(-R U -wg, ui ) p, + (WQy Uy -Ru;)p, »
X

+ (R, "UJQPVi)Q, *(NQPV, +Rvi)qi}ds = min. . (4-77)

Zur formalen Uberfithrung dieser Variationsaufgabe in die Differentialglei-
chungen mit Randbedingungen siehe Anhang A1 .

Bilden der ersten Variation von Gl.(4-77) ergibt bei Variieren von q.
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6"3 Eh) o
[{ axr ax (6 ) ayr W(aqr)"(q"rpr-(p‘ p|)6qr}dQ+
Q

+/(Rv,-wgpvi)6qr ds =0 (4-78)
M

und bei Variieren von q;

%, % 9

— = — — (6 + ) dQQ +
Q[{ax 2 (8q,)+ 5y 2y (0% (4P, ¢ p.)6q, }
+/‘((L)QF,V,'eRvi)5qi ds = 0 . (4-79)

X

Mit Einsetzen der Ansatzfunktionen (4-20) unter Beriicksichtigung von Gl.
(4-21) wird hieraus fir einen Elementbereich

[{5q ' H HGp + 8q (4 6" 9 9Gp -4.G'¢ ®Gp,)}dR,

quTGTapT(Rv -wg,vi)ds, =0 (4-80)

[{sd &' H HEp + 6q(h, 6 ¢ 9 Gp + 46 ¢ 9Gp)}dn,

+ [6q G ¢' (wg v, +Rv; ) ds, =0 (4-51)
Feq

1

und ergibt nach Ausklammern von ggI bzw. ggi zusammengefaBt das



- 73 -

Gleichungssystem

K - xoriM| -0 Rt [p

o, r Ir
= (4-82)
wREANM [K-wxeM|[p | |1
gL -
oder in komplexer Schreibweise
2 . *
(5-(.02XGXCM +1W B—g—lf:M)p: P E = r . (4-83)

9

Der Vergleich mit Gl.(4-31) zeigt die formale Verwandschaft der beiden
Gleichungssysteme. Die Steifigkeitsmatrix K und Massenmatrix M sind
hier dieselben wie beim Luftschall und berechnen sich nach Gl.(4-27); der
Elementvektor auf der rechten Seite ist hier

* * *

fe + 07,

r

(-Rv, +wg,v )G [@'ds, s il-wgov -Rv;)G [ ds,

rac r]e
= -(iwgP-rR)vQTj\gTdsc : (4-84)
rae |

Nach Ableiten von konkreten finiten Elementen kann nun mit dem Gleichungs-
system (4-83) die Schalldruckverteilung in einem Gebiet mit pordsem Stoff
berechnet werden. )
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4.2.1 Eindimensionale Finite-Elemente-L6sung und Vergleich
mit analytischer Ldésung

Als Vergleichsmodell sei in Anlehnung an Kapitel 4.1.1 wieder ein Rohr der
Ldnge 1 betrachtet, das jetzt mit pordsem Stoff ausgefiillt ist. Die Schall-
anregung fiir die eindimensionale Schallwellenausbreitung geschehe bei x,
durch Vorgabe einer Randschnelle vg ; bei X, sei das Rohr schallhart ab-
geschlossen.

Schallharter
Anregung Abschlufl

TN . SRR A T oo ¥

".,.:'\ <t AL ""‘.., ‘, LAl S

[ vb;, P RSO P LA/l Sy § Iy d<<l|
.l . - LI AT t"-.\.".' W4 - . -

TSN SR TSSOSO < | STERS

LI L Cedve w \-j'l‘\._'_l'" PSRRI Qe
Xo : X

Abb. 4.2.1-1 Eindimensionales Rohrmodell (poréser Stoff)

Das hierzu gehdrende eindimensionale Variationsfunktional

Xq
| =f{pr 9, pi' CI; Y tI’r(pr Q* P; qi)+ q’i(pr 9 - P; qr)} dx
Xo
+(Rug+wo ug)p,+ (-wg ug «+ Ruj) pg (4-85)

+(-Rvg+ W, vig) g, + (-wQ Vg - Rvig) q,) —= min.

fihrt dann nach Variieren von q, und q; zu dem Gleichungssystem (4-83).
Die Elementmatrizen fir ein eindimensionales Schallelement mit linearer An-
satzfunktion - wie in Abb. 4.1.1-2 dargestellt - sind K und M aus
Gl.(4-33) und
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* . 1

r = -(iwg, + R)v , (4-86)

- 9% 0 ()I
Fiir die analytische Ldsung

" 2

P +ka:0 (4-87)
mit den Randbedingungen

pl0) = -liwg, +R)v, ; pl(l)=0 (4-88)

fihrt ein Ansatz gemdB Gl.(4-36) auf den komplexen Schalldruckverlauf

(iwgp + R) v,

p(x) = - .
ikole 2P 1)

-ikpXx -i2kp l ikpx
{e"+epe"} (4-89)

Bei der Vergleichsrechnung mit finiten Elementen ist das System aus Abb.
4.2.1-1 in insgesamt 20 gleichlange Elemente des hier vorgestellten Typs
mit linearer Ansatzfunktion diskretisiert worden. Das nachfolgende Bild
zeigt im Vergleich von analytischer und Finite-Elemente-L6ésung die Orts-
abhdngigkeit des Absolutbetrages des komplexen Schalldruckverlaufes.

Iply

Abb. 4.2.1-2 Schalldruckverlauf im Rohr (pordser Stoff)
analytische LOsung
0 0 o Finite~Elemente-Ldsung
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4.2.2 Finite Elemente fiir zweidimensionale Probleme

Die Herleitung der konkreten Elementmatrizen fir einen Rechteck- und einen
Dreieckbereich ist fiir ein Luftschallgebiet in Kapitel 4.1.2 gezeigt worden.
Dieselben dort aufgeflihrten Steifigkeits- und Massenmatrizen K und M
sind nun auch im Gleichungssystem (4-83) fiir pordse Stoffe giltig; die Ad-
mittanzmatrix C entfdllt hier, und es verbleibt noch den Vektor r*
nachzutragen.

Fir den Rechteckbereich - wvgl. Abb. 4.1.2-2 - setzt sich auch r* zu-
sammen aus vier Einzelvektoren, die sich jeweils aus der Integration uber
eine Randseite ergeben

I=h+hhy *Igp*ly
1 0
= L aliwg, +R)v 1 1 bliwg, +R)v 1
=7 9 1ol 72 % Il 1
0 0
0 1
- --12—<1(imgP + R)vy ? 0—;-b(iwgP+R)vW g (4-90)
1 1
Dementsprechend gilt fiir den Dreieckbereich wie in Abb. 4.1.2-4
P=h +Iy+Iy
1 0
=-%Ll(iwgp’ R)v, (1) -—;—Ln(iwgP+R)vn 1
| 1
-—Q-Lm(iwgp+ R) vy (]J (4-91)
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4.3 Die Kopplung von Schallfeldern in Luft an Schallfelder in
pordsem Stoff

Nach der Herleitung der Elementbeziehungen fiir die Schallwellenausbreitung

in porosen Stoffen soll nun die Kopplung von finiten Luftschallelementen an
solche fir pordsen Stoff formuliert werden. Die (berlegungen hierzu sind die
gleichen, wie bei der akustisch-mechanischen Kopplung aus Kap. 3 , d.h. es ist
auf den Grenzfldchen der beiden Teilsysteme die Gleichheit sowohl des Schall-
druckes p als auch der normalen Schallschnellekomponente v, zu fordern.

Die Formulierung der Kopplung geschieht hier auf Elementebene mit den in den
vorangegangenen Abschnitten dieses Kapitels abgeleiteten ein- und zweidimensio-
nalen finiten Elementen.

4.3.1 Eindimensionale Finite-Elemente-Ldsung und Vergleich mit
analytischer Lbésung

Zundchst .seien einmal die Gleichungssysteme fiir einen eindimensionalen Finite-
Element-Bereich wie Gl.(4-31, 4-83) aufgefiihrt. Fir das Luftschallelement

mit linearer Ansatzfunktion - wvgl. Abb. 4.1.1-2 - ergibt sich mit der
Beriicksichtigung von Randschnellen v auf beiden Randpunkten aus

(E'wZM)E=LE=[ (4-92)
hier
i i T (4-93)
= -iwgQ -
Loy L2 || P, v,

und entsprechend fiir den pordésen Stoff aus

(5-w2XGX§M¢lw%9—)\2M):E p:!_* (4-94)
L
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hier
P, R P -V
nor T = -(iw g+ R) ! (4-95)
Pa Pn| P, Vo

~ fiir jeweils ein Element. Randadmittanzen beim Luftschallelement werden jetzt
nicht mehr beriicksichtigt.

Der Zusammenbau der beiden Elemente zu einem Koppelelement gemdB Abb. 4.3.1-1

1 2 1 2 ] 2 3
Luft por. Luft por.
o *r—eQ =P - <
Stoff : 6 Stoff

Neue Indizes: L - Luft
G - Grenze
P - pordoser Stoff

Abb. 4.3.1-1 Kopplung eines eindimensionalen finiten Luftschall-
elementes an ein solches fiir pordsen Stoff

erfolgt nun in der gewohnten Weise durch Uberlagerung der an der Kopplung be-
teiligten Bereiche der Matrizen L und P , wodurch die Gleichheit des Schall-
druckes auf der Grenze gewdhrleistet wird. Die Gleichheit der Randschnellen auf
der Grenze erfordert jedoch eine zusdtzliche Manipulation an einem der beiden
Gleichungssysteme vor dem Zusammenbau. So wird durch Vormultiplikation der
zweiten Zeile von G1.(4-93) mit dem komplexen Faktor

1w 9 +R
A = — (4-96)
iwg,
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erreicht, daB sich beim Zusammenbau der beiden finiten Elemente die Rand-
schnellen Ve auf den rechten Seiten der Gleichungssysteme gerade heraus-
heben, womit fiir ein Koppelement wie in Abb. 4.3.1-1 folgt

L’L LLG 0 pL iw QL Vi
0 . (4-97)

a LGL a LG + PG PGP pG

Durch den Anbau weiterer Luftschallelemente links an das Koppelelement, sowie
weiterer Elemente fiir pordsen Stoff an der rechten Seite ist dann fir eine
Vergleichsrechnung mit einer analytischen Lésung ein aus 20 finiten Elementen
bestehendes System erstellt worden, durch das ein zur Hélfte mit pordsem Stoff
gefiilltes Rohr wie in Abb. 4.3.1-2 dargestellt wird.

Schallharter
Anregung Grenze AbschluB
. HE ]
ey, Luft : Sor, Stoﬂ‘ "p =0 d <<
= x4 F-"Xz

|'"_—|1 _‘—"|"F 12 "I

Abb. 4.3.1-2 Rohrmodell, teilweise mit pordsem Stoff gefiillt

Die analytische LOsung dieses Problems laRt sich leicht aus der Kombination

der schon gezeigten analytischen Losung fiir den eindimensionalen Luftschall-
bereich Gl1.(4-37) und der fiir porosen Stoff Gl.(4-89) unter Beachtung der
genannten Koppelbedingungen auf der Grenze der Gebiete erzeugen, und es folgt

dann
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p(x1) = ELCL VO {e-ik)(‘* ZG- gL CL e—i2k Iy eikx1 }
. Zg-9 ¢ 12Kl Z6+9 0L
Zs+Q CL (4-98)
und
ikpl
plx, =1;) e' P2 y y ,

mit der Eingangsimpedanz fiir den Bereich des pordsen Stoffes

wgp - IR .
s = = coth(ikp 1, ) . (4-100)

Die nachfolgenden Bilder zeigen wieder den Vergleich der analytischen mit der
Finite-Elemente-LOsung; aufgezeichnet ist der Absolutbetrag des komplexen
Schalldruckverlaufes iiber die Rohrlédnge.

|p| )

(Strdmungswiderstand‘R1)

12
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Ipl

(Stromungswiderstand R2)

t t + + lfz + + + y i X

Ipl

(Strémungswiderstand R3)

vz | X

Abb. 4.3.1-3 Schalldruckverlauf im zur Hilfte mit pordsem Stoff
gefiillten Rohrmodell bei verschiedenen Stromungs-

widerstdnden R, (R1s R2 sR3)

- analytische Losung
o000 Finite-Elemente-LOsung

4.3.2 Die Beschreibung im Zweidimensionalen

Bei der Ankopplung zweidimensionaler Schallelemente fiir Luft und pordsen Stoff
ergeben sich allein fir die aus den vorangegangenen Abschnitten bekannten
Rechteckelemente vier verschiedene Verknipfungsarten.



- Luft

I,I11,1II,IV - Elementrdnder

i’ - pordser Stoff

Abb. 4.3.2-1 Verkniipfungsarten von rechteckigen Luftschallelementen
mit solchen fiir pordsen Stoff

Am Beispiel der Verknipfungsart 1) soll nun kurz gezeigt werden, wie sich
auch im Zweidimensionalen die Kopplung beim Aufbau der Gesamtmatrizen mdglichst
einfach realisieren lédRt.

Die Elementbeziehungen fiir das Rechteckelement mit linearer Ansatzfunktion
lauten unter Beriicksichtigung der Randschnelle auf dem anzukoppelnden Rand ge-
maB Abb. 4.3.2-2 fiir den Luftschall

0
L. Le ||P 1. 0
s - — W av -101
1
und fiir den porésen Stoff
1
P P P
=6 —GP
P = = Jz-(iwgp«»R)u Vi ! (4-102)
Pes B ||Pp 0
0

-P pordser Stoff
3 -G Grenzflache

-L Luft

Abb. 4.3.2-2 Beispiel fiir eine Ankopplung von finiten Luftschall-
elementen an solche fiir porésen Stoff



L und P sind hier partitionierte Untermatrizen der GroBe 2 x 2 ; auBerdem
sei wegen der Knotennumerierung in Abb. 4.3.2-2 vorausgesetzt, daB in Gl.(4-102)
die erste und zweite Zeile und Spalte schon vertauscht sind. Nach Vormultipli-
zieren der dritten und vierten Zeile von Gl.(4-101) mit dem komplexen Faktor

a aus Gl.(4-96) entsteht beim Zusammenbau der beiden Elemente

L Lie 0 1lp| |0
0
1 |wgP+R ) . 1
0‘-|=GL a_I=G+EG —PGP PG = 1 (-—TG'Q-I-—-INQL+INQP+R)7CIV
0 ———
0 Peg B ||e| 0] °©

(4-103)

o

Beim Zusammenbau eines kompletten Koppelsystems mit einer Schallanregung
auf dem Rand des Luftschallbereiches - siehe Abb. 4.3.3 - 1 - bleibt
natiirlich der Vektor auf der rechten Seite an den Anregungspunkten mit den
entsprechenden Schnelletermen ungleich Null besetzt. An Koppelpunkten sorgt
jedoch die Vormultiplikation der Luftschalluntermatrizen wie in Gl.(4-103)
flir Nullen im Vektor der rechten Seite, d.h. fiir die gegenseitige Kompen-
sation der Randschnellen auf der Grenzlinie.

Beim Betrachten der Elementvektoren r und r*, sowohl fiir das Rechteck-
element Gl.(4-45 u. 4-90), wie auch fiir das Dreieckelement Gl.(4-63 u.
4-91) fallt auf, daB wegen des gleichartigen Aufbaus der Vektoren jede
mdgliche Verkniipfungsart nach dem oben gezeigten Schema ablduft. Dies gilt
auch fiir die Verkniipfung von Rechteck- und Dreieckelementen des hier vor-
gestellten Typs untereinander, wenn die spezifischen Vorzeichenregelungen
fiir die Randschnellen beachtet werden.

Flir die rechentechnische Realisierung im Finite-Elemente-Programm erweist
es sich als giinstig, noch einen Schritt weiter zu gehen und schon die Ele-
mentmatrizen- und vektoren des Luftschalls mit dem komplexen Faktor a vor-
zumultiplizieren. Dies lduft darauf hinaus, daB zwar einige Zeilen des
Gleichungssystems lberflissigerweise mit @ multipliziert sind, hat aber den
entscheidenden Vorteil, daB die Kopplung auf den Grenzen Luft - pordser
Stoff automatisch gesichert ist.
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4.3.3 Beispielrechnungen

In einem ersten Rechenbeispiel soll wieder das L-formige System aus Kapitel
4.1.3 betrachtet werden, auf das auch in spdteren Rechnungen noch einmal
Bezug genommen wird. Die geometrischen Abmessungen und die Art der Anregung
bleiben unverdndert und entsprechen den Angaben in Abb. 4.1.3-1 .

Zur Beurteilung des Effektes der seitlichen Kopplung im Absorptionsstoff
werden nun bei der Beddmpfung des oberen, linken und rechten Randes des
Systems jeweils zwei Modelle gegeniibergestellt: Die Darstellung des pordsen
Stoffes durch drei Schichten entsprechender finiter Elemente lédngs des be-
treffenden Randes, wund die Darstellung als lokaler Absorber mit der nach
Gl.(4-104) aus den Daten des pordsen Stoffes berechneten komplexen Wandad-
mittanz A . Dabei ist R = 0,1 g/(mm3s); Pp = 6-10’69/mm3; Cp =
2.8-105mm/s; X =5; d=120mm; =1 und w = 314 s'1
eine Admittanz von

, womit sich

k
A= —F — tanh(ik,d) = (0,121 + i.0,119)mm s?/g  (4-104;
wg, -iR

ergibt.

In Abb. 4.3.3-1 sind die Rechenergebnisse fiir die verschiedenen Dampfungs-
modelle gegenlbergestellt. Als Bezugsdruck ist wieder der betragsmaximale
Schalldruck des akustisch harten Systems gewdhlt - siehe Abb. 4.1.3-2a .

Der Vergleich der nebeneinander stehenden Bilder zeigt insgesamt nur geringe
Unterschiede zwischen dem lokalen Absorptionsmodell und dem, die seitliche
Kopplung im pordsen Stoff mitberiicksichtigenden Modell. Die maximale relative
Abweichung zwischen den Modellen ist in allen drei Vergleichsrechnungen klei-
ner als 6% . Dabei liefert das lokale Absorptionsmodell stets den hoheren
Schalldruck im Gebiet und liegt also, wenn es um die Beurteilung von Larm-
minderungsmaBnahmen geht, auf der sicheren Seite. |

Im pordsen Stoff selbst fdllt der Schalldruck bis zur rﬁckwértigeh harten
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Abb.

4.3.3-1

Verldufe der Isobaren im Gebiet bei Randdampfung
durch pordésen Stoff. Rechnung mit

a) Luftschall-porgser Stoff-Koppelelementen

b) lokaler Wandadmittanz A
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Wand exponentiell auf etwa die Hdlfte des Wertes an der Grenzflache Luft -
pordser Stoff ab. Testrechnungen mit einer feineren Elementeinteilung der
Absorptionsschicht in Wandnormalenrichtung brachten weder im pordsen Stoff
noch im Luftschallgebiet verbesserte Ergebnisse.

Unter Bericksichtigung des zusdtzlichen numerischen Mehraufwandes fir die
Berechnung des Schallfeldes im porésen Stoff - im Falle der Dampfung an
der oberen Wand 410 statt 341 Freiheitsgrade - lassen sich im vorlie-
genden Beispiel die Abweichungen des lokalen Absorptionsmodells in Kauf neh-
men. Die Frage, unter welchen Umstdnden das lokale Absorptionsmodell versagt,
hat D.B. Bliss in einer Untersuchung [6 ] zukldren versucht, inder

er unter anderem eine Reihe von Messungen in einem langen schmalen Kasten
durchfiihrte, der an einer Langsseite mit porfsem Stoff verkleidet ist; siehe
Abb. 4.3.3-2.

R R S A A MR LS C AR OIS d

- dp — ¥
—= Anregung rrak 0 D
/ n

= l - |0

I = 1822,5 mm ; D=152,4mm ; d=25,4mm

Abb. 4.3.3-2 Schematische Darstellung von Bliss' MeBraum zur
Untersuchung des Effektes der seitlichen Kopplung
in porosem Stoff

Nach Aussage von Bliss ist das lokale Absorptionsmodell zur Beschreibung der
Wanddampfung dann ungegeignet, wenn der dimensionslose Quotient

Q= _Rd < 1 (4-105)
% Cp
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1st. Dies exemplarisch zu iiberpriifen bietet sich hier an, wobei die Abwei-
chung der Modelle voneinander auch quantitativ beurteilt werden kann. Fir
die Finite-Elemente-Rechnungen ist der MeBraum als ebenes System betrachtet
worden, mit einer Diskretisierung von 20 Elementen in Langsrichtung und 3
Elementen (5 bei porésem Stoff) in Querrichtung. Die Frequenz der Anregung
liegt mit f = 200 Hz weit unterhalb derjenigen Eigenfrequenz des ungeddmpf -
ten Systems, bei der die ersten Eigenformen in Querrichtung auftreten. Der
Wert von PpCp = 0,428 g/(mmBS) ist aus Bliss' Versuchen lbernommen, so daf
bei fester Schichtdicke d der Quotient Q allein durch Variieren des Strd-
mungswiderstandes R verdndert wurde.

Die nachfolgenden Bilder zeigen den Verlauf der Stehwellen in Langsrichtung
des Systems fiir Q =10, 1, 0.1 und 0.05 , sowie zum Vergleich das

Ipw

_—akustisch




- 88 -

Abb. 4.3.3-3 Stehwellen im System bei verschiedenen Quotienten Q.
Vergleich der Absorptionsmodelle

Ergebnis fiir den akustisch harten Fall. Die durchgezogenen Linien entstammen
der Rechnung mit dem lokalen Absorptionsmodell; die unterbrochenen Linien
der des Modells mit pordsem Stoff.

Der Vergleich der Finite-Elemente-Rechnungen zeigt fiir das vorliegende Be! -
spiel eine Bestdtigung des Kriteriums von Bliss. Die Abweichungen der Schall-
druckwerte betragen fir Q = 1 maximal 5% , wachsen dann aber besonders
fir Q < 0.1 stark an. Auffdallig ist, daB fiir Q < 1 das lokale Absorptions-
modell auf eine weitere Verringerung des Strdmungswiderstandes R praktisch
nicht mehr reagiert und dadurch auch zu geringe maximale Schalldruckwerte
liefert, wdhrend sich die Vergleichsrechnung mit pordsem Stoff wieder auf

das Ergebnis der akustisch harten Berandung zubewegt. Letzteres ist auch yut
erkennbar an der Ortlichen Verschiebung der maximalen Schalldruckwerte zur
Anregungsseite hin.

Weitere Testrechnungen mit einer Variation der Schichtdicke d bei festge-
haltenem R im Rahmen 0.05 < Q < 10 brachten in der Tendenz die gleichen
Ergebnisse und bestédtigen somit die Schwdche des lokalen Absorptionsmodells
bei diinnen Schichten pordsen Stoffes und / oder solchen mit sehr kleinem
Stromungswiderstand. Es sei hier noch angemerkt, daB sich bei der vorangehen-
den vergleichenden Berechnung des L-Systems ein Quotient von Q = 7,14 er-
gibt, der auf die dort bestdtigte Verwendbarkeit des lokalen Absorptionsmc-
dells hinweist.



- 89 -

5. Die Berechnung geschlossener und offener Gebiete

Wahrend sich die bisherigen Berechnungen auf rein raumakustische Aufgaben-
stellungen beschrdnkten, sollen jetzt Probleme der Freifeldabstrahlung mit
in die Betrachtungen einbezogen werden. Die Problemstellungen aus der Praxis
sind vielfdltiger Art; man denke an Rdume, die eine Offnung ins Freie be-
sitzen, an die Schallabstrahlung von der Oberfldche schwingender Maschinen-
bauteile, an Lautsprecher oder an Schallschutzwdnde entlang VerkehrsstraBen
etc.

Die zu betrachtenden Schallfelder sind nun im Unterschied zu den Annahmen in
den vorangegangenen Kapiteln unendlich groB und konnen daher ohne Abbruch
der Diskretisierung mit finiten Gebietsverfahren nicht berechnet werden.
Hier entsteht das Problem, den mit dem Diskretisierungsabbruch auftretenden
Fehler in Relation zu dem numerischen Aufwand mdglichst gering zu halten.

Im folgenden wird zundchst eine Mdglichkeit zur Berechnung der Freifeldab-
strahlung mit finiten Elementen gezeigt. Der mit der Freifelddiskretisierung
verbundene hohe numerische Aufwand hat in der chronologischen Entstehung
dieser Arbeit zur Beschaftigung mit der Methode der Boundary-Elemente als
alternatives Rechenverfahren zu den finiten Elementen geflhrt.

In Kap. 5.2 wird daher die Boundary-Elemente-Methode aufbereitet zur Ldsung
der Helmholtz'Gleichung in geschlossenen Gebieten unter der Beriicksichtigung
von Schallanregung und Schallabsorption auf den Rdndern. Nach numerischen
Beispielrechnungen zu dieser Problemklasse wird der Einsatz der Methode bei
der Freifeldabstrahlung gezeigt. Fir den Sonderfall der Freifeldabstrahlung
von ebenen oder geradlinigen schwingenden Strukturen wird in einem letzten
Abschnitt noch die Punktstrahlersynthese als einfaches, aber effizientes
Rechenverfahren vorgestellt.
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5.1 Eine Darstellung der Abstrahlung ins Freie mit finiten
Elementen

Im Zusammenhang mit der akustischen Berechnung von Rdumen, die eine Offnung
ins Freie besitzen, kann sowohl die Auswirkung der Offnung auf die Akustik
des Innenraumes, wie auch die Schallabstrahlung des Raumes nach auBen von
Interesse sein.

Wird ein System wie in Abb. 5.1-1a in finite Elemente diskretisiert, taucht
sofort die Frage auf, welche Randbedingungen in der Offnung vorzugeben sind,
um den Effekt der Freifeldabstrahlung zu simulieren.

/

F
7
Z FE-Netz é RB 2
7
Z
7 ////////////%
7
7
7.
a) b)

Abb. 5.1-1 a) Raum mit Offnung ins Freie
b) mégliche Modellbildung mit finiten Elementen

Ungeachtet einiger Sonderfdlle beziiglich der Raumgeometrie und der Wellenldnge,
in denen vereinfachte Annahmen, wie p = 0 (schallweicher AbschluB) oder die
Vorgabe von A = v/p = 1/( chL) in der 0ffnung eine brauchbare Ndherung
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darstellen, ist es 1mmer denkbar, einen Teil des Freifeldes mit in die Finite-
El=mente-Berechnungen einzubeziehen.

In Abb. 5.1-1b ist eine solche Modellbildung gezeigt. Unter der Voraussetzung,
daR der Radius " des mit in die Rechnung aufgenommenen Freifeldteils groB
gegen die Offnung lF des Raumes ist, kann auf dem Halbkreis ndherungsweise
die Admittanz fir sphdrische Wellen

A Y L (1) o
Pe Q.cL W, e

als Randbedingung angegeben werden.
Zur praktischen Beurteilung dieser Vorgehensweise ist die Schallabstrahlung

eines Kolbenstrahlers in einer Wand mit finiten Elementen berechnet worden.
Abb. 5.1-2 zeigt das System mit dem Finite-Elemente-Netz im Zweidimensionalen.

Abb. 5.1-2 Netzeinteilung fir die Berechnung der Schall-
abstrahlung ins Freie
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Als Matrizengleichungssystem ergibt sich dann nach Kapitel 4.1
(K-wM+iw Clp=r
a UL 2l1p=r, (5-2)

wobei die komplexe Dampfungsmatrix C an denjenigen Pldtzen besetzt ist,

die zu den Knotenpunkten auf dem Halbkreis gehdren. Der Vektor r enthdlt

die Schallschnellen in der Wand6ffnung. In Abb. 5.1-3 sind nun die Richt-
charakteristiken der Schallabstrahlung aufgezeichnet. Der linke Teil des

Bildes gehort zu einem Kolbenstrahler (v1 = v2) , der rechte zu einem Dipol-
strahler (v1==-v2) . Die durchgezogene Linie kann als ReferenzgrdfRe gelten;

sie wurde mit Hilfe der sehr genau arbeitenden Punktstrahlersynthese berechnet,
auf die in Kapitel 5.3 noch kurz eingegangen wird.

Abb. 5.1-3_ Richtcharakteristika der Schallabstrahlung

Die eingezeichneten Kreise entstammen der Finite-Elemente-Rechnung und zeigen
befriedigende Genauigkeit, die allerdings mit einem unverhdltnismdRig hohem
Rechenaufwand erkauft wurde. Eine Verringerung der Anzahl der Unbekannten von
80 auf 53 durch Fortlassen der duBeren Elementschicht fiihrt zu rapider
Verschlechterung der Ergebnisse.



Wenn man bedenkt, daB die Freifelddiskretisierung mit finiten Elementen erst
zusammen mit einer Diskretisierung des angrenzenden Raumes - siehe Abb. 5.1-1
die Frage nach der raumakustischen Auswirkung einer Offnung ins Freie be-
antwortet, so scheint die Suche nach einem weniger aufwendigen geeigneten

Verfahren angebracht zu sein.

5.2 Die Methode der Boundary-Elemente

Einige grundsdtzliche Gedanken zur Arbeitsweise der Boundary-Elemente-Methode
und zum Vergleich mit der Methode der finiten Elemente sind bereits in Kapitel
2 aufgezeigt. Im folgenden soll die Boundary-Elemente-Methode fiir die Problem-
klasse der Schallfelder mit lokaler Randabsorption - wvgl. Kapitel 4.1 -

als alternatives Rechenverfahren zu den finiten Elementen aufbereitet werden.

5.2.1 Die Herleitung der Randintegralgleichungen zur LOsung der

Helmholtz'Gleichung fiir Gebiete mit Randabsorption

Ausgangspunkt der Betrachtungen sind die zu Abb. 4.1-1 gehdrenden Differen-
tialgleichungen (4-8,4-12) mit den Randbedingungen (4-9/10/11, 4-13/14/16),
sowie das von Gladwell angegebene zugehdrige Variationsfunktional (4-17).
Dessen erste Variation 1dBt sich bei Variieren von q. - siehe auch Anhang
Al - schreiben als

blq, = - f(Apr+k2 p,)6q, dQ +
N

dp
*f(__anr -wg, v;)8q, ds +
I

1
dp
+I:[( _..._.anr _ng A| pf -wQLA' p| )qu ds = 0 (5-3)
2
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und entsprechend bei Variieren von q;

6lg, = - [(Ap, +k* p.) 6, dR

Q
ap.
+r[( anl +wg v, )0q; ds +
1

op.
+r=2[ ( E)n|

+wQ Arp -wg A, pi)ﬁqi ds=0. (5-4)

Schreibt man nun, wie in Kapitel 2 angedeutet, in der ersten Gleichung fur
éqr die Fundamentalldsung pr* an, so erhdlt man mit der Vereinbarung, daB
auf dem Rand vorgegebene GréBen mit einem Querstrich gekennzeichnet sind

](Apr . K pr)p: dQ = uug'_[(vi -V )p: ds +
Q - r

+wg_ [{(Ai-A)p, + (A -A)p, p; ds.
P

(5-5)
Das obige Gebietsintegral 1dBt sich mit Hilfe der Green'schen Formel
- op op.
x * *
Ap -p A = [ip St - L )dl (5-6)
f(pr pr pr pr)dQ (pr on pr on )d
Q r
umformen, und man erhdlt, wenn /kzprpf dQ auf beiden Seiten des Gleich-
Q

heitszeichens addiert wird

f(Apr . 1 p,)p, dQ = f(Ap: K p, )p, dQ +
Q Q

* apr ap: ' R
| r[(p’ Zn Pan 4T (o7
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~ Nach Aufspaltung des letzten Randintegrals beziiglich der Rénder F1 und Fé
und Einsetzen der aktuellen Randbedingungen

0 0
f(p —p—’ - P, -BIZ\—’-)dF-

:fp: %p’ ds «+ [p —L ds - [p p, ds - /p p, ds =
M

= ng[p:vi ds + wg fp: (Aip, +A,p,)ds «

N M

-mgprIr v: ds -wg, fpr v: ds | (5-8)

N P
fihrt Gleichsetzen der rechten Seite aus Gl.(5-5) und Gl.(5-7) auf die Form

f(Ap: . K pi )p, dQ =
Q

M 2
+wg fpr v: ds +wg fK, p: p, ds . (5-9)
¥ M2

Auf demselben Wege folgt aus Gl.(5-4) durch Schreiben von pf anstelle
dann

[(Ap: »+k2p: )p, dQ =
Q
:ngfp v, ds +ngf(A|p .V, )p, ds +

N P

+ uL)gerpi v: ds -nger,p: P, ds . (5-10)
1 2
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Die Differenz dieser beiden Gleichungen ist gleich dem Realteil der komplexen
Gleichung

f(l\p’F e p )p df = iwg [p* v ds -iwg, fp v’ ds +
Q ¥ r
+iwg pr*pds-ing [pvids;
r2 2
(5-11)

die entsprechende Vorgehensweise fiihrt auf die Identitdt der Imagindrteile.

Somit ist Gl.(5-11) Ausgangsgleichung fir die Boundary-Elemente-Formulierung
in komplexer Schreibweise.

Die Fundamentalldsung im Zweidimensionalen ist nun

o (kr) = A H (k)

5-12
4 (5-12)

mit der Hankelfunktion 2. Art, 0. Ordnung Héz) (kr ). Mit ihr ergibt sich
die Helmholtz'Gleichung zu einer Dirac-Delta-Funktion im Punkt i fir r =0

* y
Ap +k p = -4 | (5-13)

dabei ist der Laplace-Operator in Polarkoordiantion unter Beachtung von Ra-
dialsymmetrie

A= 9

1 0
ar2+r6r

(5-14)

Das Gebietsintegral in Gl.(5-11) wird dann zu

)

Qf(Ap* Kp)pdQ = - [A;pd9 = -p, (5-15)
g |
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wenn der Punkt i im Gebiet @ liegt - siehe Abb. 5.2.1-1 . Mit Hilfe
dieser Beziehung werden spédter die Funktionswerte in Gebietspunkten'berechnet.
Vorher miissen jedoch die Funktionswerte und deren Normalenableitung auf dem

Gebietsrand bekannt sein. Hierzu wird der Punkt i als Punkt auf dem Rand
betrachtet [81], und man erhdlt Gl.(5-11) in der Form

iy Py + w9 [ vipds=
r+r,

=iwg|_{ fp*VdS* pr*pds} : (5-16)

Der Faktor c(i) ist abhdngig vom Verlauf des Randes im Punkt i ; es ist [36]

fur den glatten Randverlauf: Cm = - (5-17)

1
2

(5-18)

fur Randeckpunkte: c(i) = - .21.
T

i als
Gebietspunkt
inQ

i als Randpunkt auf [

Abb. 5.2.1-1 Bildliche Erlduterungen zu den vorangehenden
Gleichungen



- 98 -

Im nachfolgenden Abschnitt werden nun die Elementformulierungen zur Losung
von Gl.(5-16) bei Verwendung von Randelementen mit konstanter und linearer
Ansatzfunktion gezeigt.

5.2.2 Die numerische Aufbereitung der Randintegralgleichungen

Wird die Randkurve I in eine endliche Anzahl von n Elementen (Abb.5.2.2-1)
diskretisiert, so lautet Gl.(5-16) fiir einen Punkt i auf [

i i+lngZ [V pdSJ |ngZ fp {— } dS ] (5-19)
¥

j=1 r

Die Klammern um den Index i seien im folgenden weggelassen, da er fir diz
Kennzeichnung des Imagindrteils zundchst nicht mehr bendtigt wird. Mit j
ist das Randsegment ( ~element) gekennzeichnet, (ber das integriert wird.
Die geschweifte Klammer meint, daB hier v oder Ap steht, je nachdem. ob
es sich um ein Element auf F1 (Vorgabe: v) oder auf r2 (Vorgabe: A)
handelt.

Mittenknoten Randknoten
eines Elementes eines Elementes
a) b)

Abb. 5.2.2-1 Boundary-Etlemenie-Typen
a) konstante Elemente b) lineare Elemente
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5.2.2.1 Konstante Boundary-Elemente

vom denkbar einfachsten Elementtyp sind die sogenannten konstanten Elemente.
Mit der Annahme, daB p und v (ber einen Elementbereich konstant und gleich
dem Wert im Mittenknoten des Elementes sind, vereinfacht sich Gl.(5-19) zu

n n -—
¢, p; +iwg D> P |_fv" ds; = iwg {T\V }j [ p* ds

i=1 . i=1 p r.
. ] ) ) (5-20)

Nennt man die Integrale vom Bezugspunkt i (ber das Element j

ingfv* ds; = I'-‘lij ; (5-21)
I
i

iwg, [p*ds; = G (5-22)
r
j

und vereinfacht
H; = Fiij . C fir i =]

so lautet Gl1.(5-20)

n n -
H. p; = G. [V , (5-24)
JZ1 v 121 ! {Ap}j

Wird nun fiir jeden Punkt i eine entsprechende Gleichung formuliert,so 1aRt
sich das Gleichungssystem in Matrizenform darstellen und man erhdlt

Hp=6 { -—!-p } , (5-25)
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Durch Hineinziehen der Admittanzen A in die Matrix G und anschliefendem
Umsortieren 1dRt sich das Gleichungssystem auf die Standardform zur LOsung
auf einem Digitalrechner bringen. Es sei

Hy Hi || P Gy Gz || W

Hy Haa| | P, Gy Gy || AP,

Gy AGy ||V
Gn AGy||P,

(5-26,

Umsortieren. so daB die unbekannten GréBen p im Vektor links des Gleichheits-
zeichens stehen. fihrt auf

Hy, H12‘Z612 P Gy |V1| Gy v

-— = = (5-27)
Hy Hyp-AGy | |P, Gy, G2 Y
also
A - x =y (5-28)
Die Systemmatrix A ist hier - im Gegensatz zur Finite-Elemente-Formulie-
rung, Gl1.(4-31) - vollbesetzt, nicht symmetrisch und erscheint auch nicht

in einer nach Steifigkeits-, Massen- und Dampfungsmatrix getrennten Form. Fir
die numerische Rechnung ist dies bei der Abspeicherung, der Kontrolle, aber
vor allem bei einer eventuellen Fehlersuche ein entscheidender Nachteil. Umso
sorgfdltiger und Ubersichtlicher sollten die Integrationsroutinen zur Ermitt-
lung der Terme Hij und Gij programmiert werden.

Die Integration fir die Terme Hij und Gij , i t j geschieht numerisch
mit Hilfe der GauB-Quadraturformel

+1 m , .
JHE) dE = > flE,)w, ; E, ,W, gegeben fir v=1,...,m,
-1 v=1

(5-29)
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wobei m =8 1in allen Rechnungen hinreichend genaue Ergebnisse lieferte.

Die Fundamentall6ésung Gl.(5-12) eingesetzt in Gl.(5-22) gibt

G ng

ij = fHo (kr) ds; (5-30)

und mit Bezug zu Abb.5.2.2.1-1 folgt

(2)

G;

8 ZHO (kry) wy : (5-31)

=1

s 5 E
dr _To
dn " r

Abb. 5.2.2.1-1 Zur Integration Uber einen Elementbereich,
wenn i # j

Die erste Ableitung der Fundamentalldsung ist

- (2)
dp = - ik H, (kr) (5-32)
dr 4

mit der Hankelfunktion 2. Art, 1. Ordnung ng)(kr) . Damit wird aus Gl.(5-21)
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. * ) dp* _ [dp” dr
th = IU)QLF[\I (ij = - #( an 115j'- -4[ dr -a;;~ (ij
j j 1
+]
. ik 4@ dar 4s - ik 2) 0 fo
- 1 er1 (kr) 4L gs; = I} 7:1[H, (k) -0 d
J (5-33)
. ikl < (2) W,
Hj = 181, ZH1 (kry) — . (5-33.1)
8 v=1 v

Die Hankelfunktionen Héz) und ng)

selfunktion erster und zweiter Art. und zwar

setzen sich zusammen aus je einer Bes-

(2)

Ho (x) = Jylx) =i Yy(x) (5-34)
H(,Z)(x) = J, (x) =Y, (x) . (5-35)

Letztere werden -im Rechenprogramm  durch Polynomreihen nach den Formeln
9.4.1 bis 9.4.6 aus ([1] berechnet.

Die Integration fur die Hauptdiagonalelemente muB wegen der Singularitdt
Y (0) = Y1(0) = -co auf anderem Wege erfolgen.

0
y r=|1/;2-l

|
' X,S
r=

L L
2 n 2
(1) (0) (2)

A4

r=

Abb. 5.2.2.1-2° Zur Integration iiber einen Elementbereich,
wenn i = j
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Fs ist jetzt

(2)
wg, (2 wq (2)
G = - — 1 [H (knds; = - —L [Hy (kn ds,
r; ()
wQ 2 wg  f(2)
. -TL-Zf (ke dr = - =2 [Hkr) ar
(0) 0
kl/2
(2)
= o (kr) dlkr) . (5-36)

Mit Hilfe der Beziehung

x |
ofco(t) dt = x Cylx) + T x {Sylx) €,x) - $,x) Cy1x)}, (557

wobei
Cylx) =alJ,x)+bVY,(x) ; v=0,1; a,b beliebig (5-38)

ist, und So(x) und S1(x) die sogenannten Struve-Funktionen sind, kann
das verbleibende Integral in Gl. (5-36) geldost werden. Die Struve-Funktionen
werden dabei im Rechenprogramm durch Reihenentwicklung gemdR

3 5 7

Si(x)= 2 (x- X _ o+ X - X + (5-39)
2 4 6
2 X X X
S,(x)= = - + - ... (5-40)
‘ n (123 2325 1232527 ° )

berechnet.

Die Terme Hii sind im vorliegenden Falle fiir alle i gleich Null
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» d¥
Hii=-lj._a%__g_a_dsj:0 wegen r L n | (5-41)
j

wodurch alle Hauptdiagonalelemente zu

= o= -] 5-42
H“-Cl -‘T ( )
werden, da die Punkte i jeweils in Elementmitte, also auf einem geraden
Randstiick liegen.

Nach Lésung des komplexen Gleichungssystems (5-28) sind dann alle Knotenwerte
auf dem Rand bekannt,und es konnen dann bei Bedarf mit Gln.(5-11/15) durch
wiederholte Integration die Funktionswerte an beliebigen Gebietspunkten ermil-
telt werden.

5.2.2.2 Lineare Boundary-Elemente

Boundary-Elemente, die einen linearen Verlauf von p wund v iber den Ele-
mentbereich zulassen, sind der ndchsthohere Elementtyp. Sie besitzen zwei
Randknotenpunkte, wobei jedoch beim Aneinanderlegen mehrere Elemente jeweils
zwei Randknotenpunkte zu einem 'verschmelzen' - siehe Abb. 5.2.2-1. Ihr
Hauptvorteil gegeniiber den konstanten Elementen ist, daB bei gleich feiner
Diskretisierung des Randes die Anzahl der Knotenwerte und damit die GroBe
des Gleichungssystems nicht ansteigt, sie aber wesentlich genauere Er-
nisse liefern.
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Abb. 5.2.2.2-1 Lineares Boundary-Element

Der lineare Verlauf von p wund v iber das Element lautet in Abhdngigkeit
von E und den Knotenwerten

)
PE) =9 p +¢ p, = [np, ®, ] p‘ (5-43)
2
' \'/
VIE =9 vy + 9, v, = [‘P, \Pz] v; (5-44)
mit
OUE) = T (1-8) 5 @B = 2(+E) . (548

In GI.(5-19) wird damit die Integration iber ein Element j auf der linken
Seite des Gleichheitszeichens zu

P

iwg [v'pds; =iwg [[9 0] ds
i " 2

p1

p&

(5-46)

[hiy hiz]
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mit den zwei Komponenten
. * ) - * _—
hy = iwg f\p1 v dsj i hyp = iwg ftp2 v dsj (5-47;
r. r.
J J
und rechts des Gleichheitszeichens ist
. Y . ¥
|ngjp {Kp}dsj = ungJ[ap1 v, ]p" ds;
r I

J ]

=[g 9;,] {,&vp}l (5-48)

mit
9 = ingf‘pI p ds; ; g;,=iwg /‘pz P ds;, .  (5-49)
r; r]

Wird jetzt fiir einen Punkt i die Summe der Integrale iiber alle n Elemente
gebildet, 1dBt sich Gl1.(5-19) schreiben als

v
{KpL
A )
Ci P * [ Ay By - ':‘in] :2 - [GnGiz -"Gin] :p 2 (5-50)
Pn v
.},

Hierbei ist ﬁij gleich dem hi1-Term fir Element j plus dem hiZ—Term
fiur Element (j-1), usw. Desgleichen gilt fir Gij'

Mit der Vereinbarung Gl.(5-23) ldBt sich die letzte Gleichuny wieder schreiben

als
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| (5-51)

?n:‘ H;j P i {5

wenn mit j der Knoten zwischen den Elementen (j-1) und j bezeichnet

Ap-i

wird.

IFaBt man die Gleichungen fir alle Punkte i nun wieder in Matrizenform zu-
sammen, s0 gelangt man auf dem im vorangehenden Abschnitt beschriebenen Weg
wieder auf die Form A x =y .

Cie Integration fir die Terme Hij und Gij , 1 #J wird wieder mit Hilfe

der GauR-Quadraturformel (5-29) durchgefiihrt. Unter Beachtung, daB in Abb.

5.2.2.1-1 die Knotenpunkte des jetzt linearen Elements bei & = -1 und
£=1 liegen, wird

_ dp* dr _ ik dr_
hiy = -[\P, ar dr ds; = Trf (kr) an ds;
J
kl m W
R L DIE E,V)H, (krv) (5-52)
1 v=1 v
m (2)
.- -%— Z 1+, )H, (kry) va (5-53)
11d
wgl & (2)
g 5-—Q—L—z (1-8,) Hy (kry) w, (5-54)
' 16 o5
= E,) Hm(k ) (5-55)
ng - v 0 r W B




Die Integration fir Hauptdiagonalelemente erfulgt wieder separal. Wie pei
den konstanten Elementen ist auch hier Fi.i =0 wegen rl n, uud‘ es ver-

bleibt die Berechnung von 91 und 9ip -
1 y 2
O d o r= %(gn)
r= n} 5,§ r=1
=-1 E=1 g - 2r -1
"o

Abb. 5.2.2.2-2 Zur Integration ilber einen Elementbereich

Es ist
“’QL (2) {2
iy = _[‘P1P ds; = - fH (kr)ds; /g o(k')dsi}
¥ I :
l
= 2[H(2)(kr) dr - % [r H(OZ)(kr) dr } , (5-56"
0

Wahrend sich das erste Integral in der geschweiften Klammer nach Gl.(5-37)
mit Hilfe der Struve-Funktion berechnen ldBt, kann das zweite Integrai nach

Aufspalten der Hankelfunktion HO(Z) = JO - 1Y0 mit den Beziehungen

X )
ft Jo(t) dt = x J, (x) (5-57 1
0

[ 2
['( Yo(t) dt = x Y, (x) + = {5-58,
0 T

berechnet werden, und man erhdlt schlieBlich
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wg 1
g, =- _Lk_t[kl Jolk) - Jy k) + - Tk (Splkl) Jlkl) +

i 2
-Sy(k0) Jglk) +i [Y; (k0 - kL Yglkt) » =5

- L K (Sglkt) Y, (k) - (k0 Yolk0)]} (5-59)

Mit denselben Uberlegungen wird

wg .
g0 = - ot {40k i [Y 00 o 22} (5-60)

Die eventuelle Berechnung von Funktionswerten in Gebietspunkten kann nach
kenntnis der Randknotenwerte wieder mit GIn.(5-11/15) erfolgen. Dabei sind
die entsprechenden Integrationsalgorithmen fiir die linearen Elemente durch-

zufihrer.

5.2.3 Vergleichs- und Beispielrechnungen

Eine einfache Vergleichsrechnung zwischen konstanten und linearen Boundary-
Eiementen mit der schon aus Gl./4-57) bekannten analytischen Lésung fir das
elndimensionale Rohrbeispiel - siehe Abb. 4.1.1-1 - zeigt sofort die
Uberlegenheit der linearen gegeniber den konstanten Elementen auf und favo-
risiert erstere damit fur weitere Rechnungen.
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Abb. 5.2.3-1 Boundary-Elemente-Ldsungen im Vergleich mit
analytischer Ldosung. -—— analytische LOosung;
X x X konstante Elemente; 0 o o lineare Elemente

Bei der Diskretisierung wurde das Rohr als zweidimensionales Gebiet mit

l » d abgebildet; die Knotenpunkte der konstanten und linearen Boundary-
Elemente liegen bel der hier vorgenommenen Einteilung in Ldngsrichtung des
Systems gegeneinander verschoben.

l +—o——&

d (a)

_f.
'J- A 4 *——& . 4 l' &
d (b)

T [ @

\ 4 © -—@ o —

I |

Abb. 5.2.3-2 Diskretisierung des Rohrmodells; konstante (a) und
lineare (b) Boundary-Elemente; '
l1=5m; d=0,2m; 1*=0,00m
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Die dicht beieinanderliegenden Doppelknoten beim Diskretisierungsmodell fiir
die linearen Elemente sind erforderlich, um die Randbedingungen des Systems
- Anregung auf der linken, Admittanz auf der rechten Schmalseite - mbg-

lichst genau einzuhalten. Die besten numerischen Ergebnisse wurden mit der

angegebenen Eckelementldnge 1* erzielt; dennoch bleibt die Anregungsseite
kritisch, wie die ersten Schalldruckwerte fiir die linearen Elemente in Abb.
5.2.3-1 zeigen. Mit nur einfachen Eckknoten erhdlt man im vorliegenden Fall
sogar ein insgesamt schlechteres Ergebnis als mit konstanten Elementen.

Mit den linearen Boundary-Elementen ist nun fiir eine Vergleichsrechnung mit
den ebenfalls linearen finiten Elementen das schon bekannte L-férmige System
modelliert worden, wobei die Diskretisierung des Gebietsrandes derjenigen aus
dem Finite-Elemente-Modell mit Ausnahme der Doppelpunkte in den Ecken ent-
spricht; vgl. Abb. 4.1.3-1 .

. 261 innere Punkte
Gebietspunkte wie Knotenpunkte 86 Freiheitsgrade
im Finite-Elemente-Netz

J

Abb. 5.2.3-3 Diskretisierung des L-Systems aus Kap. 4.1.3 mit
linearen Boundary-Elementen (Abmessungen wie dort)

Anrequng: v e lwt

AR

Die Punkte im Inneren des Gebietes, in denen die Funktionswerte zusdtzlich
berechnet werden, stimmen in ihrer Lage mit den Knotenpunkten der Finite-
Elemente-Rechnung iberein. Die Ergebnisse beider Rechenverfahren kénnen so-
mit direkt und vollstdndig miteinander verglichen werden.
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Die Verldufe der Isobarenfelder in der nachfolgenden Abb. 5.2.3-4 zeigen

im Vergleich mit denjenigen aus Abb. 4.1.3-2 eine sehr gute Ubereinstimmung
sowohl fir den akustisch harten Fall wie auch fir die Dampfung ldngs einzel-
ner Rdnder.

T
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Abb. 5.2.3-4 Isobaren im Gebiet bei
a) akustisch harter Berandung
b,c,d) Vorgabe einer komplexen Wandadmittanz
auf verschiedenen Rdndern

Wenngleich die Isobaren bei der akustisch harten Berandung in Ndhe der Anre-
gung des Systems geringfiigig voneinander abweichen, so betrdgt die Differenz
der Schalldruckwerte selbst hier noch weniger als 2% ; im Mittel liegen die
Abweichungen unter 1% .
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Angesichts der gleichwertigen numerischen Ergebnisse empfiehlt sich fir die
Berechnung geschlossener Gebiete hiermit die Methode der Boundary-Elemente
als alternatives Rechenverfahren zu den finiten Elementen. Ihr deutlichster
“Vorteil liegt in der wesentlich geringeren Anzahl von Freiheitsgraden fiir

das System und damit kleineren Systemmatrizen. Der Aufwand fiir die Datenhal-
tung und der Speicherplatzbedarf im Digitalrechner werden dadurch erheblich
reduziert. Daals Faustformel die Rechenzeiten etwa dem Quadrat der Freiheits-
grade des Systems proportional sind, ergibt sich im vorliegenden Beispiel

ein theoretisches Verhdltnis der Rechenzeiten von 1:15 zugunsten der
Boundary-Elemente-Methode. Der tatsdchliche Rechenzeitvorteil lag hier bei
immerhin noch 1:9 , bedingt durch den zusdtzlichen Aufwand zur Ermitt-
lung der Funktionswerte an den inneren Punkten. Bei konsequenter Ausnutzung
der Symmetrie der Systemmatrizen in der Finite-Elemente-Rechnung durch spe-
zielle Speichertechniken, wie Bandbreitenoptimierung oder Skyline-Speicherung,
die bei der Boundary-Elemente-Rechnung nicht mdglich sind, lieBe sich der
Rechenzeit- und Speicherplatznachteil der finiten Elemente noch verringern.
Auf Schwierigkeiten mit numerischen Unstabilitdten der Boundary-Elemente-
Methode bei geometrisch komplizierten Gebieten und deren Behebung wird in
Kapitel 5.2.5 noch ndher eingegangen.

5.2.4 Die Ubertragung des Verfahrens auf offene Gebiete

An die Gedanken aus Kapitel 5.1 ankniipfend soll jetzt die Problematik der
Freifeldabstrahlung wieder aufgegriffen werden. In [ 9 ] wird von Brebbia
und Walker gezeigt, wie sich die dreidimensionale Losung im Unendlichen ver-
hdlt; an dieser Stelle soll kurz auf den zweidimensionalen Fall eingegangen
werden.

Es werde angenommen, daB das betrachtete Gebiet von zwei Randkurven begrenzt
sei, deren eine im Unendlichen liegt.
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~_

Abb. 5.2.4-1 Gebiet 2 mit Ausdehnung ins Unendliche

Durch die Hinzunahme des Randes [, wird Gl.(5-16) auf der rechten Seite
um den Term
*

inLf(p*v-v*p)ds=-f(p* 2p - :lp plds (5-61)
Moo Moo r r

erweitert. Nach Einsetzen der Fundamentalldsung (5-12) und deren Ableitung
(5-32) wird das Integral iber [y zu

(2)
f{ (k) +TkH(kr)p}ds=
= —-k- f{ kr Hm(kr) ar s KT Hm(k )p} (5-62)

Moo
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mit ds=r dy.

Mit Hilfe der Beziehung

(2) Sitkr- L vm- 1w
Ho'tkr) = Y/ =2— e 2 4
tkr

fur v=0,1; kr —= oo

(5-63)

fiihrt dann die Forderung

lim (f{ kr H(OZ)(kr) :f e H(12)(kr) p} dp) =0 (5-64)

=00  roo

auf die Bedingung

d . ..
]/?( P +lkp)——>0 fur r —> o ) (5-65)
dr
Dies ist aber gerade die sogenannte Sommerfeld'sche Abstrahlbedingung [30] ,
die durch die Fundamentalldsung erfiillt ist.

Die Freifeldabstrahlung kann also mit der Methode der Boundary-Elemente nach
Kapitel 5.2 berechnet werden, ohne daB fiir den im Unendlichen liegenden Rand

e noch zusdtzliche Terme in Gl.(5-16) beriicksichtigt werden missen.

5.2.5 Beispielrechnungen

Wenngleich die prinzipielle Eignung der Boundary-Elemente-Methode fiir die Be-
rechnung der Abstrahlung ins Unendliche schnell gezeigt ist, taucht bei der
Rickkehr zur eingangs in Kapitel 5.1 behandelten Aufgabe sofort die Frage
auf, wie denn ein Gebietsrand zu diskretisieren ist, wenn dieser selbst ins
Unendliche lduft. Das zweidimensionale Modell eines Strahlers in einer
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(unendlich) groBen Wand aus Abb. 5.1-2 verdeutlicht das Problem.

Mit der Uberlegung, daB bei Abstrahlrechnungen der EinfluB der einzelnen
Boundary-Elemente auf die LOsung umso geringer werden wird, je weiter sie
von der Schallquelle entfernt liegen, ist in Testrechnungen der Abbruch der
Randdiskretisierung in verschiedenen Entfernungen rg von der Schallquelle
untersucht worden.

Abstrahlung Gebietspunkte
) in Q
] ®

‘\\\\:t\\\ v Y ///i://,/’ ° \? ;2 )
777777 A 777777 ‘
~f lg b= — g
— g —=i

Abb. 5.2.5-1 Problemstellung und Boundary-Elemente-Modell
zur Freifeldabstrahlung

Zum Vergleich der Ergebnisse mit denen des Finite-Elemente-Modells, sowie mit
der Referenzl6sung der Punktstrahlersynthese - siehe auch Abb. 5.1-3 -

sind auch Funktionswerte auf einem Halbkreis um die Schallquelle berechnet
worden. Dabei zeigt sich bei zunehmender Randdiskretisierung eine rasche Kon-
vergenz gegen die Punktstrahlerldsung. Zur Vermeidung von numerischen Insta-
bilitdten bei Berechnung der Funktionswerte in Gebietspunkten ist es jedoch
erforderlich, daB diese in wesentlich geringerer Entfernung von der Schall-
quelle liegen als der Diskretisierungsabbruch auf dem Rand.

In Abb. 5.2.5-2 sind zum direkten Vergleich mit Abb. 5.1-3 die Ergebnisse
der Boundary-Elemente-Rechnung fiir einen Kolben- und einen Dipolstrahler den-
jenigen der Punktstrahlersynthese gegeniibergestellt. Die Lage der Gebiets-
punkte auf einem Halbkreis mit dem Radius e (rF/lF =6,7) stimmt mit
derjenigen der duBeren Knotenpunkte des Finite-Elemente-Netzes aus Abb.

5.1-2 lberein. Bei gleichfeiner Elementeinteilung ldngs der Wand erfolgt

hier beim Boundary-Elemente-Modell der Abbruch der Diskretisierung erst bei

2rF.
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V‘ =V, /o/o-‘o\o\ V1 = -Vz .
\\
67dB | 66dB 25¢B 5048

Abb. 5.2.5-2 Richtcharakteristika der Schallabstrahlung

Angesichts besserer numerischer Resultate bei wesentlich geringerem Rechen-
aufwand - im vorliegenden Fall weniger als die Hilfte der Freiheitsgrade
der Finite- Elemente-Rechnung, einfache Aufbereitung des Datensatzes -
erweist sich die Boundary-Elemente-Methode auch als geeignetes Verfahren fiir
die Berechnung von Problemen der Freifeldabstrahlung.

So soll in einigen letzten Rechnungen die Frage nach der Auswirkung der Off-
nung eines Raumes ins Freie auf die akustischen Verhdltnisse innerhalb des
Raumes wieder aufgegriffen und an einem Beispiel beantwortet werden. Dazu
sei wieder das schon bekannte L-férmige System betrachtet, dessen obere
rechte Schmalseite nun zwischen ganz offen und geschlossen variiert wird;
siehe Abb. 5.2.5-3 .

I L.//

d de —— Abstrahlung

LN

? ? TAnregung 0= dF =d

Abb. 5.2.5-3 Raum mit variabler Freifeldoffnung dF‘
Abmessungen und Anregung wie in Abb. 4.1.3-1
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Die Randdiskretisierung des ganz offenen Systems ist problemlos und verlduft
entiang des in Abb. 5.2.5-4a dargestellten Linienzuges. Bei der teilweise
offenen rechten Wand (Abb. 5.2.5-4b) fiihrte jedoch der komplizierte Rand-
verlauf in der 0ffnung des Systems zu numerischen Fehlern, die sich in der
Lésung durch Schalldruckschwankungen entlang des oberen und unteren Freifeld-
randes bemerkbar machen.

B

| Ll

a) b) ‘ c)

Abb. 5.2.5-4 Schematischer Randverlauf fiir die Diskretisierungsmodelle
a) offenes System '
b) teiloffenes Systemin einem Linienzug (num. instabil)
c) teiloffenes System, aus zwei Systemen zusammengebaut

Das Versagen der Boundary-Elemente-Methode bei zunehmend komplizierter Ge-
bietsgeometrie ist ein bekannter prinzipbedingter Nachteil [ 9] und
tritt bei finiten Elementen nicht auf. Durch Unterteilung des betrachteten
Gebietes in einzelne geometrisch einfache Untergebiete, die dann iiber gemein-
same Rdnder aneinander gekoppelt werden, 183t sich dieser Nachteil zwar behe-
ben. Die Anzahl der Freiheitsgrade des Gesamtsystems erhdht sich jedoch dabei
jeweils um das Doppelte der Knotenpunktzahl auf den Koppelrdndern der Unter-
gebiete, da hier Gleichgewicht (Druck) und Kompatibilitdt (Schnellen) erfillt
sein muB. Dadurch werden wesentliche Vorteile der Boundary-Elemente-Methode
gegeniiber den finiten Elementen - Kkleinere Gleichungssysteme und einfache
Aufbereitung und Verwaltung der Datensdtze - zum Teil wieder aufgehoben.
.Dariiber hinaus geht auch die ansonsten recht geradlinige Programmierbarkeit
der Ldésungsalgorithmen verloren.

Die Vorgehensweise zur Aufteilung eines Gebietes in Untergebiete ist in An-
hang A3 beschrieben. Nach diesem Verfahren ist dann im vorliegenden Bei-
spiel das teiloffene System entsprechend Abb. 5.2.5-4c unterteilt worden.
Numerische Schwierigkeiten der genannten Art traten nicht mehr auf; Vergleichs-
rechnungen am ganz offenen System mit und ohne Gebietsunterteilung brachten
dort keine Unterschiede in den Ergebnissen.
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Abb. 5.2.5-5 Isobaren im Gebiet bei verschieden grofien
Wand6ffnungen dp; (0 de/d £1)

In den vorstehenden Bildern sind nun die Isobarenfelder des L-Systems bei
unterschiedlichen Wandéffnungen 0 < dF/d ¢ 1 dargestellt. Die Schalldriicke
sind auch hier wieder auf den mit 10 angegebenen Maximaldruck des im ersten
Bild wiederholten geschlossenen Systems normiert.

Ein Uberraschendes Ergebnis ist sicher dasjenige des zweiten Bildes. Hier
zeigt sich, daB eine relativ kleine Freifeld6ffnung in der Wand nicht iber-
all im Gebiet einen geringeren Schalldruck zur Folge hat, sondern daB in
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einigen Bereichen, besonders in der Ndhe der Anregung des Systems, der Schall-
druck iber die Werte des geschlossenen Systems ansteigt. Bei groBer werdender
Wanddffnung nimmt der Schalldruck im gesamten Gebiet kontinuierlich ab und
erreicht im vorletzten Bild bei vfllig offener rechter Seite die geringsten
Werte.

Das letzte Bild zeigt im Vergleich mit dem vorletzten noch, wie wenig zutref-
fend hier die eingangs in Kapitel 5.1 erwdhnte vereinfachende Annahme ist,
in der Wanddffnung den Kehrwert des ebenen Wellenwiderstandes A =1/(p c )
als Randbedingung vorzugeben. Der grundsdtzlich andere Isobarenverlauf im
groBten Teil des Gebietes, verbunden mit Schalldruckabweichungen von bis zu
30% belegt die Notwendigkeit zur Beriicksichtigung der Freifeldabstrahlung
und rechtfertigt den zusdtzlichen numerischen Mehraufwand.

5.3 Die Berechnung der Freifeldabstrahlung fiir Sonderfdlle mit

Hilfe der Punktstrahlersynthese

In Kapitel 5.1 und 5.2.5 sind Ergebnisse aus Finite-Elemente- wund
Boundary-Elemente-Rechnungen zusammen mit Ldsungen der Punktstrahlersyn-
these beurteilt worden, die dort als Referenzmodell diente. Wenngleich die
Punktstrahlersynthese auf die Berechnung der Freifeldabstrahlung von ebenen

- im Zweidimensionalen: geradlinigen - Schwingungsgebilden beschrdnkt ist,
so hat sie sich in allen Rechnungen als unkompliziertes, numerisch sehr
sicheres Verfahren erwiesen.

Als LOsung der Helmholtz'Gleichung im Zweidimensionalen ergeben sich unter
Beachtung von Radialsymmetrie Schalldruck und Schallschnelle zu

plkr) = C H(OZ)(kr) (5-66)
vikr) = C —k— H?’(kr) . (5-67)
iwg

Zur Bestimmung der komplexen Konstanten C dient die Randbedingung, daB auf
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dem Umfang eines pulsierenden Kreises dessen Radialgeschwindigkeit mit der
Schallschnelle ibereinstimmt

| 2)
vir=R) = vp = C - K H(1 (kR) . (5-68)
IUUQ}L
Daraus folgt
wg (2) -1
L
C: —t v [H, (kR)] (5-69)
und liefert fiir den Schalldruck p
(2)

ing v HO (kf)

p(l<r) = R
k H'2'(kR)

(5-70)

Mit der Béschrankung auf Kreise, deren Radius R sehr klein gegen die Schall-
wellenldnge ll. ist

5-71
N , ( )
gilt
(2) -1 1 1 .
R ~ - AT L = - — imkR (5-72)
[H; (kR)] ShT T KR >
und vereinfacht Gl.(5-70) zu
1 (2) )
plkr) = wg, vg - TR Hy (kr) . (5-73)
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Bezeichnet man mit

den SchallfluB eines pulsierenden Kreises, so folgt fiir die Abstrahlung eines
Halbkreises in eine halb-unendliche Ebene

plkr) = w Qg qg H0 (kr) : (5-75)

2

Liegen nun mehrere Punktstrahler in einer Zeile, dann addieren sich die Schall-
driicke der Einzelstrahler zu

plkr) = -12- ngJZ {qR m(kr)} (5-76)

und beim Ubergang zu einer Zeile mit kontinuierlicher Schnelleverteilung v(x),
in der jedes Linienelement dx als Punktstrahler mit dem SchallfluB

dq = v(x) dx (5-77)

aufgefaBt wird, folgt

plkr) = ngf vix) H0 \kr)dx (5-78)

2

Im Dreidimensionalen fiihrt die analoge Betrachtungsweise auf die Beziehung

plkr) = [v(F) —e "dF (5-79)

2

und ist als sogenanntes Rayleigh-Integral aus der Literatur bekannt [14] .
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In der numerischen Rechnung wird die schwingende Zeile (Fldche) durch eine
endliche Anzahl von Strahlerelementen mit jeweils konstanter Schallschnelle
ersetzt. Die Berechnung der Integrale fiir verschiedene Aufpunkte P erfolgt
dann durch Summenbildung. Auf diese Weise sind die Richtcharakteristika in
Referenzldsungen durch Berechnung der Schalldriicke auf einem Halbkreis iber
der Schallquelle in 1°-Absténden berechnet worden.

TS VORI

Abb. 5.3-1 Zur numerischen Berechnung der Schallabstrahlung
mit der Punktstrahlersynthese
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6. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit ist die Aufbereitung und der Einsatz der Methode
der finiten Elemente und der Boundary-Elemente zur ndherungsweisen Ldsung
der Wellengleichung fiir Schallfeldberechnungen gezeigt worden. Fiir unter-
schiedliche Anwendungsfdlle sind finite Luftschallelemente im Ein- , Zwei -
und Dreidimensionalen, solche zur Beschreibung eines Schallfeldes in poro-
sem Stoff, sowie Boundary-Elemente entwickelt worden. Neben der akustisch
harten Randbedingung, die den Sonderfall der Totalreflexion beschreibt, sind
vor allem die in der Praxis hauptsdchlich anzutreffenden Randbedingungen
des Mitschwingens einer mechanischen Struktur, der Schallabsorption durch
schal lddmpfende Materialien und der Freifeldabstrahlung in den Rechen-
modellen erfaBt worden.

In Kapitel 3 wird die Interaktion einer Platte mit einem angrenzenden
Luftschallraum sowohl im Sinne einer Schallabstrahlung, wie auch einer
Schwingungsanregung der mechanischen Struktur infolge der Schalldruckbe-
lastung beschrieben. Hierzu sind in ihrer Abbildungsleistung verschieden-
wertige finite Platte-Luftschall-Koppelelemente hergeleitet und in Beispiel-
rechnungen eingesetzt worden. Nach der Beschreibung der Kopplungsphdnomene
an einem einfachen Modell, sowie der Kldrung der Anfangswertproblematik bei
akustisch harten Systemen , ist mit dem Verfahren der Modalen Analyse die
Schwingungsantwort eines Koppelsystems auf eine impulsartige Belastung der
Platte berechnet worden.

Die instationdren Schwingungsverldufe ermdglichen durch die Beurteilung der
Amplituden- und Frequenzinhalte einzelner Systemvariablen einen ausgezeich-
neten Einblick in das physikalische Verhalten des Koppelsystems. An dieser
Stelle sei jedoch auch auf den groBen numerischen Rechenaufwand hingewiesen

- allein die Elementmatrizen des Koppelelementes Typ 2 sind von der GroRe
48 x 48 - , durch den die sinnvolle Anwendung solcher Rechnungen auf
mechanische Strukturen mit sehr geringer Steifigkeit beschrédnkt ist. In allen
anderen Fédllen bringt, wegen der geringen Riickwirkung des akustischen Systems
auf das mechanische, erst die Entkopplung der Teilsysteme, verbunden eventuell
mit der Reduktion auf eine Betrachtung im Zweidimensionalen, sowie mit der
BeSchr&nkung auf stationdre Vorgdnge, die Moglichkeit zur Berechnung gréBerer
Systeme bei hoheren Frequenzen.
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Mit diesen Voraussetzunden sind in Kapitel 4 die Betrachtungen auf geddmpfte
akustische Systeme erweitert worden. Schallanregung und Schalldampfung werden
iber Randbedingungen im Finite-Elemente-Modell beriicksichtigt. Die Darstel-
lungen in Kapitel 4.1 beschrdnken sich auf das sogenannte lokale Absorptions-
modell, in dem Energieverluste an einer schallabsorbierenden Wand durch die
Angabe einer Wandadmittanz beschrieben werden. In Beispielrechnungen ist der
EinfluB der Ddmpfung an verschiedenen Réndern eines Systems auf die Schall-
druckverteilung im System gezeigt worden. LarmminderungsmaBnahmen lassen sich
so gezielt vorausberechnen und optimieren.

Die Erweiterung des Absorptionsmodells auf die Berechnung von Schallfeldern
in porosen Stoffen mit finiten Elementen ist in Kapitel 4.2 gezeigt. Durch
Ankopplung von finiten Elementen fiir Luftschall an solche fiir porfsen Stoff
ist in Kapitel 4.3 die Auswirkung der seitlichen Kopplung im Absorptiosstoff
gegeniiber dem lokalen Absorptionsmodell an Hand von Beispielrechnungen unter-
sucht worden. Ein von Bliss aus Messungen abgeleitetes Kriterium beziiglich
des Versagens des lokalen Absorptionsmodells konnte mit finiten Elementen
durch vergleichende Rechnungen bestdtigt werden und zeigt die Notwendigkeit
zur Beriicksichtigung des Schallfeldes im pordsen Stoff insbesondere bei diin-
nen Absorptionsschichten mit kleinem Strdmungswiderstand.

Zur Berechnung von Problemen der Freifeldabstrahlung ist in Kapitel 5, nach
einem, sich als aufwendig erweisenden Berechnungsmodell mit finiten Elemen-
ten, die Methode der Boundary-Elemente fiir Schallfeldberechnungen aufbereitet
worden. DaB sie sich als alternatives Rechenverfahren zu der Finite-Elemente-
Methode auch fiir geschlossene, ddmpfungsbehaftete Gebiete anbietet, ist zu-
nachst durch Vergleichsrechnungen mit finiten Elementen gezeigt worden. Ihre
besondere Eignung zur Berechnung von akustischen Systemen, die eine O0ffnung
ins Freie besitzen, zeigen Vergleichsrechnungen mit der Punktstrahlersynthese,
sowie Schallfeldberechnungenfiir ein System mit variabler Wandéffnung, fiir das
die Auswirkung der Freifeldabstrahlung auf die Akustik eines Innenraumen be-
rechnet worden ist.

Die Methoden der finiten Elemente und die der Boundary-Elemente sind in der
Arbeit an zahlreichen Beispielen auf ihre Effizienz bei Schallfeldberechnun-
gen gepriift worden. Sie haben sich dabei als leistungsfdhiges Werkzeug er-
wiesen. Einige ihrer spezifischen Vor- und Nachteile bei der Behandlung
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unterschiedlicher Aufgabenstellungen sind in den Beispielrechnungen ange-
sprochen worden. Da es nicht Ziel der Arbeit war, Rechenprogramme fir den
Praktiker zu entwickeln, ist in der Arbeit zu den vielfdltigen programm-
technischen Details nicht Stellung genommen worden. Dennoch ist Wert darauf
gelegt worden, Algorithmen und Ndherungsldsungen zu beschreiben, von denen
die Nachvollziehbarkeit der numerischen Rechnungen in starkem MaBe abhdngen.
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Anhang

A1l

Gegeben sei das der Gl.(4-17) bzw. Gl.(4-77) entsprechende Funktional

= JIUR o« B4, B ) by o
*°1prqr*a2ptqi’>°3pr q,+9,pq }dxdy-
*HMmm+%mm*%mm*%m%?

F

+b.p, +b;p +b;q + byq; }ds —= min. (A1-1)

mit den Konstanten CPPRPR- und den Funktionen auf dem Rand ™ b1(s),...,
b8(s) . Der Schreibvereinfachung zuliebe sei vereinbart: ' 2 9/dx und

T 29/9y.

Fiir die erste Variation wird
P 2 Py ’81 R
Pi 2 P *+& T,
q 2 G * &K
q = q *+E W

(A1-2)

mit den Stoérparametern € und den Nachbarfunktionen v bzw. | . Zundchst
werde q, variiert. Man bildet

61, = 9l =0 (A1-3)
N 083

el=%=e3=q=0
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und erhdlt

GIQ,sz{p;u;*brl:”r*%prur’QLPiur}dXdy
Q

[0 P e b P e byu fds =0 (h1-4)

Die partielle Integration der ersten zwei Terme im Doppelintegral gibt
[ [] . *

[[{p w +p 0 }axdy-

Q

= J[{tkpe) +tu B,) fxdy - [f{m, o]+, B} dx dy
Q - 9 | (A1-5)

Mit Hilfe der Green'schen Formel
ff{d-’b}dxdy=[de+Qdy : (A1-6)
e r

148t sich nun das erste Doppelintegral auf der rechten Seite von Gl.(A 1-5)
in ein Randintegral uberfiihren. Unter Beachtung von

dx = fyi-ds z - 11!- ds
s dn

(A1-7)

wird

| o
jf{“‘r pr )+ (W f),)'} dx dy = ]ur -5?-!- ds , (A1-8)
Q r n
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und man erhdlt schlieBlich

Blq, = “r['fo{P}"ﬁr -4 Py -u‘p,}dx dy +

*/{aa‘:: +b,p, +b, P+ by }ds]=0 . (A1-9)
J

Dies ist erfiillt fir die Differentialgleichung
Ap, -q,p, -q,p; =0 (A1-10)
mit den allgemeinen Randbedingungen auf

op
E\r"’tﬁ P+ b, P =-by . (A1-11)

Entsprechend folgt aus der Variation von

q; : Apj-93p -a,p; =0 (A1-12)
9p b b,p; = - by (A1-13)
an T P3Pr* PP = - Dy
p : Aq, - Q,q -9, = 0 (A1-14)
9q
—a;r- + b1 q, + b3 q, = - b5 (A1-15)
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Aqi -a,q -a,q = 0 (A1-16)
dq,
on

+b q, + b,q, =-b (A1-17)

6

1) Zur Problemformulierung in Kapitel 4.1 :

"Der Vergleich mit den Helmholtz'Gleichungen (4-8/12) zeigt Ubereinstim-
mung fiir

a, = a, = -K , a3=4a,=0 . (A1-18)

Der Vergleich der Randbedingungen zeigt, daB mit

bl - bz = b3 - bl. a* 0 (A1‘19)
und
b, = -we v, ; bg = -wg u;
(A1-20)
bg = we v, bg =wg u,

die Randbedingungen (4-9/13) auf ry » sowie mit

by = bg= by = bg=z 0 (A1-21)
und
b1 - bz - -MQLAI ; b3 =ngA', ; bl. - -(J)QLAr

(A1-22)
die Randbedingungen (4-10/16) auf r2 erfiillt sind.
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Zur Problemformulierung in Kapitel 4.2 :

Der Vergleich mit den Helmholtz'Gleichungen (4-71/74) zeigt Ubereinstim-
mung fir

ay=0a,=-¥ ; a3=-¥, ; q, =V, . (A1-23)

Die Randbedingungen (4-72/75) auf N sind mit

by = b,=b;=D0b,=0 | (A1-24)
und
by =-Ru -wgpu; ; by =Ru -wopu;
(A1-25)
bg = WGp Vv, - R v, ; bg=zwgpv, + Ry,
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A2

Die Elementmatrizen fiir das in Kapitel 4.1.1 angesprochene eindimensionale
finite Schallelement mit kubischer Ansatzfunktion; vgl. Abb. 3.1-2

P ,  PE)=(1-3E*+2E%)p +
p;;w ] Péb‘ +(E-28% + E) dp, /dE +
Sy +(38%-2€7)p, +
. X (B -E€)dp, /dE (-1
= 1
lauten
36 3 -36 3| 156 22 S4 -13
K & -3 -1 . L 4L 13 -3
Kz -1— Y
=* 301 36 -3 T 4208 156 -22
symm. /A symm. 4
(A2-2)
0 0 0 O 1
0 0 00 0
SE"!}L,IX 00 1 0 » I =-1WQ v, 0
00 00O 0




A3

Bei geometrisch kompliziertem Randverlauf wie im Beispiel des teiloffenen
Systems in Kapitel 5.2.5 1ist es wegen numerischer Schwierigkeiten erforder-
lich geworden, das betrachtete Gebiet in zwei Untergebiete mit gemeinsamem
Grenzrandbereich zu unterteilen.

e (Grenze)

Bereich 1

Bereich 2

Abb. A3-1 Prinzipskizze zur Gebietsunterteilung

Fiir jedes der beiden Untergebiete wird nun ein Gleichungssystem entsprechend
Gl.(5-25) formuliert. Mit den jeweils beziiglich des duBeren Randes r} oder
Fé und des Grenzrandes rb partitionierten Matrizen und Vektoren erhdlt

man fir Bereich 1 :

(55}
H oy p' - [¢' 8] Ap o1)
1 1 |
P Yg

und fir Bereich 2 :
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(A3-2)

———
J;%o Li:"<l

Die hochgestellten Indizes 1 und 2 geben die Zugehdrigkeit zu Bereich 1
oder Bereich 2 an; das tiefgestellte g deutet auf den Grenzrand hin. Beim
Aneinanderkoppeln der zundchst getrennt betrachteten Bereiche miisssen Gleich-

gewicht und Kompatibilitdt erfiillt sein. Mit

1 _ 2 I 2
By = Pg =Py und Vg = -Vg =Yg (A3-3)
fuhrt Umschreiben von G1.(A3 -1) auf
()
11 1 1 Ap
Hp =[G Gy -Hy (13-4)
y
Pq
und Umschreiben von Gl.(A3-2) auf
\ v
2 2 2 2
W= [-6 -H2 e | B (13-5)
' (7 F
Ap

Die letzten beiden Gleichungen lassen sich wieder zusammenfassen und so um-
sortieren, daB alle Unbekannten im Vektor links vom Gleichheitszeichen stehen.
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Man erhdlt dann

P v 4
! 1 1 -1 1
H 0 H, -G G O {" }
e I -0 R Rl al R (A3-6)
o H H S ||%| [0 &||{]F
!!g ‘\l)
also wieder ein Gleichungssystem der Form
ﬁ p = _G_ _V . (A3-7)
P (]

Zu beachten ist, daB der Vektor p als zusdtzliche Unbekannte noch die
Schnellen auf dem Grenzrand I'g enthdlt. Weiteres Umsortieren dieser Glei-
chung in Abhdngigkeit von den Randbedingungen fiihrt dann wieder auf die

Standardform Ax = y.
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