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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird anhand des Einschniir-
vorganges eines Zugstabes ein Verfahren vorgestellt,
das es uns ermdglicht thermoplastische Formidnderungen
nachzurechnen.Dieses Verfahren ist leicht auf andere
Umformvorgidnge {ibertragbar.Die mathematische L&sung
fihrt auf ein partielles Differentialgleichungssystem
der Temperaturen und der Verzerrungsgeschwindigkeiten.
Das Differentialgleichungssystem wird in ein mechani-
sches und in ein thermodynamisches System entkoppelt.
Beide Teilsysteme werden mit Hilfe der Finite-Element
Methode in lineare Gleichungssysteme umgewandelt und
unabhdnig voneinander gelést.Die Kopplung schatfen
interne Parameter,die nach jedem Teilschritt tliber-
geben werden.Zwei nacheinander gerechnete Teilschritte
ergeben dann zusammen ein Inkrement der Zeit dt.Den
theoretisch ermittelten Ergebnissen werden die experi-
menteil an Proben aus Al 99 gefundenen Werte gegen-
libergestellt.

Summary

In the present paper it is showed,on the necking
problem of a tension specimen,how to calculate
thermoplastic deformations.the procedure may be adapted
to other deformation processes.The mathematical solution
leads to a system of partial differential equations

of the temperature and of the deformation rate.This
system is separated in a mechanical and a thermo-
dynamical one.Both of them are transformed in a system
of linear equations by the Finite-Element-Method and

are solved independently.The connection is given by
internal parameter,that are transmitted in each step.
Two of those,taken together,result to one time increcment
dt.The theovetical results arc comparced to those ob-
tained experimentally on specimen Al 99,
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Bezeichnungen

Vektor im Euklidischen Raum

Tensor 2. Stufe

Inverse eines Tensors

Transponierte eines Tensors

Spur eines Tensors

Einstensor

Verjlngendes Produkt

Materielle Zeitableitung

Objektive Zeitableitung

Elastischer bzw.plastischer Anteil
einer tensoriellen Grofle

Alle weiteren,nicht einzeln aufgefiihrten Bezeichnungen
und Abkiirzungen werden im Text erldutert oder sind all-

gemein gebrduchlich.

Flir das Rechnen mit Tensoren gelten die in [29] erldu-

terten Rechenregeln.



1. Einleitung

Die Durchfiihrung quasistatischer Versuche und deren Be-
rechnung geben das tatsdchliche Materialverhalten nicht
immer richtig wieder .H#ufig finden die Belastungen von
Bauteilen in Geschwindigkeitsbereichen statt,in denen

die Erwdrmung des Materials und der Wdrmeflufl nicht ver-
nachldssigt werden diirfen.Diese thermischen Einfliisse sind
vor allem dann zu berilicksichtigen,wenn groBe plastische
Formdnderungen auftreten.Beispiele hierfiir findet man

in der Umformtechnik,etwa beim Gesenkschmieden oder Warm-
walzen.Wie Versuche iliber das Materialverhalten (Siegel-
Fritsch [1]) zeigen,wird der Werkstoff mit steigender
Temperatur immer weicher.Dies fiihrt dazu,daB die Trag-
last eines Bauteils eher erreicht wird,als bei einem
quasistatischen Versuch.Bei den meisten derartig durch-
gefliihrten Versuchen hat man die Proben auf eine bestimmte
Temperatur erwirmt und die Belastung mit verschiedenen
Geschwindigkeiten durchgefiihrt,ohne die Temperaturver-
dnderungen wdhrend der Versuchsdurchfiihrung zu messen.
Die Dissipation eines Teils der plastischen Arbeit
wdhrend des Versuchsablaufes fiithrt jedoch zu einer Er-
héhung der Temperatur.

Die fiir derartige Versuche giiltige DIN Norm ([2] 14Bt
eine Abweichung von 3°C fiir Versuche von Raumtemperatur
bis zu 600°C zu. AuBerdem darf die Dehngeschwindigkeit
0,3% pro Minute nicht tiberschreiten.Bei Versuchen,deren
Dehngeschwindigkeiten {iber dem in der DIN Norm ange-
gebenen Wert liegen, wollen wir in dieser Arbeit die
thermodynamischen Effekte beriicksichtigen.Wdhrend der
Versuchsdurchfithrung muff laufend der Temperaturverlauf
tber der gesamten Probe aufgezeichnet werden.Aufgrund
der hohen Dehngeschwindigkeiten ist dies nur mit einer
Thermovisionskamera durch Messung der infraroten Wdrme-
strahlung der Probe zu erfassen.



Versuche dieser Art sind in einer experimentellen Arbeit
von Koropp [3] dargestellt.Sie zeigen die lokale Erh6hung
der Temperatur an der Einschniirstelle des Zugstabes.Das
Auftreten dieser lokalen Einschnlirung in der Mitte des
Zugstabes ergibt sich bei Koropp aufgrund einer mittig
angebrachten Kerbe.

Die Wdarmestrahlung und die Wirmelbertragung an die Luft
sind in dem zu erwartendem Temperaturbereich sehr klein
gegeniiber dem WiarmefluB im Werkstoff,so daf wir ndherungs-
weise die Mantelfldchen als adiabat annehmen kdnnen.An
den Stirnfldchen hingegen soll die Temperatur konstant
gehalten werden,also ein Wirmeflufl in die Einspannungen
erfolgen.Durch stetige Dissipation von mechanischer
Arbeit in Wdrme und gleichzeitigem Wdrmeflu zu den Ein-
spannungen hin,wird die Probe in der Mitte die hochste
Temperatur erreichen.Dies fithrt dazu,daB dort der Werk-
stoff weicher wird als am Rand.Uns stellt sich nun die
Frage,ob das sich ergebende Temperaturfeld allein zum
Beginn einer Einschniirung ausreicht.

Die vorliegende Arbeit soll es uns ermdglichen derartige
Versuche nachzurechnen.Als Ergebnis der Berechnungen
erhalten wir den zeitlichen Verlauf der Spannungen und
Temperaturen der Probe auch fiir die Einschnilirung bis zum
Versagen des Materials.

Als Rahmen fiir die Berechnung thermomechanischer Prozesse,
die sich bei solchen Formidnderungen abspielen,setzen wir
voraus,dafl

1.die Korper als klassische Kontinua betrachtet
werden kénnen,deren Kinematik durch die Angabe der
Bewegung eines Korperpunktes in Raum und Zeit voll-
stéindig beschreibbar ist,und

2.die einzelnen Korperelemente als thermodynamische
Systeme angesehen werden kdnnen,deren Zustand durch



die Angabe der Zahlenwerte eines endlichen Satzes
von ZustandsgrdBen eindeutig festlegbar ist.

Des Weiteren soll noch kurz auf die mathematische und
numerische Bearbeitung eingegangen werden.Die mathema-
tische Ldsung fiihrt auf ein partielles Differentialglei-
chungssystem filir-die Temperaturen und die Verzerrungs-
geschwindigkeiten.Das System wird entkoppelt in ein rein
mechanisches und in ein thermodynamisches System.Beide
Differentialgleichungssysteme werden mit Hilfe der Finite
-Element-Methode in lineare Gleichungssysteme umgewandelt
und unabhdnig voneinander geldst.Es wird jeweils zuerst
ein isothermer Belastungsschritt und anschlieflend ein
thermischer Zeitschritt gerechnet.Die wihrend des Be-
lastungsschrittes durch plastische Formidnderungen aufge-
brachte mechanische Arbeit wird im thermischen Zeitschritt
als Wirmequelle beriicksichtigt. Die wdhrend des thermischen
Schrittes ermittelten Temperaturen dienen im Belastungs-
schritt als Parameter zur Bestimmung der Werkstoffkenn-
groBen.Abschlieflend soll noch darauf hingewiesen werden,
dafl die gesamte Herleitung der Gleichungen fiir ein rota-
tionssymmetrisches System durchgefiihrt wurde.Falls nicht
im Einzelnen vermerkt,sind sidmtliche Gleichungen in dieser
Form auch flir ein ebenes System anwendbar.



2. Stoffunabhidngige Gleichungen

2.1 Allgemeines

Da das erstellte Programmsystem sowohl fiir ebene als
auch filir axialsymmetrische Systeme anwendbar sein soll,
wird die gesamte Herleitung in Zylinderkoordinaten durch-
gefiihrt.Die Vorgabe eines Parameters ermdglicht dann den
Ubergang von (r, 4 ,z) auf das kartesische System (x‘,xz,x3).
Das Gesamtproblem soll mit Hilfe einer Finite-Element
-Methode geltdst werden.Die Gleichungen flir die Verzerrungs-
geschwindigkeiten und deren Ableitungen werden so herge-
leitet,dafl sie nur noch von der Geometrie und den Knoten-
punktsgeschwindigkeiten der Elemente abhidngen.

Abb. 1: Deformationszustand



2.2 Geometrie

. . . o . .
In einem kartesischen Koordinatensystem X mit den Basis-
vektoren g, definieren wir ein raumfestes krummliniges
Koordinatensystem x’ mit den Basisvektorenié;.

x“=x" (X) (2.1)

Fiir jeden Punkt des Raumes mit dem dazugehdrigem Orts-
vektor r ergeben sich im krummlinigen Koordinatensystem
die kovarianten Basisvektoren nach [29] zu

or

;= —t . (2.2)
,?, ox’

Der Ortsvektor zum Punkt x* lautet
=X e. . (2.3)

Durch Einsetzen in G1l.(2.2) erhalten wir fiir die Basis-
vektoren des krummlinigen Koordinatensystems

ol
g" = LX—. e

2.4
9= 35 ¢ (2.4)

[Y4 .

Uber die Beziehung

g} g}i = ; | (2.5)



werden die reziproken Basisvektoren g definiert.Dabei
ist d' das Kroneckersymbol,das fiir i= k den Wert 1 und
sonst den Wert O ergibt.Durch skalare Multiplikation der
Basisvektoren erhalten wir die Metrik in kovarianter und
kontravarianter Form.

3 i

kK £ kL

2% 9

~—~ e~

(2.6)

Diese sind zum Herauf-bzw. Herunterziehen der Indizes
erforderlich.

Die Lage eines K&rperpunktes x' im krummlinigen Koordi-
natensystem wird beschrieben durch

><;=x"(>?k,t) , (2.7)

wobei ik'die anfidngliche Position des betreffenden Korper-
punktes festlegt.

Als MaB fiir die Verzerrung fithren wir den Deformations-
gradienten ein.

F X"’

—

L ok &

18Q0
~
R
N
?‘\ -
WV
aQo
A~
Qo
{4
m\\
_
Xo
=
N/

Die Geschwindigkeit eines Kdrperpunktes x' erhalten wir

unter Beachtung von G1.(2.3) zu

- b, _ i
V=— L=V (2.9)
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mit der Ableitung
yi=2x" 2.10
ot (219

Den Geschwindigkeitsgradienten erhalten wir aus der Be-
ziehung

Grad V = U = V'.[k gi g", (2.11)

wobei V;h: die kovariante Ableitung bezeichnet.

Aus dem Geschwindigkeitsgradienten 148t sich durch Auf-
spalten der Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit D als
symmetrischer Teil und der die Starrkﬁrperrotatioﬂ~5e—
schreibende Tensor W als antimetrischer Anteil herleiten.

(2.12)
W=7 (U-¢’.
Die Mafizahlen von fgund _}i ergeben sich zu
{ - 1 r [}
de=3 (V'] +V[")
(2.13)
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wobei sich die kontravariante Ableitung Vk}' aus

Vel = guer V°I; g’ (2.14)

bestimmen 14R3t.

Die in Gl1.(2.14) enthaltenen Metrikkoeffizienten kdnnen
wir gemdf Gl.(2.6) fiir unser krummliniges Koordinaten-
system

X'= (r,p,z) (2.15)

bestimmen zu

1 O O
Qik = 0 r* 0
0 O 1
(2.16)
" 17 O O
9/ =0 Z20].
o O 1

Wir fihren ein beliebiges kovariantes,mit den Randbedin-
gungen vertrdgliches Geschwindigkeitsfeld ein.

vV =V 9’.: wg't gz +uf93 ] (2.17)
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Durch Uberschieben mit der kontravarianten Metrik in
Gl.(2.16) erhalten wir flir den Geschwindigkeitsvektor
eines Korperpunktes in kontravarianter Form

‘ 194
Viele, =, w) (2.18)

und daraus die partielle Ableitung der Geschwindigkeit

R
F du Qu Egc_w
2r e 9 =z
Vv v Ve
Vil dr 9% 2 2.19)
k 2 r ? ¢ Pz '
'3 w o w asz
o r Y 0 =z
! ]
k=1

Da sich unsere Betrachtungen auf axialsymmetrische Probleme
beschrdnken sollen und Torsion ausgeschlossen ist,gelten
die Einschrénkungen:

1.Die Spannungen und Verzerrungen sind unabhédnig
von dem Winkel .
2.Die Kdrperpunkte bewegen sich nur in axialer und
radialer Richtung,d.h. die Tangentialkomponente der
Kérperpunktsgeschwindigkeiten ist gleich Null zu
setzen.

Damit folgt flr v’

Vi=(oo, Olw) (2.20)
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und fiir deren partielle Ableitung

/=7

L?_% O 2« |

‘ L D 2z

V,k‘*’!i O o 0| . (2.21)

|
. Qusr Puw
LQV 0 0z
k=7 )

Die Maflzahlen des Geschwindigkeitsgradienten gemdf Gl.(2.11)
ergeben sich als kovariante Ableitung

i { / m
V=V +. V" (2.22)
Hierin bezeichnen diel-',im die Christoffelsymbole

M. =2q™( )
km ~ 2 g gmn,k +gnk,m—gkm'n ¢ (2.23)
die es uns ermdglichen,die Ableitungen der Basisvektoren

durch die Basisvektoren selbst auszudriicken.

Die von Null verschiedenen Christoffelsymbole lauten:
Mo,==t; T =2. 5, -4
22=7F; 2=l 217 ¥ . (2.24)

Errechnen wir die kovariante Ableitung nach Gl.(2.22)
unter Verwendung der Christoffelsymbole in G1.(2.24) so
erhalten wir fiir den Tensor der Verzerrungsgeschwindig-
keit



- Yr=q
u 1(u 4w
Cha O 3 (9249r
dy = O %. o (2.25)
1 (w, du __.___._aw"
T(g2+g2) © >
k=4 =

und fiir den Tensor der Rotationsgeschwindigkeit

— —

[ =
3 (2u 2w
0 0 3(54-3¢
ol = 0 . 0 . (2.26)
2u _ Owr
‘21(92—57 0 0
L )
k=
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2.3 Beschreibung der Deformation

Wie bereits in der Einleitung angesprochen,soll das zu
l6sende Gleichungssystem die Geschwindigkeiten der Knoten-
punkte der Elemente ergeben.Es ist daher erforderlich,

die in dem Verzerrungsgeschwindigkeitstensor enthaltenen
Komponenten durch die Geschwindigkeiten der Knotenpunkte
auszudriicken.Wir benotigen fiir die Komponenten der Ver-
zerrungsgeschwindigkeiten einen Ausdruck in der Form

di=(...) Ve , (2.27)

wobei Vu die Knotenpunktsgeschw1nd1gke1ten der Knotenpunkte
der Elemente sind.Da die Komponenten dk die Ableitungen

der Geschwindigkeiten enthalten,suchen wir die Transfor-
mation,die es uns ermdglicht,die Ableitungen der Geschwin-
digkeiten innerhalb eines Elementes durch die Knotenpunkts-
geschwindigkeiten selbst auszudriicken.

Wir wdhlen fiir die Koordinaten einen isoparametrischen

Ansatz der Form

[h/I/thhdlh':’J F3

(2.28)

<= [h4 ’/’)ZIhJIh‘/J




- 16 -

mit den Ansatzfunktionen,wie sie in Abb.2 dJargestellt

sind.

h, -3(7-—'2)(1"72)

h2=-77(’l+ s)(71-2x)
(2.29)
hy=% (1+¢)(1+7)

5‘7: ( 1= 9) ('1'*’52)

a
Y

und r; ,z; als Koordinaten der Eckpunkte des Elements im
(r,¢,z) System.

-1 of

Abb. 2: Isoparametrischer Ansatz filir ein Element

Genauso erhalten wir fiir die Geschwindigkeitskomponenten

die Transformation
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[L=[}u,hz(}%:h9]' Us

B (2.30)

W-:[/),“hethj :ht, ] T lwy

mit u,;,w,; als Komponenten der Knotenpunktsgeschwindig-

keiten.

Wir fihren als Differentialoperatoren ein

9 :Br 9 +..9_.Z_...._2_
oy Jdy dr Qs 0z

(2.31)
9 __2r. 2 ,2z.0
d7 dp 9 9y Iz
oder in Matrizenform dargestellt
- - 4T .
E;Z_ 2r Jz 2
¢ 1 0y 2¢ OFr
217 | 8y 2z | |2 (2.32)
Lg?..; L @'7 97 - ng _
Abgekiirzt konnen wir schreiben
(2.33)
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Damit erhalten wir fliir die Ableitungen der Geschwindig-
keiten im transformierten System

U - 9/74 ‘ __9_/7_; 953 +_9ﬁ2 A
ag aq U, + ag U, +-3- ag 9@ Uq
3% 8/14 ah: 9/’3 _ﬁg
= W, + =—u, + +

0 29 1 39 ¢ 99 F]

? 7 7 7 7 (2.34)
aw - 9;’4 95 ; 3‘)) ( })q
P = P w, + 9’ u + a'{ u,+ -%—'{ U,
Pus _ Dhy 25 b, 24

9? = 97 U, + '-'9-;& + 9:7 Uyt 9—"7 6(,7,

und als Matrizen geschrieben

(Su Quw | | 2he Bk 4y 28] [ 40 wr]

gé‘_ ?%)— = ?‘;"‘gja_’i% .‘ u’: W, (2.35)
du Juw || 2hs Dhe Dby Iby| | uy wi| T T
;31y 5?7.- L97 oy 9y 37‘ | W, wy

Hierin sind bereits die Ableitungen der Geschwindigkeiten
durch die Knotenpunktsgeschwindigkeiten ausgedriickt.

GemdR G1.(2.33) ergibt sich mit G1.(2.35) fiir q und p

is

(’e_Q

uw _’ciui- (Ju Ow |

8r 9or I¢ ¢ (2.36)
Qu 2w P24 Qu N
dz 2=z 972 9
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Stellt man Gl.(2.33) nach q um
>

g = ,i}-4P (2.37)
ergibt sich ausgeschrieben
- - -
du dw raa, Jw
r or _ 1| 0y OQ¢«g (2.38)
du Jw 2 u 2w |/ '
I dz Oz dn 99
oder durch Einsetzen von Gl. (2.35)
Ju Qw Uy Wy
dr r =-J 47) . U, wy ] (2.39)
Qu dw = & u, w,
dz 2z Uy Wy

Abgekilirzt kann man auch schreiben

=Y 70 (2| _[ % ae%“q) (2.40)
B4 Fr (,b,)“‘(z b, by b,) -

Damit folgt fir die partielle Ableitung der Geschwindig-
keit
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) Ve .41

Um die numerische Verarbeitung zu erleichtern,werden wir
die beiden Hilfsvektoren a,b die bisher die Matrix:éé
bildeten,als Zeilenvektor schreiben,und die 8 Komponen-
ten der 4 Knotenpunktsgeschwindigkeiten als einen Spalten-
vektor darstellen.Um die Ableitungen in der jeweils be-
ndétigten Form zu erhalten,miissen die Hilfsvektoren a

und b im neuen Zeilenvektor richtig angeordnet werden.

Fir die partielle Ableitung in Gl.(2.21) erhalten wir

- -

| )
Vik= (Q,Q)

Um den Verzerrungsgeschwindigkeitsgradienten zu bestimmen,
bendtigen wir noch die kovariante Ableitung gemidB Gl. (2.22).
Unter Verwendung der Christoffelsymbole in G1.(2.24) lautet
diese dann

r—

Ty

| (=9 (2,0) (4,0) |
Vi [(2.0) (5%) (2.2} V. cw

(0.4) (9.0) (0.b).

k=4

!
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worin h die Ansatzfunktionen aus Gl.(2.29) darstellt.

Durch Einsetzen in Gl.(2.13) erhalten wir fir die Ver-

zerrungsgeschwindigkeit

Il
—_
Q

und fiir die Rotationsgeschwindigkeit

(0.9)

~— ] o~

wi.=1(0,0)

(0,0)
(Q,9)
(2,0)

bima

2
(Q,,Q)

(2.0)

Q

-

Vy

121

(2.44)

(2.45)
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2.4 Spannungstensoren

In diesem Abschnitt wollen wir den Spannungstensor und
dessen von Null verschiedene Komponenten widhrend des
Einschniirvorgangs betrachten.

| [®
\

\\w

O,

Abb.3: Spannungskomponenten

Die Komponenten Uy ,0T Y, 0y, 0% sind gleich Null zu setzen,
da wir die Torsion des Probestabes ausschlieflen wollen.
Mit der Definition des Cauchy Spannungstensors

df=£'dﬁ , (2.46)

4
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in der gé einen Fldchenvektor der Fldche dA und Qf die
darauf senkrecht stehende Kraft bezeichnen,kommen wir

zu dessen Komponenten

k | (2.47)

23

A~

S-0

die eingesetzt dann ergeben

(AN .
£= 0 G': O . (2.48)
] gl O ads

k (2.49)

und dem Cauchy Spannungstensor besteht der Zusammenhang
Se =] 5, (2.50)

wobei die Jacobi Determinante

} - e (2.51)



allgemein die Volumeninderung ausdriickt.Setzen wir
ndherungsweise

Qo o 4

¢ =1, (2.52)
so erhalten wir mit

3___ 4 (2.53)
fir G1.(2.50)

S =3k (2.54)
Fiir die Spannungsgeschwindigkeit hingegen gilt

Se=StS Sply) . (2.55)

Wir wollen an dieser Stelle noch deh Lagrang'schen
Spahnungstensor bestimmen,der insbesondere auch zut Foriiu-
lierung der Randbedingungen benétigt wird;da ja im Allge-
meinen die Lage der Randfldchen des deformierteén Kérpers
unbekannt sind. Er ist definiert duich

If -

o~

“dA, . (2:56)

~

2
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Das Flédchenelement im Kd8rper,das im deformierten Zustand
durch dA gekennzeichnet ist,wird im undeformierten Zu-
stand durch den Flidchennormalenvektor Qﬂ, beschrieben.

Die Beziehung zwischen dem Lagrang'schen Spannungstensor
und dem Cauchy Spannungstensor lautet

")

Hierin bezeichnet‘£§4die Inverse des Deformationsgradi-
enten F aus Gl.(2.8).

(E~")". (2.57)

({A

&

Den Spannungsdeviator erhalten wir aus dem gewichteten
Cauchy Spannungstensor

{= Sk - ‘g Sp(Sk) 2 . (2.58)

Eine weitere Betrachtung der Spannungen und Spannungs-
geschwindigkeiten folgt im ndchsten Abschnitt.
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3. Stoffgesetz fiir den isothermen Belastungsschritt

3.1 Allgemeines

In diesem Abschnitt soll das Formidnderungsgesetz fir
elastisches und plastisches Materialverhalten sowie die
FlieBbedingung aufgestellt werden.Mit Hilfe dieser und
weiterer Beziehungen leiten wir die Gleichungen fiir die
Spannungsgeschwindigkeit her,die uns spdter ein Glei-
chungssystem zur Berechnung der Knotenpunktsgeschwindig-
keiten im isothermen Belastungsschritt liefern.

3.2 Grundgleichungen

Die gesamte Verzerrungsgeschwindigkeit.g}léﬁt sich auf-
teilen in einen elastischen und in einen plastischen
Anteil (siehe hierzu auch Lehmann [4]).

D=De + 0. (3.1)

~

Die elastische Verzerrungsgeschwindigkeit bestimmen wir
ndherungsweise aus

oder in Komponenten geschrieben

gl"<=izé t,;/o+{-§7—k- 5; +ocx9'} e . (3.3)
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(4

Die GroRe Tx gibt die objektive Zeitableitung des Spannungs-
=

deviators aus Gl.(2.58) nach Jaumann an.

Rifﬂo

= Sk - % Sp(Se) 1 (3.4)

Lo
~

Der plastische Anteil der gesamten Verzerrungsgeschwindig-
keit folgt nach der erweiterten Normalenregel

A LT
Q'o“ A 9£k +2C:Z;;( / (3.5)
oder in Komponenten dargestellt als
I' . F ..
g“:)‘aﬂ"Lx tk!o. (3.6)

In den Gleichungen fiir die Verzerrungsgeschwindigkeit
beschreibt K den Kompressionsmodul

_ T+
K=20G6 301-2 77 (3.7)

der tiber die Querkontraktionszahl ¥ mit dem Schubmodul
verkniipft ist.Ersetzt man den Kompressionsmodul geeignet,
folgt flir die gesamte Verzerrungsgeschwindigkeit gemdf
Gl.(3.1)

d/:.z (._4_ +x)t,:,0-{-(§1-5.§7.(4'__:2_¢%.

(3.8)

S,': ‘f'oC\.})O/,:?“): X

g -
2L
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Die allgemeine Formulierung der FlieRbedingung soll die

mit den plastischen Formdnderungen verbundene Werkstoffver-
festigung sowie die Erweichung durch Erhdhung der Temperatur
berilicksichtigen.Wir miissen auch damit rechnen,dal infolge
der plastischen Formdnderungen der Werkstoff anisotrop

wird (Bauschinger-LEffekt).Dies fiihrt zu einem allgemeinen
Ansatz der Form

F(Si, we, Vi) =0. 5.9)

Die GrofRen wp,\},aé sind sogenannte interne Parameter,die
den Verfestigungszustand festlegen und von der Form-
dnderungsgeschichte abhédngen.

Wir benutzen die FlieBbedingung nach v.Mises mit iso-
troper Verfestigung GmifO) da eine Belastungsumkehr ausge-
schlossen ist.Die Fliefbedingung lautet dann

F=tit:-k>(we,)=0. (5.10)

Durch partielles Ableiten der Fliefbedingung nach Sk
erhalten wir

gfk =Zt,’;. (3.11)

Diese ergibt eingesetzt in Gl. (3.8)

_ [ A=2 ¥
(2@*") t/(/ +(26 31 +») S” (3.12)

foaP) Sl AN 2L

Als ndchstes ist nun noch die skalare Grofle A explizit

zu bestimmen.Da die FlieBbedingung wdhrend der ganzen Ver-
formung gililtig bleibt,alsb F=0 fiir alle Zeiten t erfillt
ist,muB gelten
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F=0. (3.13)

A4

Damit haben wir eine Bedingung zur Bestimmung von A
Durch Ableiten der FliefRbedingung folgt

~

Frtiltietier]- 5 - G5 =0 s

‘(

Fiir die in (4] definierte Zeitableitung der plastischen
Arbeit

- 7 M .
W = - (A g, (3.15)

ergibt sich durch Einsetzen von

VI/P=—-§’;— (Z/it,';tf'd-xt,itf‘/o) (3.16)

und somit fiir die Zeitableitung der FlieBbedingung aus
Gl.(3.14) eine Bestimmungsgleichung fiir A

. 2 .
Fe=2¢itll,- 8L 2 (24¢]¢]

:;Arz (3.17)
tetiti],)- 55 S =0 .
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Da wir das Gesamtproblem in isotherme Belastungsschritte
und thermische Zeitschritte aufgeteilt haben,kdnnen wir
an dieser Stelle die zeitliche Anderung der Temperatur

>

~}=0 setzen.Fiir die GroBe A ergibt sich dann

. 2titl), -k % gf,‘, tsts]
A 2 2k* TS
ga awp S

(3.18)

Nach Bruhns [5] kommen wir zur objektiven Zeitableitung
des gewichteten Cauchy Tensors mit

Se=26[0e 7y SpR) 1] . oo

Setzen wir fir Qp die G1.(3.1) ein und beriicksichtigen
plastische Volumenkonstanz,also

Sp (9;)=0 / (3.20)

so erhalten wir aus G1.(3.19) unter gleichzeitiger Ver-
wendung von Gl.(3.5) und G1.(3.18)

2
°c 126G VA36x (14/)
Sk < 7+26>c [o+ 7-2v

(3.21)

Sp(R) 2 - (1-% B) ?;,)’Tk]



wobei d und B Materialkonstanten sind, auf die wir spater

noch genauer eingehen wollen.

Mit Hilfe der Beziehung

. 0
SetSk N

~ =

B
2

u’ (3.22)

A

14Rt sich durch Einsetzen von G1.(2.12) und G1l.(3.21)
die zur L6sung des im folgenden Abschnitt erlduterten
Potentialansatzes erforderliche Lagrang'sche Spannungs-

geschwindigkeit angeben.

- _ 26 Ft36x(14V)
;S;,{-"I-f26ao[g+ T

(3.23)

S r
SplR) 2 - -x8) LR 1]

|
{2
S

+
S
e
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3.3 Potentialansatz

Nach Bruhns [5] 148t sich fiir einen isothermen infini-
tesimalen Deformationsschritt vom Zustand C; zum Nachbar-
zustand C.,. ein Potential

'Ral W’\{’

—~

Elv)=35 Sp ((lré,,) (3.24)

angeben. Aufgrund dieser Rechenvorschrift erhalten wir
fiir das Potential mit G1.(3.23)

2
-1 Vt+56x (1+/)
E(v)-= (’I+26 [S (p*)+ -

(3.25)

j,o(D)"o/(7 .}cB) SP(Tk)J

Die Konfiguration C;., werde hervorgerufen durch die ge-

-2 Sp($DD)+Sp(

R
N

gebene Spannungsgeschwindigkeit

L4

$,on, = Fv) (3.26)

:I\/

auf dem Teil O¢ der Oberflédche des Kérpers in der Konfi-
guration C;. Fir die Randbedingungen gelte

F-2el) (3.27)
9 U '
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Sie seien also aus einem Potential herleitbar.
Die Anwendung des Gaufll'schen Satzes auf Gl.(3.26) fiihrt
dann zu dem Funktional

7T=]E(v)JV‘/ug(v)a’0f ) (3.28)
v O;

dessen Variation nach den Knotenpunktsgeschwindigkeiten
JdTT =0 (3.29)

sein mufl.

Wir erhalten durch Variation von Gl.(3.28)
dT= Q—E—(.'i)dV-[Ma’O So=0. .50
/2

Daraus folgt durch Einsetzen von f nach G1.(3.27)

(2l gy - [Fv) dO -0 e
4 o

Wenn sich das gesamte Volumen des KOrpers aus dem Teil-
volumen einzelner finiter Elemente zusammensetzt,lassen
sich die beiden Integrale auch als Summen Threr Teilinte-
grale bestimmen.



alle elle >
>, IQQLU(U) c/]é Tz flv)d O, (3.32)
/2

Die Geschwindigkeiten sind die im Ansatz Gl.(2.41) erst-
malig auftauchenden Knotenpunktsgeschwindigkeiten V. der
Knotenpunkte der Elemente.

Das Potential soll nun die Form

T

EV)-FU (bt M) =3 W G 639

annehmen.

Damit folgt also fir die Variation des Funktionals

alle 9 :,
0{77’{52; akk(zﬁgV)d%
Ve
(3.34)
a”c
Eftaoct sy -0,
O¢

oder nach Ausfiihrung dieser Rechnung

alle

d77'={§r:fgc/ -> ﬁ}f =0 . (3.35)

E¢.

2
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In der Gleichung ist dann

J

die Steifigkeitsmatrix eines einzelnen Elementes,mit der

X

dVy = St; (3.36)

——
——~—

wir flr das Gesamtsystem den Ausdruck
St: Ve = F (3.37)

erhalten.Die Steifigkeitsmatrix St; eines Elementes er-
rechnen wir durch numerische Integration gemidf Barthe-
Wilson [6] an den vier Stilitzstellen des Elementes.

An dieser Stelle miissen wir zwischen dem ebenen und dem
axialsymmetrischen System unterscheiden.Fiir das ebene
System gilt mit der auf 1 normierten Elementdicke

t=A J-?A

fg(«;,v;)a’V; =i Enj glilgl(j)
v, |

(3.38)
Mgt g ()] det TLsli) ()],

Die Steifigkeitsmatrix eines rotationssymmetrischen Ele-
mentes hingegen errechnet sich bei normiertem Umfangs-

winkel aus

fﬂ(‘!,q}d%——ég: glé)l g(y) -
_VE = =4

(3.39)

11[4ti) 9(j) ] det JLelc),5 ()] ZT-r .
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In beiden Gleichungen sind g(i),g(j) die Wichtungsfaktoren,
die wir fiir das Vierknotenelement aus [6] entnehmen kdnnen.
Der Summationsindex n gibt die Anzahl der Stiitzstellen

pro Koordinatenrichtung an,die wir hier mit n=2 annehmen
wollen.

3.4 Steifigkeitsmatrix

Hier soll nun die Herleitung der Steifigkeitsmatrix eines
Elementes aus dem Stoffgesetz und die numerische Vorbe-
reitung gezeigt werden.Zu bestimmen haben wir die Matrix
M aus dem Potential gemdB Gl.(3.33).Ein Vergleich von
Ei.(S.ZS) mit Gl.(3.33) ergibt fiir die Einzelmatrizen

r -
Vo Y = 5555 Sp(07)

2
r - 26 Yt TGCx (14V) 2
Vo M= 726+ 7-2 Sp(L),

T _ 26 (1-x8) SPER)
Z‘ g’!ﬁ' 712G 5P(Z,K2) ! (3.40)

V M V= =2 $p (SPD)

/

Die Herleitung der Einzelmatrix 2{7wird hier stellver-
tretend fiir alle 5 Matrizen durchgefilihrt.
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Aus Gl.(3.40) folgt mit der Abklirzung

2 G

b= T726x= (3-41)
fiir den Ausdruck der Matrix M,
T / k
Ve My Ve=fded; . (3.42)

GemdB Gl.(2.44) erhalten wir nach Einfiihrung der Kompo-
nenten fir

d, 0 d,
d‘, D, . (3.43)
d, 0 d|

(o
= -,
i
Q

Durch Quadrieren der Verzerrungsgeschwindigkeit D und
Berechnung der Spur bekommt man

‘ 2 2 2
didf= d, +2d, +o’<,2-/ ds . (3.44)

Die hierin enthaltenen Komponenten d,,d3,d,und dg lassen
sich durch einen Vergleich der Gl.(2.44) mit der G1l.(3.43)
explizit angeben.



- 38 -.

[T O

P4 T a’ T Q,@ ~
Y (F) 0 e b

0 g

2 Ta(b7 T_'éré 'érg—

- (2 b.,ay\y/_1

dfl/'z{er) 3= V=7 Yo @b da

T -

: \Ta(h) A g Tibh @
b= Wiz) 244 - Al

- L2 2

£2 ]

%

2 rg _ T ~

G&:: Y (éf)(!?hé)‘!; = Jék £2 ,été

(3.45)

Durch Addition der einzelnen Komponenten gemdf Gl.(3.44)

ergibt sich die Einzelmatrix AL,.

r b6 A

a'a +—=— 4+ ==
_ 26 |7~ 72 re
=7 74206 x

a’t

T2

,
22
2
r

(3.46)

In dhnlicher Weise errechnen sich auch die Einzelmatrizen

MZ—M5 .
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Nach Durchfithrung der Addition

5
M= 3, M; (3.47)

el “-.4 ~o

folgt die Gesamtmatrix die auf der nidchsten Seite dar-

M

gestellt ist.

Diese Matrix ist fiir jede Stiitzstelle eines Elementes zu
bestimmen,dann entsprechend Gl.(3.38) oder Gl.(3.39),

je nachdem,ob man ein ebenes oder rotationssymmetrisches
System rechnet,zu integrieren und entsprechend G1l.(3.37)
zur Gesamtsteifigkeitsmatrix zusammenzubauen.Ein Glei-
chungsl6ser ergibt uns dann bei vorgegebenen Krdfterand-
bedingungen die Knotenpunktsgeschwindigkeiten sdmtlicher
Knoten des Elementnetzes.Auf die entsprechenden numerischen
Verfahren gehen wir spdter ein.
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Diese Gleichung wollen wir in die Form

S =N Vi (3.52)

A

bringen,wozu die Matrix N zu bestimmen ist.Da gemidf
Gl.(2.47) der Cauchy Spannungstensor symmetrisch ist,
wollen wir,auch um spdter Speicherplédtze zu sparen,einen
dem Spannungstensor #quivalenten Vektor einfiihren.

o —

(S, 0 S; o
S=| 0 Sy O, 5= f} (3.53)

S; 0 S o

L - ,__56_1

Genauso werden der Spannungsdeviator 2*

_ —_ 7;
I, 0O T, 0
l; = O T, O ; Z;’ z T,—; , (3.54)
I, O g 0
i i 7,

- -

und die Verzerrungsgeschwindigkeit D

- -— -d T
d4 4 ds 04 :
Q = O ({,_/ 0 " ,Q = ZJ (3.55)
” ¥
Lds 0 4 o
B L ds |

in Vektoren umgewandelt.
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Nach G1.(3.51) 14Bt sich die Spannungsgeschwindigkeit
in 7 Summanden aufteilen,die im einzelnen durch Vektoren
auszudriicken sind.Am ersten Term wird stellvertretend die

Umrechnung gezeigt.

[
!

&, ¢
Q2
26 2 %
NS A = /
1412 G x D= 7+2Gs¢ A l/,k (3.50)
’o
Q

Q0 IQ M IQ Y

L

Q

Man erhdlt den jeweiligen Vektor durch Einsetzen der
Gl.(2.44) und G1.(2.45) sowie durch Eliminieren der
Knotenpunktsgeschwindigkeiten Vy.Die Gesamtmatrix N ist
in G1.(3.58) auf der ndchsten Seite dargestellt.Man er-
hdlt sie durch Addition der einzelnen Summanden aus
Gl.(3.51).

Da wir nun die Spannungsgeschwindigkeit des momentanen
Zeitschrittes kennen,kdénnen wir die neuen Spannungen der
Konfiguration C;4s aus denen der Konfiguration C; mit
Hilfe der Heun'schen Gleichung ermitteln.

S;,,,-S;-lﬂ(ﬁiu +5;) (3.57)
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3.6 Verfestigungsgesetz

Zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix der Elemente und
zur Durchfihrung der Spannungsintegration bendtigen wir
noch die Werkstoffkenngréfen ¢, ,G,x und Jd .AuRerdem ist
die Kenntnis des Verfestigungsgesetzes

/(Z-'kl(WP,J) (3.59)

von Bedeutung.Die Temperatur \/ geht hier als fester Pa-
rameter ein und wird im thermischen Zeitschritt jeweils
neu berechnet.Die Gréle @, als Dichte im Ausgangszustand
wollen wir als konstant annehmen (Gl1.2.52).Der Schubmo-
dul G ist als Funktion der Temperatur zu sehen. Die den
Verfestigungszustand beschreibende GréBe d” werden wir
aus dem Verfestigungsansatz ermitteln.

Aus der FlieRbedingung G1l.(3.10) ergibt sich mit G1.(3.4)
flir den einachsigen Zugversuch die Verfestigung

2 2
k2=§ ag . (3.60)

Um das Verfestigungsgesetz gemdf Gl.(3.59) aufstellen zu
kénnen,miissen wir die plastische Arbeit ermitteln.

Die gesamte Verzerrungsleistung berechnet sich aus

£
W=-§7—f(]'a’£ ) ' (3.61)

o
o
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wobei der elastische Anteil ausdriickbar ist durch

G,Z

We™ ZF o o0 (3.62)

Subtrahieren wir den elastischen Anteil gemidfl Gl.(3.62)
folgt fiir die plastische Verzerrungsarbeit

E

1 g2

WP:fo 0dg — = (3.63)
o

Die Gesamtarbeit 148t sich durch numerische Integration
aus dem Spannungs-Dehnungsdiagramm (Abb.4) fir die Tempe-
raturenrdz=23,7°C (gemessene Raumtemperatur bei Versuchs-
durchfiihrung) und v§=1500C bestimmen.Mit dem dazugehd-
rigen k% aus G1.(3.60),das nur von den Spannungen und
Temperaturen abhidngt,kdnnen wir die Verfestigungskurve
k*=k*(ws V") auftragen (Abb.5).

Da wir zur Bestimmung der Verfestigungsparameter das
Verfestigungsgesetz in analytischer Form bendtigen,machen
wir einen geeigneten Ansatz durch 3 Punkte

(2] c 2 )
K=a(Zs w) +K . (3.64)

Die Konstanten sind nun fiir die beiden Versuchstempera-
turen zu bestimmen.Ihre Temperaturabhidnigkeit wird mit
guter Ndherung in diesem Bereich als linear angenommen.
Wir bekommen fiir den gewdhlten Probenwerkstoff Al 99
(Werkstoff Nr. 3.0205.08)



P [/
[NAmen?]
100 1 -ﬂa =237°C
J, = 150°C
S0
Werkstoft Al 89
Werkstoff Nr 3.0205.08
0 — . . ——— €zin L
lo

Abb.4: Spannungs-Dehnungsdiagramm fir 2 Temperaturen

K?
=
7500 -
g = 237°C
Versuch
5000 ———=—- Approximation
3, a150°C
2500
K——’— Werkstotf Al 99
Werkstoft Nr. 3.0205.08
0 T T w[ ]
0 5000 10000 k9

Abb.5: Verfestigungsgesetz fiir 2 Temperaturen
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2

/V?
- 7‘0‘/,?’ P )_7',

a-12%1643 X

mmY

c=04306 355 407"Z S, (3

2 A
K=2818 Yo - 226 K p

qu mm"% *

Die Approximation der Verfestigungskurven ist in Abb.5
dargestellt.

Aus Messungen im elastischen Bereich erhalten wir die
Temperaturabhédnigkeit des Schubmoduls zu

G=2%969 ~45,63% —Fr ¥ G

mim? °c 7 -

Damit ist der in Abb.5 dargestellte Ansatz tur k? in
analytischer Form bekannt und wir konnen die Verfesti-
gungsparameter ermitteln.

Zur Beschreibung des Verfestigungsverhaltens haben wir
in G1.(3.21) die normierte GréBRe & eingefiihrt.

7

:B (3
2¢ * 7

mit dem Wertebereich 0<6%1.Die Grenzen haben dabei fol-
gende Bedeutung:
6]
6

0 elastisches Verhalten

I idealplastisches Verhalten

.65)

.66)

L67)
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Unter Berlicksichtigung der Ableitung des Verfestigungs-
gesetzes in Gl. (3.64)

Pk 7/ 8o \ So
awp =a-C 56 WP} 5C (3.68)
erhalten wir fir B (wp /)
g 2 k*
Blw,, V)= : (3.69)

2 Qo 2 w, .

Um diese Verfestigungsparameter fiir jedes Inkrement be-
stimmen zu kdénnen,miissen wir fiir jeden Belastungsschritt
die plastische Verzerrungsleistung errechnen und damit
die plastische Arbeit aufintegrieren.

Die elastische Verzerrungsleistung errechnet sich aus
dem Spannungsdeviator und der Deformationsgeschwindig-
keit zu

“ T
VV/)— E: S/D (:Z—k Qf’) y (3.70)
oder nach Einsetzen von G1l.(3.5)

v{//g =§7; (2.)‘\ zfé't,{‘ f o€ ‘Cé‘f,{(/o) . (3.71)

Setzen wir flir A Gl1.(3.18) ein und vereinfachen den
Ausdruck,so folgt
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. 4 4 o
W g SP(kl) . (3.72)

Uberschieben wir G1.(3.12) von links mit £$ und bilden
dann Sp (T, ,D),so erhalten wir mit G1.(3.18) und Gl.(3.67)
~ S

Sp(Iele) =BT Sp(T D) . (3.73)

Die Verwendung dieser Beziehung liefert uns endgililtig
fliir die plastische Verzerrungsleistung

W =55 Spl( I D) . (3.74)

Dieser Ausdruck 148t sich flir jedes Inkrement leicht be-
rechnen,da die bestimmenden Gréfen wdhrend eines Inkre-
mentes bereits errechnet werden.
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4.Thermischer Prozef

4.1 Dissipierte Arbeit

Die spezifische Verzerrungsleistung w 148t sich in einen
elastischen und in einen plastischen Anteil aufspalten.

W=V + Wi (4.1)

Bei der plastischen Arbeit wp, konnen wir wiederum unter-
scheiden zwischen dem Anteil wp,der dissipiert,und dem
Anteil wy,der zur Strukturverdnderung im Inneren des
Materials beitridgt.

Wir beschreiben den Anteil der dissipierten Leistung
durch

W, = § W, (4.3)

wobei fiir 4, aus Experimenten [8] ein Wert von y=0,9:1,0
angenommen werden kann.

Dieser Anteil der Verzerrungsleistung soll in dem zu
berechnenden thermischen Zeitschritt als Widrmequellen-
leistung an der entsprechenden Stiitzstelle berlicksichtigt
werden.Die spezifische Verzerrungsleistung ﬁp wird gemdf
Gl.(3.74) fir jedes Inkrement errechnet.
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4.2 Wirmeleitungsgleichung

Die auch von Bruhns [5] angegebene Wirmeleitungsgleichung
lautet

¢ Qo VS =y Sp (Sk Do) + m,SplD)+ADiv GradF. (4.4)

Diese Gleichung ist aus der gekoppelten thermodynamischen
Theorie hergeleitet und enthdlt den "Kopplungsterm"

mJ, $p(D) “-5)

der durch die Volumendehnung bestimmt ist.

Die Frage nach der Temperaturveridnderung durch Volumen-
dehnung ist in der linearen Elastizitédtstheorie,zB. fir
Metalle von Lauert [34] und Mazilu/Schreiber [35] be-
antwortet worden.Sie haben gezeigt,daBl der Fehler bei
Ausnutzung der Streckgrenze in der Grdfenordnung von ca.
3°C liegt.Vernachldssigen wir diesen "Kopplumgsterm',

so kommen wir zur entkoppelten quasistatischen Theorie
die uns eine sichere Grundlage auch fiir thermoplastische
Prozesse liefert.

Wir erhalten dann aus Gl. (4.4)
CQ, \‘}_—_3 Sp(SeDs) 1A Div Grad J | (4.6)

oder unter Berilicksichtigung der Gl. (4.3)
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Cg)ow‘)‘—-/\'AJ:)/u}F g2 (4.7)

Als Anfangsbedingung gilt
F(x40) =, (x") (4.8)
und als Randbedingung auf einem Teil der &uBeren Oberfliche

VQIQD = I);MQ, . (4.9)

Unser Ziel ist es, ein Funktional mit Extremaleigenschaften
zu finden,dessen Variation nach den Temperaturen gleich
Null gesetzt die neuen Temperaturen als Ldsung des parti-
ellen Differentialgleichungssystems ergibt.In allgemeiner
Form ist dieses Funktional in [7] hergeleitet.Es sind
jedoch alle Konstanten =1 gesetzt.Berlicksichtigen wir

die tatsdchlich vorhandenen Konstanten,sowie die in
Gl1.(4.8) und G1.(4.9) angegebenen Anfangs-und Randbe-
dingungen,so erhalten wir mit

a;=—)i~— (4.10)

C g?o

als Temperaturleitfihigkeit und

H=V % (4.11)

—~-
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als Temperaturgradient zu Beginn eines Zeitschrittes
fiir das Funktional

F- gftof/&/Uth +222/7(AJ)ZJVJL‘
oV
+ gﬂvv);a’V—- = W //Jdl/dt (4.12)
T c e [fdl}dth

- @ffj vVJ(x:, 0 dV .
|4
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4.3 Temperaturansatzfunktion

Um die Variation des Funktionals Gl.(4.12) durchfiihren
zu konnen,miissen wir fiir die Temperatur eine Ansatzfunktion
der Form

Ve (rzt) (4.13)

angeben.
Die zu erfiillenden Bedingungen sind:

1.Die Funktion mufl einmal nach der Zeit differentier-
bar sein,also

2 s0 .

(4.14)

2.Die Funktion mufl zweimal stetig nach den Koordi-
naten differentierbar sein.

1
Jr? *0

Y
Jdz?

AuBlerdem miissen zur Zeit t=0 eines Zeitschrittes die

(4.15)

¥ 0

Temperaturen\%,und zur Zeit t=t, am Ende eines Zeit-
schrittes die Temperaturen qg angegeben werden.

Diese letzte Bedingung wird fiir eine beliebige Tempera-
tur V¥ erfillt durch
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gttt oy 4 Lo g

2 A t (4.16)

0 {

oder vektoriell dargestellt

Ve | — , N (4.17)

Aulerdem ist diese Gleichung einmal nach der Zeit stetig
differentierbar.

Zu einem beliebigen Zeitpunkt t mufl die Temperatur in
jedem Punkt eines Elementes durch die 4 Tenperaturen
der Knotenpunkte auszudrlicken sein. Wir wdhlen filir den
Ansatz die Form

e

J=(h b A A V| (4.18)
v,
5 qu-

Unter Beriicksichtigung der zweimalig stetigen Differentier-
barkeit nach den Koordinaten folgt fiir die Ansatzfunk-
tionen
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>
A
{
-\

Y (7~5/}7g<{)(7~5/hg7)

7)2= %(1+52n-§7)(1~51})g7)
(4.19)
h,= % (7+5in7275)(1+5/ng71)

h,= 4 (1-5ind

iy

\{)(1 + SIn '.7;17) ]

Damit ergibt sich nun endgiiltig die Temperaturansatzfunk-
tion

—\%4- —\}(50-1
\}"(;’—u;uzs:ZV)ﬁ% ?l +—tt0_ jﬂ >‘/(4'20)
o3 t,3
\ _1}&"/_ ._.‘j;o‘l...

wobei\&,=%g die Temperaturen der vier Knotenpunkte eines
Elementes fiir t=0 sind,und 02{-Maqdie Temperaturen am
Ende eines Zeitschrittes bei t=t,.
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4.4 Gradient und Divergenz

Berachten wir nun das Funktional in Gl.(4.12).Im ersten
und vierten Integral geht die Zeitableitung der Tempera-
turansatzfunktion ein.Im zweiten und fiinften Integral
stehen die Gradienten der Temperatur VAf.AuBerdem finden
wir den Laplace-Operator der Temperatur im dritten und
sechsten Integral.

Bevor wir zur Variation des Funktionals kommen,wollen wir
diese drei Ausdriicke explizit bestimmen.Die Zeitableitung
erhalten wir aus der Temperaturansatzfunktion unter Be-

riicksichtigung,da die Formfunktionen h; zeitunabhidnig

1
sind.

dEEEES

%

v
J=i (./')—4,772‘7'-73,F,1)ﬂ )}toz - \\fz P g (4.21)

oder abgekiirzt

V-2 hld-L). (4.22)

~s ~~ Vo
o

Als nédchstes wollen wir den Gradienten der Temperatur-
ansatzfunktion bestimmen.

9/

(4.23)

VAV

,
v,

PN
oV
| 0= |
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Die Koordinatentransformation ergibt uns

2V _ 9/ or + 2V 2z
0 ¢ dr Oy oz ¢

(4.24)

2V _ 9V 2r 4+ 9V 0z

97 dr 97 0z o~
oder in Matrizenform dargestellt auch

(24 [ 2 22 ][2Y]

o« 2¢ 8? v

= , (4.25)

24| | dr 2z ||V

_97- | 27 97 __?;_
kiirzer

p = }:q:« . (4.26)

S— -4_
Q’=J’ - P - (4.27)
Der Vektorli'ersetzt uns den gesuchten Gradienten der
Temperatur
i T
2
— or
- - (4.28)
A PX
dz
X _
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Setzen wir diese Beziehung in Gl1l.(4.27) ein,folgt

I itd
vV = }E = J, ‘ 3({ ) (4.29)
= ko2

Aus der Temperaturansatzfunktion G1l.(4.20) bekommen wir
die Ableitungen

oJ _ t,-t (ai, 2 p); 2 A
oy t, Dy oq+—((_2‘)oz+ 9'{5 os+ Dt{qu‘/
t [ 2A, Qb 24, D4y
* ¢, ( P, ‘{,{f 53 ‘)t,2+ 5% V:a.s’{ _a‘;"/:;q)
_ (4.30)
oV _t,-t [ 9k A, 24
e, 72 ty \ Da) ])0" t 97; ‘zz“ 973 7%34 \}oq)

- — NN
N 07, 9% 2% ok |V
o« | _t, -t |2« Py o %% 1%
9% | t, |2k Ik Ok %’L Vos
=2 99 27 99 99 ||,

(4.31)

ok 2k 24 K| ]
¢ |9¢ ¢ ’%Z £ |
oL 2% 2% 2% | |\,
97 ?7 97 37_




Analog zu der Herleitung der Koordinatenansatzfunktion
wollen wir hier die Matrix‘Efeinfﬁhren.

\

- = é F . T

'81} \}04 \%,1

W =E to’t \)0? +_£._ v?..z

28 |T LY, L G [Vl | (4.32)
..9'7 i L | oy Vi )]

Zur expliziten Bestimmung haben wir noch die Inverse der
Matrix J nach G1.(4.25) und G1.(4.26) herzuleiten.Wir er-

halten durch Invertieren

Iz 9z
1 1 2n 0« (4.33)
} T arez_azar |22 2r | -
= 91.35 g? 5;- 37 ag J

Setzen wir jetzt die Gl.(4.32) und Gl.(4.33) in Gl.(4.29)
ein,bekommen wir flir den Temperaturgradienten

/ — __ \‘
\;ZM'T %, T
o o3 Y/ '

(4.34)

<
NCS
'
U(é)!
s
§
3
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!. 9z 9h 2z b\ 2z A Pz 24,
Z_| 217 24 P72 99 8¢ P Iy
= | or % 9r 9% | 3r 2k _2r oF

L d¢ 99 37 ¢ | D¢ 29 dn ¢

2z 24 _ 2z 95!42 kv _ Dz az—vj

_ 27 Qq 9{ 30 90 9? 9? 97

9/’ 877'3_9/‘ 9/0 9" 37&/ ar 321
¢ 9% 97 ¢ ' d¢ 99 29 EG.J

Fiihren wir nun noch die Abkilirzung

— —— — —

_ [, ér\z.,

- = \}az to"t \}tol
V\} D 7)03 ta + D \)toj to

_\70‘/.4 LJ"’

(4.35)

(4.36)

(4.37)

Die im Funktional benétigten Anfangs-und Endwerte der

Zeitschritte sind dann zur Zeit t=t,

v JH(¢,) =

F1%;;'
Yo,
\}E'o}

Wm_

(4.38)
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und zur Zeit t=0

— [V]
VI}(O)=_§__ \jz (4.39)
_\LV-

Dén AusdruckdV erhalten wir,indem wir die Divergenz des

Temperaturgradienten bilden

Y
V;

AF =div (V) = div (4.40)

oderAausgeschrieben
S Y N ARV
4 Vet g = e t Vs (4.41)

Die Anwendung des Operators aus Gl.(4.25) auf J; 1iefert

2 2V, 2
3|y |5 | [ | |7
ER O PRI R N AR
_92 | _9 = i 22— ad —_9—'7_J

Flihren wir fiir die Matrix‘g in G1.(4.35) die Abkiirzung

Ity

B = (4.43)

o~

mit ,E'als Zeilenvektoren mit je 4 Komponenten ein,

(o)
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bekommen wir filir die Ableitungen die Ausdriicke

AN
I

J

to1

A

~

-+ —t— \}ta 2 >
Lo | Ve
L \9to ‘JJ

St
Soge fo &=

"t ("

(4.44)

N
1
1

o

Ve |
v}

_t_ tol >
to \jf;d ®
(Vv |

> /

O~
ot
]
—~
§~

-+

Sogo

~
L.

-

Nun liefert uns Gl.(4.42) durch Einsetzen von J

[ 9V,
dy
V|

| 97

_‘
Lo
\
i
1
i
Q)
N

__1 (4.45)
D

PSR
Sy

S
N
i
V
~

Durch Ausmultiplizieren bekommen wir die zweite Ableitung
nach r

(4.46)

L S 7 92 9\%’_ aZ 91};
Vv D | 95 P4 Jy o7 /
mit \J gemdB Gl.(4.44).

Fiihren wir noch in Gl.(4.44) fir den zeitabhidnigen Vektor

7 _ - - . \
“Z"l \Zo'l
£ =< Lt |V, + T |V S (4.47)
to \23 t” ‘-}Gos
u%%_ L\Loi

\ - /
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mit den Komponenten

t

c (4.48)
I = } .

t

ein,bekommen wir fﬁrlzw.durch Linsetzen der G1.(4.47)
und G1.(4.48) in G1.(4.46)

(az ok , Iz az/,‘,-_ar_i/};)
97} 9»73‘/ 9{ a')? ar{" 93 9@(79)

(4.49)

//
), = —5

i [ 22
p? 4l

2k 9z 9k 3z 2hl4
%f (gfy Dedn ;,uff, 27 i re —“)]'i

In gleicher Weise gehen wir zur Bestimmung der Ableitung
w&z vor und erhalten dafiir

r ki or 3k, Pr 0% ]
9? /()7? .9(( 94} DvQ?/
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GemiB Gl.(4.41) bekommen wir fiir 4V* den Ausdruck

IR i[az_{a"z Db, 9z 0k Dz ' )

_dz (92 25 9z 2k 9z Qz/;;)

(4.51)

or 2%, D' 2k, v D4
y (‘5;,’9,;,2" 5¢3 99 T Dy 3,22)

Zr | ki Ar 3°hi + or E)/),) ¢
- 972 (97’97 9? 27 2'{1 9? ayav P

Diesen Ausdruck wollen wir abkiirzen zu

A =" Z K.-t. (4.52)



- 67 -

4.5 Variation des Funktionals

Das Funktional G1.(4.12) soll nach den Knotenpunktstempe-
raturenﬂ%;;am Ende eines Zeitschrittes variiert werden.
Durch Ausfithrung der Integration erhalten wir dann ein
Gleichungssystem fir die gesuchten Knotenpunktstempera-
turen \,; .Wir werden dies fiir jedes Integral einzeln durch-
fihren und die einzelnen Gleichungen dann zusammenstellen.

=78 (4.53)

Auflerdem wollen wir dort,wo ein Doppelintegral steht,
die Zeitintegration analytisch durchfiihren.

Wir betrachten zuerst
to
F=1((loi'dv
=5 JIdVdt . (4.54)
oV

Aus Gl1.(4.22) erhalten wir dann

2
°q ? 1 | -
s —t-—;[b (J’to - Jo)] _ (4.55)
o 0 ~
Ausgeschrieben ergibt uns das
o 2 1|7 —
T LA 0) A ()
(4.56)

2

¢ h (‘)m - \)03) + qu (o~ \%‘/)]



- 68 -

Die Variation nach den Knotenpunktstemperaturen folgt zu

{

o
o1, (2 (BR - BB L)dVedt S, w
oV

mit den Formfunktionen

A,
_ | A,
h = F (4.58)
~ 3
| Pl
und den Knotenpunktstemperaturen
“\ ~
‘};u" \}04-l
g Ve
Sy, = | Z? Y N (4.59)
’\_O .‘jfa} { J 1703 [ 4
_IZ%V_ _\9;q_

Durch Integration nach der Zeit und durch Einsetzen der

Grenzen erhalten wir

dﬂf?—f[-*;’: ETE v, a’V+é[ErE_ }\/‘;odV}J\/:o . (4.60)

14 14

Durch variieren des zweiten Ausdruckes

Lo
fz:%iaf{[(dd)ZG’th (4.61)
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bekommen wir unter Beriicksichtigung der G1l.(4.52)

tZ

to
(2 [<t, [tt-t
14,2 [H[ k(M 5, )]
oV

(4.62)
l-{
(LK, I VAL
1=A
Die anschlieflende Zeitintegration ergibt dann
T
4 = ( Kk, v
14
(4.63)

fw—;g JV)dd, .

Im dritten Integral
a3 Vs ’ dV
2| (V) (4.64)
14

ist eine Zeitintegration nicht erforderlich.Wir erhalten
durch variieren

o4 = (@’

o a t Ez)\iode}\/;’o . (4.65)

v
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Setzen wir in

¢,
‘.‘?L{:—%‘%ffw}c”/a/l‘ (4.66)

oV

die G1.(4.22) ein,folgt hierfiir nach Variation und an-
schliefBender Zeitintegration

C

y‘f,_

Jﬂ,----—% ,/:)O/V/X‘;a, (4.67)
14

In gleicher Weise erhalten wir aus

to
fs"%‘t%ffdw}d]/dt (4.68)
oV

den Ausdruck

aé/ L4 to
S -2, B KAV I | e

v

und aus
f‘s"“afb VJ(X';O)O/V (4.70)
Vv

die Variation zu

offé = O . (4.71)
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GemdRB Gl.(4.53) setzen wir nun das gesamte Funktional
wieder zusammen und bekommen dafiir

/3L [FE S d Ve [V,
vV

\2 -
a’ T to J&} T, to
Y KK ?%‘{V’LDV ,K,K‘j“a/vﬁo
v 4 (4.72)

Wir ordnen diese Gleichung so,dafl die Summanden mit 2&0
auf der linken Seite stehen und kommen dann zu dem Glei-
chungssystem

welches allgemein die Form
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’Z'\}c = W (4.74)

hat.

In dieser Gleichung werden wir nun die erforderliche
Volumenintegration dhnlich der G1.(3.38) und G1l.(3.39)

fiir ebene oder rotationssymmetrische Systeme numerisch
durchfiihren.Die erhaltenen Elementmatrizen werden dann

zur Gesamtmatrix zusammengebaut und liefern ein Gleichungs-
system zur Berechnung der Knotenpunktstemperaturen.
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5. Experimentelle Untersuchungen

5.1 Quasistatische Versuche

Zur Bestimmung der Materialkonstanten und der Verfesti-
gungsparameter werden Versuche mit Dehngeschwindigkeiten
unter € = 0,003 1/min. bei verschiedenen Temperaturen auf
einer hydraulischen Zug-Torsionspriifmaschine )" durchge-
fiihrt.Bei einer solch niederigen Dehngeschwindigkeit
konnen wir den Versuch als isotherm annehmen.

Kraft -u. Momnentenmefidose

st
T

T
|

|

|

Il

1]

Abb.6: Zug-Torsionspriifmaschine

Zur Werkstoffwahl muB bemerkt werden,da zur Vermeidung
von Einfliissen der Materialstabilitidt,die z.B.bei weichen
Stdhlen in Form von Entlastungen nach Erreichen der

)" Die Maschine wurde von der Firma Schenk in Darmstadt
gebaut und vom Institut fiir Mechanik mit Mitteln der
Stiftung Volkswagenwerk erworben.
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Streckgrenze auftritt,nur ein Material mit stetigem Uber-
gang vom elastischen in den plastischen Bereich gewdhlt
werden sollte.Hochfeste Stdhle haben zwar das gewiinschte
Verhalten,besitzen jedoch nur geringe Bruchdehnung und
bedingen auBerdem,wegen der begrenzten Leistung der
Priifmaschine kleine, fir die Herstellung schwierige Proben-
abmessungen,da zur besseren Darstellung der Einschniirung
ein Vollquerschnitt benétigt wird.Die Wahl fiel auf den
Werkstoff Al 99,da unter Berilicksichtigung seiner gegen-
liber Stahl geringen Dichte @, eine hohe Wirmeleitfdhig-
keit und eine geringere spezifische Wirme gegeben ist.

238

‘————w——_ﬂ

f-90 34 —
—=1020,, |-

12

Abb.7: Probenabmessungen

Die Einspannung in der Maschine erfolgt an beiden Enden

reibschliissig.

Aus der Durchflihrung eines Zugversuches mit gesteuerter

Lingenidnderung erhalten wir das Kraft-Verlédngerungsdia-

gramm bei verschiedenen Temperaturen.Unter Voraussetzung
der Volumenkonstanz bekommen wir fir die logarithmische

Dehnung
42
- = (5.1
E=ln(17+ [0)

und die wahre Spannung aus
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F 42
J - Ao-(’h‘ 2

) . (5.2)

Diese Beziehung liefert uns dann-das in Abb.4 dargestellte
Spannungs-Dehnungsdiagramm.

Aus dem Zugversuch im rein elastischen Bereich erhalten
wir unter Beriicksichtigung der Elastizitdt der Maschine
die Temperaturabhidnigkeit des Elastizit#dtsmoduls zu

E=749958

/Vz -‘/7,97—7'{/— L (5.3)

mm mm? °C

Die in G1.(5.1) und G1.(5.2) errechneten Kurvenverlidufe
beziehen sich auf die &duBleren Dehnungen (Gleichmaf-
dehnungen) die von der Maschine aufgezeichnet wurden.

F
[kN]
28
¥:237°C
24
20
J=150°C
]
12 -
8
4 1
0 T T — v Ul T T T Sy
0 5 10 15 20 25 30 35 40 Al

(mm)

Abb.8: Kraft-Verldngerungsdiagramm aus Versuchen bei
verschiedenen Temperaturen ermittelt.

Sobald die lokale Einschniirung auftritt,sind die gemessenen
Werte nicht mehr brauchbar,da die Dehnung entlang der



Probenachse nicht mehr konstant ist.Um die tatsdchliche
Probendehnung entlang der Lidngsachse widhrend des Ein-
schniirvorgangs darzustellen,mufl im Verlaufe des Zugver-
suches eine Diaserie aufgenommen und diese spdter durch
Messung des Ortlichen Durchmessers ausgewertet werden.

Abb.9 zeigt ein Dia kurz vor Eintreten des Bruches.

Abb.9: Eingeschniirte Probe

Nehmen wir wieder die Volumenkonstanz an,

so erhalten wir fir die mittlere Ortliche Dehnung

2
E = (n do ) S (5.0)

Die Auswertung ergibt uns fiir die Dehnungen den Verlauf

in Abb.10. Die Flidchen unter den beiden Kurven sind gleich-
grof.Die Kenntnis der Dehnungen in der Einschnilirung er-
méglicht es uns,nachdem wir die tatsdchliche mittlere

Spannung in der Einschniirung mit

. Y- F
= ;;jrjff“ (5.5)

L

kennen,das Spannungs-Dehnungsdiagramm bis zum Versagen

des Werkstoffes darzustelilen.



- 77 -

Abb.10: Mittlere 6rtliche Dehnung entlang der Probenachse

| 0,
=
200
;
ol
0 - ' -
o 1 2 €

Abb.11: Mittlere Spannungen an der Einschniirstelle
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Die Kenntnis des Diagramms in Abb.11 liefert uns dann das
notwendige Verfestigungsgesetz in Gl.(3.64).

5.2 Schnell ablaufende Versuche

Diese Versuche werden geschwindigkeitsgesteuert mit den
Ziehgeschwindigkeiten V und Anfangsdehngeschwindigkeiten £_,

3

Versuchsreihe I V=1 mm/sec.; éﬁ= 8,9 10"~ 1/sec.
Versuchsreihe II V= 5 mm/sec.; év’ 44,6 10_3 1/sec.
Versuchsreihe I1T V=15 mm/sec.; £=133,8 107> 1/sec.

Die Aufzeichnung der Temperatur erfolgte mit Hilfe einer
infrarotempfindlichen Videokamera,weshalb wir uns kur:z

dem Verfahren der Temperaturbestimmung zuwenden wollen.

Das von der Kamera empfangene Mefsignal Sk setzt sich zu-
sammen aus der Emission der Probe, Ep,sowie der Transmission T,

und der Reflektion R, der Umgebung
SK=S-EID7‘/42,‘-%7','t . (5.6)

Die Spannzylinder der Zug-Torsionsmaschine und die Probe
befinden sich in einem von innen matt schwarzem Geh#duse,so
daf die Transmission der Umgebung génzlich und die Reflek-
tion mit ausreichender Genauigkeit ausgeschlossen werden.
kann.Das von der Kamera empfangene Signal ergibt sich
somit zu

Se= S E, . (5.7)

Das Signal S der Prdbe ist nun identisch mit der Tempera-
tur der Probe
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, . (5.8)
EP

Wir erhalten diese,indem wir den von der Kamera empfan-
genen Wert Sy durch die Emissionszahl £, der Probe divi-
dieren.Ein schwarzer Strahler hat die Emissionszahl

" 1 ",eine polierte Oberfldche eines Metalles ungefédhr

" 0,05 ".Man sieht hieran leicht,da die Temperaturbe-
stimmung mit steigender Emissionszahl genauer wird,da
ein MeRfehler des MeBsignals S, bei kleinem E, verstdrkt
wird und somit grofle Temperaturfehler zur Folge hat.

Die Anderung des MefRsignals um eine Einheit wiirde beim
schwarzen Strahler eine Temperaturinderung von 1°C bei
blankem Metall hingegen ungefihr 20°C zur Folge haben.

Mefibereich 1

05 -
Mefibereich I

0 — . T — — v T ¥
0 50 100 [oc]

Abb.12: Temperaturabhidnigkeit des Emissionswertes

Um nun eine grofere Emissionszahl zu erhalten,wurde die
Oberflidche der Proben sandgestahlt.



Vergleichsmessungen mit Hilfe mehrerer an der Oberfldche
angebrachter Thermoelemente liefern uns den temperatur-
abhdnigen Verlauf der Emissionszahl in Abb.12.Die Kennt-
nis der Emissionszahl erlaubt es uns nun das von der
Kamera auf einen Videorecorder aufgezeichnete Signal in
die tatsdchliche Probentemperatur umzurechnen.Da wir
jedem augenblicklichem Dehnungszustand einen Temperatur-
verlauf iiber dem Probenquerschnitt zuordnen wollen,miissen
wir in jedes Videobild die aktuelle Zeit seit Versuchs-
beginn einblenden.Der gemeinsame Start der Priifmaschine
und der Stoppuhr wird mit Hilfe eines eigens erstellten

Rechnerprogrammes veranlaflt.

Abb.13: Videobild mit Zeitsignal zur Temperaturbestimmung

Die durch die Probenachse gelegte Linie crgibt uns sofort
den Temperaturverlauf entlang dieser Linie wie in Abb.14
dargestellt.Aufgrund der Aufzeichnungstechnik des Video-
recorders erhalten wir 50 Einzelbilder pro Sekunde auf die
wir bei der Auswertung begrenzt sind.Beil der grofiten
Versuchsgeschwindigkeit V=15mm/sec. (Versuchsreihe IIT)

erhalten wir also pro Bild eine Lédngendnderung von O,3mm.



Zur Bestimmung des Dehnungsverlaufes iber der Probenachse
werden bei den Versuchen Diaserien mit der Geschwindig-

keit 4 Bilder pro Sekunde aufgenommen.
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Abb.14: Temperaturverlauf entlang eines 'Line select"
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5.3 Darstellung und Disskussion der Ergebnisse

Vergleichen wir die globalen Spannungs-Dehnungsdiagramme,
wie sie in Abb.4 fiir den isothermen Fall dargestellt sind,
nun fir den nichtisothermen Fall bei verschiedenen Zieh-
geschwindigkeiten,so kénnen wir im Bereich der Gleich-
mafldehnung nur unwesentliche Abweichungen erkennen.Dies
ist darauf zurilickzufithren,dal vor Beginn der Einschniirung
die Temperaturerh8hung im Probestab sehr klein ist,und
die damit verbundene Anderung des Festigkeitsverhaltens
keine grofen Unterschiede im Spannungs-Dehnungsdiagramm
zeigt.

Zur Betrachtung der Einschniirung kénnen wir die globalen
Spannungs-Dehnungsdiagramme nicht heranziehen,da diese
nur einen Mittelwert aller momentanen Dehnungszustédnde
wiedergeben.Wir betrachten deshalb ein Element in der
Mitte des Zugstabes,also an der Einschniirstelle und

200+

150

100

quasistatischer Versuch ~N

----- Ziehgeschwindigkeit V = Imm/sec

50
) —.— = Ziehgeschwindigkeit V=Smm/sec

Abb.15: Spannungen an der Einschniirstelle
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tragen die mittlere drtliche Dehnung gemdf Gl.(5.4) {iber
der tatsdchlichen mittleren Spannung auf.Abb.15 zeigt -

das Materialverhalten an der Einschniirstelle bei den
verschiedenen Ziehgeschwindigkeiten.Das steile Abfallen der
Spannungen bei hoher Ziehgeschwindigkeit ist auf die deut-
liche Erwdrmung des Probestabes im Bereich der Einschniir-
stelle zurilickzufiithren.

Y €
200 [*]
’ —_— tc 17 s6C
:: i —— t=z 25seC
150 - ———  ta30sec
wmsnenem ¢ 1 35 S0C
104
50- //“\\ Y
S/ .
/}/ \\\. ".\
—-// \.\\:i.‘.‘;'m‘ x B'I'“Iﬂi"miii‘i"
———— %:.”.
o P - ﬁ‘\\\%\ {
0 » P 80 80 w2 '

0 180 [mm]

Abb.16: Dehnungsverlauf liber der Lidngsachse (V=Tmm/sec.)

Die in Abb.16 und Abb.17 dargestellten Kurvenverlidufe
zeigen die 6rtliche Dehnung iiber der Probenachse zu ver-
schiedenen Zeiten.Bemerkenswert hierbei ist,daB nachdem
erst einmal die Probe an einer Stelle eingeschniirt ist,im
Bereich der GleichmafBdehnungen keine Anderungen mehr ein-
treten,sondern die Probe dort allmdhlich wieder entlastet.
Die Wanderung der Einschniirstelle (Dehnungsmaximum) ist
darauf zuriickzufithren,dal die obere Einspannung der
Maschine (1=0) fest steht,wdhrend die untere Einspannung
die Probe zieht,also bewegt wird.
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Abb.17: Dehnungsverlauf iliber der Lidngsachse (V=5mm/sec.)
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Abb.18: Temperaturverlauf {iber der Lingsachse (V=Imm/sec.)
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Im Weiteren wollen wir uns der Erwdrmung des Probestabes
zuwenden.In den Abb.18,19 und 20 sind die Temperaturver--
ldufe der einzelnen Versuchsreihen zu verschiedenen Zeiten

dargestellt.

10
T v T Y T T v T T T M T l
60 80 100 120 10 60 [mm]

Abb.19: Temperaturverlauf tiber der Lingsachse (V=5mm/sec.)

1
0 u T T v v v T T - T T —
0 20 0 60 80 100 120 140 150 [mm]

Abb.20: Temperaturverlauf iliber der Lingsachse (V=15mm/sec.)
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Vergleichen wir die Temperaturverlidufe mit den Dehnungs-
verldufen in den Abb.16 und 17 so kénnen wir sofort den
Zusammenhang zwischen dem Temperatur-und dem Dehnungs-
maximum erkennen.

In Abb.21 ist der Verlauf der Temperaturen an der Ein-
schniirstelle fiir die drei Versuchsreihen dargestellt.

2
w00 g

Vzimm/sec /
——— VzSmmigec

0 10 20 ) 0 Vit
[mm]

Abb.21: Temperaturverlauf an der Einschniirstelle bezogen
auf die Probenverlidngerung

Aus dieser Abbildung kann man erkennen,daB bei der Probe
mit der groBten Ziehgeschwindigkeit die Bruchdehnung am
kleinsten ist,und mit fallender Ziehgeschwindigkeit die
Bruchdehnung zunimmt.Dies erkldrt sich leicht damit,daf
mit kleiner werdender Ziehgeschwindigkeit der Einfluf
der Wirmeleitung steigt und somit ein grdflerer Bereich
um die Einschniirstelle herum erwdrmt wird.Das fithrt dazu,
daBl ein gréBerer Bereich flieRt,und somit eine gréfere
Gesamtdehnung zur Folge hat.Bei schnellen Versuchen ist
die Wirmeleitung so gering,daf der Bereich des starken
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Fliefens aufgrund der Erwdrmung beschridnkt ist auf die
Umgebung der Einschniirstelle.Dies fiithrt zu einer geringeren
Gesamtdehnung der Probe. \

Tragen wir die Maximaltemperatur der Einschniirstelle {iber
der Ziehgeschwindigkeit auf,so erhalten wir den in

Abb.22 dargestellten Verlauf.

3
 [oc]
lWT

Abb.22: Maximaltemperatur als Funktion der Ziehgeschwin-
digkeit.

Die Kurve verlduft immer flacher,gegen einen Wert,den wir
fiir den adiabaten Versuch erhalten wiirden.Es bleibt dann
nur noch der viskose Einfluf,der zu einer weiteren
TemperaturerhShung fithrt.Beim adiabaten Versuch verbliebe
der gesamte in Wdrme dissipierte Anteil der plastischen
Arbeit gemdfl G1.(4.3) am Entstehungsort.
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6.Numerische Losung des Problems

6.1 Allgemeines

In der Einleitung wurde bereits angegeben,daBl ein Inkre-
ment in einen isothermen Belastungsschritt und in einen
thermischen Zeitschritt aufgeteilt wird.Es folgt nun nach-
einander immer die Berechnung des Belastungsschrittes

und des thermischen Schrittes.Die widhrend des Belastungs-
schrittes aufgebrachte Verzerrungsleistung wird an den
thermischen Zeitschritt libergeben und dann anteilmidfig als
Widrme zugefiihrt.

Grundsdtzlich setzt sich die Berechnung eines Inkrementes
folgendermaflen zusammen:

1. Es werden der numerischen Reihenfolge nach die
Steifigkeitsmatrizen der einzelnen Elemente gebil-
det und zur Gesamtsteifigkeitsmatrix zusammenge-
baut.

2. Die rechte Seite des Gleichungssystems bestehend
aus den &duBeren Krdften bei Kraftsteuerung oder den
Geschwindigkeitsrandbedingungen bei Wegsteuerung
wird erstellt.

3. Ein Gleichungsl®éser errechnet die Knotenpunkts-
geschwindigkeiten des Gesamtsystems.

4, Die neuen Koordinaten der Knotenpunkte des
globalen Elementnetzes werden aus den Geschwindig--
keiten der Knotenpunkte errechnet und in einem Feld
ORTE abgespeichert.

5. Flir die einzelnen Elemente werden mit Hilfe der er-
mittelten Knotenpunktsgeschwindigkeiten die neuen
Spannungen errechnet und in einem Feld WERTE abge-
speichert.

6. Die Koeffizientenmatrix der Wirmeleitung wird
fiir die einzelnen Elemente berechnet,und zur
Gesamtmatrix zusammengebaut.
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7. Die rechte Seite des thermodynamischen Gleichungs-
systems bestehend aus den Temperaturen zu Beginn eines
Zeitschrittes wird erstellt.

8.Es werden die neuen Knotenpunktstemperaturen
berechnet und in einem Feld WERTE abgespeichert.

9. Das Hauptprogramm steuert die Berechnung des

neuen Inkrementes und die richtige Zeitschritt-

lédnge.

Durch geeignete Wahl der Knotenpunktsnummerierung 1dRt
sich die Anzahl der von Null verschiedenen GréBen in der
Gesamtsteifigkeitsmatrix klein halten.Mit Hilfe des in [6]
beschriebenen Skyline-Verfahrens werden nur diese von
Null verschiedenen Gréfen der Gesamtmatrix abgespeichert.
Dies fiihrt zur Einsparung erheblicher Speicherkapazitit
und macht die Verwendung von sogenannten Hintergrund-
speichern (z.B. Plattenabschnitte oder Magnetbidnder) zum
zwischenzeitlichen Abspeichern der Steifigkeitsmatrix
unndtig.Bei Verwendung von Hintergrundspeichern miiBten
jeweils Teile der Gesamtmatrix in den Kernspeicher geladen,
bearbeitet und wieder abgespeichert werden.

Das Skyline-Verfahren filihrt,da die gesamte Steifigkeits-
matrix bzw.die dazu notwendigen Informationen immer im
Kernspeicher vorhanden sind,zu erheblicher Rechenzeit-
ersparnis.

Das Rechnerprogramm wurde in FORTRAN IV erstellt,und die
Berechnung an einem Rechner MODCOMP IV durchgefiihrt.
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6.2 Berechnung der Knotenpunktsgeschwindigkeiten

Zur Béschreibung der Eigenschaften beliebig geformter
Elemente wird ein spezielles lokales Koordinatensystem
verwendet,wie in Abb.Z dargestellt.Es handelt sich dabei
um ein isoparametrisches Vierknotenelement,da Koordinaten-
und Geschwindigkeitsansatz linear sind (Gl.(2.24) und
Gl.(2.26)).Jeder Knoten hat als Freiheitsgrade die Ge-
schwindigkeitskomponenten uy,uy,so dafl fiir ein Element
maximal 8 Freiheitsgrade vorkommen.Die Elementsteifig-
keitsmatrix ist also eine 8x8 Matrix entsprechend der
lokalen Knotenpunktsnummerierung in Abb.23.

ts |

©0) @

| R

V-

Bl )

@—@ Knotenpunkte , 1-8 Geschwindigkeitskoordinaten

Abb.23: Lokale Nummerierung der Knotenpunktsgeschwindig-

keiten.

Beim Zusammenbau der Einzelmatrizen zu dem Elementnet:z
kommen wir zur globalen Nummerierung wie in Abb.24 darge-

stellt.
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Abb.24: Globale Nummerierung der Knotenpunkte und der
"Knotenpunktsgeschwindigkeiten (hier 10 Elemente).
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Die GroRen der Einzelsteifigkeitsmatrizen werden ent-
sprechend umnummeriert und in die Gesamtsteifigkeitsma-
trix addiert.

Die als Randbedingungen im Elementnetz festgehaltenen
Knotenpunkte bekommen im globalen System keine Geschwin-
digkeitsnummer,so daB sie im Gesamtsystem verschwinden.
In Abb.25 ist an einem Elementnetz mit zwei Elementen
der Einbau der Randbedingungen dargestellt.Man erkennt
hieran,dal die im Elementnetz festgehaltenen Koordinaten-
richtungen im Gesamtgleichungssystem verschwinden.Dies
ist beabsichtigt,da die entsprechenden Knotenpunktsge-
schwindigkeiten gleich Null sind.

Die Losung dieses Gleichungssystems fiir mehrere Inkre-
mente mit einer auf der rechten Seite als konstant ange-
nommenen Kraftgeschwindigkeit F ergibt nur zu Beginn der
Formdnderung brauchbare Ergebnisse.Da im tats#dchlich
durchgefiihrten Versuch die Kraftgeschwindigkeit F von
einem endlichen,im elastischen Bereich konstanten Wert
ausgehend, immer kleiner und spdter auch negativ wird,
ist es erforderlich,die Kraftgeschwindigkeit laufend zu
dndern,so dafl bei einem Zugversuch die dufleren Geschwin-
digkeiten konstant sind. Dies wilirde die Berechnung eines
weggesteuerten Versuches sicherstellen.Der Verlauf der
Geschwindigkeit bei ver#dnderlicher und konstanter Kraft-
geschwindigkeit F ist in Abb.26 dargestellt.

Eine sinnvolle Berechnung eines kraftgesteuerten Zug-
versuches ist somit nur méglich,wenn der Verlauf der
duBBeren Kraft vorgegeben wird.Der Versuch soll uns aber
nur die Verfestigungsparameter und Materialkonstanten
liefern.Wir geben deshalb die duBeren Geschwindigkeiten
Veansd @l Zugstab vor und kommen dann der Berechnung einer

Wegsteuerung nahe.
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Abb.25: LEinbau der Randbedingungen
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F vRund

_____ Kraftsteuerung —~—— Wegsteuerung

Abb.26: Beziehung zwischen F und Ve, s Deim Versuch unter
Annahme von F=const. bzw. Veaq.q =CONst..

Die Vorgabe der Geschwindigkeit V,, , erfordert nun den
Umbau des vorhandenen Gleichungssystems.Abb.27 zeigt einen
Zugstab mit 10 Elementen,jetzt unter Berilicksichtigung

der als konstant anzunehmenden Geschwindigkeiten V,,,

A und V32 .

30
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V28 = V30= V32 = const.

Abb.27: Vorgabe der konstanten Randgeschwindigkeiten

V-,V

=52 V30 und Vé;'
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Abb.28: Ausgangsgleichungssystem fiir Kraftsteuerung
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Abb.29: Reduziertes Gleichungssystem zur Steuerung der

duBBeren Geschwindigkeiten Veand

Aus dem Gleichungssystem in Abb.28 fiir eine kraftgesteu-

erte Berechnung kommen wir gemdR dem Zugstab Abb.27 zu

dem neuen Gleichungssystem in Abb.29 und Abb.30.
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Abb.30: Ubrige Gleichungen zur Bestimmung der #Hufleren
Krdfte F;.

Die Lésung des Gleichungssystems in Abb.29 liefert uns
die Betrdge der noch freien Knotenpunktsgeschwindigkeiten
innerhalb des Zugstabes.Die zusdtzlichen Gleichungen in
Abb.30 koénnen wir zur Berechnung der duBeren Krédfte be-
nutzen.Der Verlauf der Geschwindigkeiten zu Beginn des
Zugversuches und nach Auftreten der Einschniirung sind
qualitativ in Abb.31 dargestellt.

Da der Probestab filir den Zugversuéh symmetrisch ist,
rechnen wir aus Griinden der Rechenzeit-und Speicherplatz-
ersparnis nur ein Viertel des Stabes gemdfl Abb.32.Die
Mittelachse der Probe dndert sich nicht und kann daher in
dem Viertelstab in radialer Richtung festgehalten werden.
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Abb.31: Geschwindigkeitsverlauf liber der Probenachse bei
festgehaltener Probenmitte.

AV,

bewegliche
Einspannung

>

>

>

>
feste
Einspannung

fest

Abb.32: Darstellung des Viertelstabes.



Betrachten wir das Gesamtgleichungssystem in Abb.29,

so konnen wir erkennen,dafl die Gesamtsteifigkeitsmatrix
symmetrisch ist und die von Null verschiedenen GréBen in
einem Band um die Hauptdiagonale angeordnet sind. Die
Verwendung des bereits in Abschnitt 6.1 angesprochenen
Skyline-Verfahrens ermdglicht es uns nun,nur die Werte
der Gesamtsteifigkeitsmatrix abzuspeichern,die ungleich
Null sind.Um diese Gréflen nun wieder gezielt aufzusuchen,
ist es erforderlich die Gesamtsteifigkeitsmatrix in zwei
Vektoren abzulegen.Der erste Vektor beinhaltet alle von
Null verschiedenen GroBen der Steifigkeitsmatrix.Im
zweiten Vektor stehen nur die Nummern der Hauptdiagonal-
elemente.Abb.33 zeigt die Umwandlung der Gesamtsteifig-
keitsmatrix in zwei Vektoren.

Inhalts-
Gesamtsteifigkeitsmatrix Koeffizientenvektor vektor
— N N
Al Al A AL AL O 0 0 0 0 O 0 =eo Al | A7 | A7 1
2 2 2 2 2 2 a2 2 A; Ag Allg 2
A A A, A5 A A A AR 0 0O 0 e Aé A:z A'E’ 4
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4 4 . 4 4 A3 A; Ay 1"
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6 ) AL | Ap [ AR 27
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Abb.33: Umbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix
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Da die Matrix symmetrisch ist,wird nur der Teil oberhalb
der Hauptdiagonalen abgespeichert.Man findet nun einen
Wert ih der Gesamtsteifigkeitsmatrix wieder,indem man
anhand der gewlinschten Koordinatenrichtung aus dem In-
haltsvektor die Nummer des Hauptdiagonalelementes ent-
nimmt und diese im Wertevektor aufsucht.

6.3 Spannungsintegration und Zeitschrittsteuerung

Die LOsung des linearen Gleichungssystems fiihrt zu den
Knotenpunktsgeschwindigkeiten in dem angenommenen Ele-
mentnetz.Die neuen Spannungen am Ende des derzeitigen
Inkrementes erhalten wir gemdfl Gl.(3.57) und Gl. (3.58),
indem wir die entsprechenden Vektoren mit den hier er-
rechneten Knotenpunktsgeschwindigkeiten multiplizieren.
Zu beachten ist hierbei,daf wir die Spannungen fiir jedes
Element einzeln ermitteln miissen. Es ist daher erforder-
lich die Knotenpunktsgeschwindigkeiten der lokalen Knoten-
punktsnummerierung aus dem globalen Netz herauszusuchen,
und dabei die konstanten und die gleich Null gesetzten
Knotenpunktsgeschwindigkeiten mit einzubauen.Der Vektor
der Knotenpunktsgeschwindigkeiten liefert uns auch die
neuen Koordinaten der Knotenpunkte im Elementnetz.

Die ermittelten neuen Koordinaten und Spannungen werden
in einem Feld ORTE bzw. WERTE abgespeichert,um bei der
Berechnung des nidchsten Inkrementes wieder abrufbar zu

sein.

Nun wollen wir an dieser Stelle noch auf die GroBe der
Zeitschritte eingehen.Die Zeitschrittsteuerung soll so
erfolgen,dal der elastische Bereich in einem oder zwei
Schritten durchlaufen wird,dann ein Bereich mit sehr
kleinen Schrittweiten folgt,und wenn die Spannungskurve
sich der Horizontalen n#hert,sollen die Inkremente wieder

anwachsen.Solange die Berechnung im elastischen Bereich
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erfolgt,wird nach jedem Inkrement abgefragt,ob die Flief-
grenze des Werkstoffes in einem Element bereits {iber-
schritten wurde.Ist das der Fall,erfolgt eine Verklei-
nerung der Schrittweite zur genaueren Bestimmung der
Fliegrenze.Die Schrittweite wird nach Eingrenzung der
FlieBgrenze allmdhlich wieder vergrdfert.Die Anderung
erfolgt automatisch jeweils durch Halbieren bzw.spédter
durch Verdoppeln des vorherigen Wertes der Zeitschritt-
grofle.Die Vorgabe eines anderen Multiplikationsfaktors

im Programmablauf ist ebenfalls méglich.

6.4 Berechnung der Knotenpunktstemperaturen

Nachdem wie im vorherigen Abschnitt beschrieben fiir ein
Inkrement im Belastungsschritt zuerst die Knotenpunkts-
geschwindigkeiten und anschlieflend die neuen Spannungen
berechnet wurden,soll nun die Erhéhung der Temperaturen
aufgrund der Dissipation der plastischen Arbeit und der
Warmeleitung im Werkstoff berechnet werden.

Gemdfl Gl.(4.74) bekommen wir ein Gleichungssystem in dem
auf der linken Seite die Temperaturkoeffizientenmatrix
und auf der rechten Seite ein Vektor der Temperaturen zu
Beginn des Zeitschrittes steht.Die Losung dieses Glei-
chungssystems erfolgt nach dem Skyline-Verfahren mit
demselben Gleichungsléser,der uns auch die Knotenpunkts-
geschwindigkeiten liefert.Im folgenden wollen wir die
Berticksichtigung der Temperaturrandbedingungen betrachten.

Sollen in Abb.34 die Temperaturen \2;:5b§3 konstant ge-
halten werden,so kommen wir zu dem in Abb.35 dargestellten
reduzierten Gleichungssystem,das nun nur noch die freien
Temperaturen berechnet.Die nicht mehr bendtigten Glei-
chungen in Abb.35 kénnen wir benutzen,um den Wdrmefluf

in die Einspannungen zu berechnen.Als Ldsung dieses
Gleichungssystems erhalten wir sofort die neuen Tempera-
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turen-am Ende eines Zeitschrittes.Eine Zeitintegration,
dhnlich der Spannungsintegration,ist hier nicht erforder-
lich.Die ermittelten Temperaturen werden ebenfalls in
dem Feld WERTE abgespeichert und stehen zur Berechnung
des ndchsten Inkrementes wieder zur Verfiigung.
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6.5 Strategie des Rechnerprogrammes

Fliir die Berechnung des Zugstabes wurde ein Finite-Element-
Programm in Fortran IV erstellt.Der Programmablauf ist in
Abb.36 dargestellt.Das gesamte Programm besteht auBer dem
Hauptprogramm aus 22 Unterprogrammen von denen im folgen-
den die Wichtigsten erlidutert werden.

Das Hauptprogramm hat neben der Zeitschrittsteuerung
noch folgende Aufgaben:

1.Festlegung der Anfangswerte und Berechnung der

Skyline-Inhaltsvektoren in EINGAB
2. Aufruf von HAU zur Berechnung der Knotenpunktsge-

schwindigkeiten.

3.Aufruf von SCHRIT zur Durchfihrung der Spannungs-
integration.

4 . Aufruf von THAUPT zur Berechnung der neuen Tempe-
raturen.

5.Aufruf von AUSGAB zur Ausgabe der Elementwerte fir
die gewiinschten Elemente.

6. Am Ende der gesamten Rechnung erfolgt der Aufruf
des Unterprogrammes TOTAL zur Ausgabe sdmtlicher
Knotenpunktskoordinaten, -spannungen und -tempera-

turen.

Im Unterprogramm EINGAB werden die Abmessungen des Zug-
stabes eingefragt und das Elementnetz mit allen Knoten-
punkts-und Elementnummerierungen aufgestellt.AuRerdem
werden alle Geschwindigkeits-und Temperaturrandbedin-

gungen mit eingebaut.

Im Unterprogramm HAU wird die Gesamtsteifigkeitsmatrix
des Elementnetzes im Skyline-Verfahren zusammengebaut,
und die Berechnung der Knotenpunktsgeschwindigkeiten
mittels des Gleichungsldsers RGECCS veranlafit.
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Abb.36: Programmablauf
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Das von HAU gerufene Unterprogramm STEIF integriert die
Steifigkeitsmatrix eines Elementes aus den Werten der
jewells in MATR berechneten Stiitzstelle.Im Unterprogramm
LAST wird die rechte Seite des Gleichungssystems aufge-
baut und die Reduzierung des Gleichungssystems fiir kon-
stante Randgeschwindigkeit durchgefiihrt.

Nach Berechnung der Knotenpunktsgeschwindigkeiten wird

vom Hauptprogramm das Unterprogramm SCHRIT gerufen,welches
seinerseits die Spannungsintegration und die Berechnung
der neuen Knotenpunktskoordinaten durchfiihrt.

Die Berechnung eines thermischen Zeitschrittes erfolgt
nach Abspeicherung der in SCHRIT ermittelten Werte.Das
Unterprogramm THAUPT stellt dazu die Koeffizientenmatrix
der linken Seite sowie die rechte Seite zusammen und
ruft den Gleichungsldser RGECCS zur Berechnung der neuen
Knotenpunktstemperaturen.

Nachdem nun jeweils ein Inkrement vollstidndig berechnet
wurde,veranlaflt das Hauptprogramm durch Aufruf von AUSGAB
flir die gewlinschte Anzahl von Elementen den Ausdruck der
Knotenpunktskoordinaten,Spannungen und Temperaturen.Am
Programmschlufl werden mit Hilfe des Unterprogramms

TOTAL sdmtliche Knotenpunktstemperaturen,Spannungen und
Koordinaten des Elementnetzes ausgedruckt.

Aufgrund der Speicherplatzkapazitdt des Rechners sind

wir auf Berechnungen von maximal 120 Elementen beschridnkt.
Das bedeutet bei Berechnung eines Viertelstabes,daB wir
den gesamten Zugstab in 480 Elemente aufteilen kodnnen.
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6.6 Darstellung und Disskussion der Ergebnisse

In diesem Abschnitt wollen wir die errechneten Tempera-
tur-und Spannungsverldufe den Versuchsergebnissen gegen-
iiberstellen.

Die Abb.37,38 und 39 zeigen die Temperaturverldufe iiber
der Probenachse beginnend an der festen Probeneinspannung
zu verschiedenen Zeitpunkten.In Abb.40 ist die Erwédrmung
der Einschniirstellen der drei Versuchsreihen bezogen

auf die aktuelle Probenverlidngerung dargestellt. Betrath-
ten wir zuerst die Einschniirstelle selbst,so sehen wir,
daB die Versuchsauswertung hdhere Temperaturen ergab,als
die Finite-Element-Rechnung.Auflerdem ist die Temperatur-
spitze gegeniiber der Berechnung beim Versuch auf einen
schmaleren Bereich beschridnkt.Dies hdngt mit der relativ
kleinen Anzahl der verwendeten Elemente zusammen.Bis

zum Beginn der Einschniirung haben sich wegen der Gleich-
mafRdehnung alle Elemente um den gleichen Betrag verlédngert,
wenn man einmal filir einen Augenblick die Randeinfliisse
und die Temperaturunterschiede nicht beriicksichtigt.
Wihrend der Einschniirung selbst verlidngern sich nur noch
die Elemente in der Umgebung der Einschnilirung.Die gréfiten
Lingendnderungen widerfahren den Elementen direkt an der
Einschniirstelle,also an der Stelle engsten Querschnittes.
Da die Dehnungen dort in der GrdBenordnung umE,=1,5 liegen,
werden die inneren Elemente auf die ca.fiinffache Ausgangs-
linge gedehnt .Dies fiihrt bei Verwendung von z.B.3x20
Elementen fiir einen Viertelstab dazu,dall ein Element an
der Einschnlirstelle,welches eine Ausgangsldnge von 2,8 mm
hatte,nun ca.14 mm lang ist,und somit in diesem Bereich
nur noch zwei Integrationsstiitzstellen in z-Richtung

zur Verfiigung stehen.Daraus folgt,dal die erreichte End-
temperatur kleiner ist,und der sehr steile Anstieg der
Temperatur besonders im schnellen Versuch nicht erreicht
wird.Eine Erh8hung der Anzahl der Elemente in Richtung
der Probenachse liefert hier verbesserte Ergebnisse.
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Im Bereich der GleichmaBdehnung bzw. im Ubergangsbereich
zur Einschniirstelle liegt der errechnete Temperaturver-
lauf Uber den gemessenen Werten.Dies war zu erwarten,da
die Rechnung von einer adiabaten Mantelflidche der Probe
ausgeht,und somit keine Widrmestrahlung und keine Wirme-
tibertragung an die Umgebungsluft beriicksichtigt. Die
durchgefiihrten Berechnungen gehen davon aus,daBl gemif
Gl.(4.3) 95% der plastischen Arbeit in Warme dissipieren.
Damit wird der Wert y in Gl.(4.3) mit §=0,95 angenommen.
Um die Temperaturverldufe entlang der Probenachse aus
Rechnung und Versuch miteinander vergleichen zu kd&nnen,
war es erforderlich die Randtemperatur an den Einspann-
ungen der Probe in der Rechnung dem Versuch anzupassen.
Im Versuch kann die Warme nicht schnell genug aus der
Probe abgefiihrt werden,so dal sich die Probenenden um
einige Grade erwdrmen.Die Rechnung jedoch hielt die Rand-
temperatur mit % =23,7°C konstant.Durch Erhshumg der
Randtemperatur wdhrend der Rechnung gem#df dem Versuchs-
ablauf bekommen wir die dargestellten Temperaturverldufe
in Abb.37-39 und somit die Mdglichkeit des Vergleichs
zwischen Versuch und Rechnung.Die Anpassung erfolgte am
rechten Probenrand.Die Unsymmetrie bzw.der steilere
Abfall der Temperatur an der linken Einspannung erklédrt
sich dadurch,daR die Einschniirung beim Versuch einseitig
erfolgte,und nur zum besseren Vergleich mit der Rechnung
in die Probenmitte verlegt wurde.Aufgrund des im Versuch
kleineren Abstandes zwischen Einschniirstelle und linker
Einspannung folgt ein stédrkeres Temperaturgefidlle.

Die Abb.41 zeigt den Verlauf der Probenradien iiber der
Linge der Probe,also die Geometrie der Einschnilirstelle.
Man sieht,daf in der Umgebung der Einschniirstelle die
Rechnung einen héheren Materialflufl ergibt,als es der Ver-
such zeigt.Dies kann aufgrund der in der Rechnung hoéheren
Ortlichen plastischen Arbeit auch eine zusédtzliche
TemperaturerhShung in der Umgebung der Einschniirung be-
wirken.
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Abb.41: Verlauf der Probenradien.

Wenden wir uns nun der Betrachtung der Spannungsverlidufe
zu.Die Abb.42 und 43 zeigen uns den jeweils errechneten
Spannungsverlauf fiir die Anwendung der Normalenregel
(=0) und fir deren Erweiterung gemidfl Gl.(3.5).Der Wert ¢
wurde fiir den gesamten Versuchsablauf konstant gehalten.
Die jeweils dritte Kurve zeigt uns zum Vergleich die Ver-
suchsergebnisse.Die Spannungsverldufe beziehen sich nur
auf die Einschniirstellen und sind itiber der mittleren
Ortlichen Dehnung dargestellt.

Das in Abb.28 dargestellte Gleichﬁngssystem errechnet im
isothermen Belastungsschritt die Knotenpunktsgeschwin-
digkeiten fiir die Steuerung der #duRleren Kraft.Erreicht

man das Maximum der in Abb.8 dargestellten Kurve,so wird
die Kraftgeschwindigkeit negativ,was zum Abbruch der kraft-
gesteuerten Rechnug fihrt.Dieser Punkt wird als Beginn der
Einschniirung angenommen.Um nun das Materialverhalten
widhrend der Einschniirung zu berechnen,wurde ein Programm
erstellt,das das Gleichungssystem in Abb.29 18st.
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Durch Vorgabe einer konstanten Ziehgeschwindigkeit konnen
wir liber den Einschniirbeginn hinwegrechnen.

Allein aufgrund des Temperaturverlaufes,der uns in der
Probenmitte die héchste Temperatur liefert,tritt die Ein-
schnirung fiir die untersuchten Ziehgeschwindigkeiten und
Probenabmessungen nicht auf.Es ist daher erforderlich eine
6rtliche Stdrung in den Prozefl einzubringen,die die
Einschniirung bewirkt.Die gebrduchlichste Methode ist

eine Kerbe an der Probe vorzusehen,die dann als geome-
trische Inperfektion in die Rechnung eingeht.Ein Vergleich
der erzwungenen Einschniirung mit dem Zugversuch an einer
glatten Probe ist dann eigentlich nicht zuldssig.Die Er-
zwingung des kleineren Durchmessers an der Einschniirstelle
wurde durch Zerspanung des Werkstoffes herbeigefiihrt

und nicht durch plastische Materialumformung.Ich halte
wihrend der Rechnung,abgesehen von ca. 6 Elementen in
Probenmitte die r-Koordinaten der Randknotenpunkte fir

ca. 100 von insgesamt 3000 gerechneten Inkrementen fest.
Diese Elemente werden widhrend der Rechenschritte nicht
weiter verformt.Nachdem die Probe dann leicht eingeschniirt
ist,lasse ich die Knotenpunkte wieder los.Die aufgebrachte
ProzefRstdrung wird also durch plastische Materialum-
formung hervorgerufen und somit die damit verbundene Ver-
formungsarbeit an der Einschniirstelle berticksichtigt.

Wir wollen diese ProzeBstdrung im weiteren als kinematische
Inperfektion bezeichnen.

Zur Frage der Stabilitdt und Fortpflanzung einer der-
artigen kinematischen Inperfektion betrachten wir die
Abb.44 .Beginnen wir mit der erzwungenen Probeneinschnlirung
an der mit "A" gekennzeichneten Stelle,so beharren die
Elemente,deren Knotenpunkte festgehalten werden fir die
Stérungszeit im Zustand "A'",wdhrend die einschniirenden Ele-
mente den Zustand '"B" erreichen und weiter verfestigen.
LiBRt man nun alle Elementknoten wieder los,so wird die
aufgebrachte Stdrung allmdhlich wieder ausgeglichen und
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Abb.44: Kraft-Verldngerungsdiagramm des Zugstabes

eine Lokalisierung der Einschniirung tritt nicht ein.Anders
ist es jedoch,wenn wir im Maximum der Kraft die Stdrung
aufbringen.Alle Elemente befinden sich im Zustand "C",in

dem auch die Elemente mit festgehaltenen Knotenpunkten
verweilen,wdhrend die einschniirenden Elemente den Zustand
"D" erreichen.Geben wir nun die Knotenpunktskoordinaten

der Randknoten wieder frei,so pflanzt sich die Einschniirung
weiter fort,und die anderen Elemente entlasten.Dies war auch
zu erwarten,da die duBere angreifende Kraft abnimmt.

AbschlieBend soll noch auf eine numerische Besonderheit hin-
gewiesen werden die die Ubereinstimmung der theoretischen
Ergebnisse mit den Werten der schnell ablaufenden Versuche
sicherstellt.

Die Berechnung des isothermen Belastungsschrittes ergibt
immer eine positive Spannungsgeschwindigkeit aus Gl.(3.52).
Der Grund hierfiir ist der stetige Anstieg des Verfesti-
gungsansatzes k2=k2(wp;J) nach Gl. (3.64) fiir zunehmende
plastische Arbeit und konstante Temperatur‘\’.Daraus folgt,
daf in den Belastungsschritten die Spannungen anwachsen
und auch bei sehr schnell ablaufenden Versuchen nicht ab-
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fallen konnen.Die anschliefende Berechnung des jeweiligen
thermischen Zeitschrittes &dndert nach der bisher vorge-
stellten Berechnungsmethode nichts an den Spannungen.

Faft man einen Belastungsschritt und einen thermischen
Zeitschritt zu einem Inkrement zusammen,so kann bei schnell
ablaufenden Versuchen durch den Einflufl der Temperatur
gemdfl Gl.(3.64) die Verfestigung k2 abnehmen.Da aber die
FlieBbedingung nach v.Mises erfiillt sein mufl,folgt daraus
eine Abnahme der Spannungen.

Umn dieses Einflufl zu beriicksichtigen,berechne ich am Ende
eines thermischen Zeitschrittes mit den neuen Temperaturen
nochmals die Verfestigung nach Gl.(3.64).Da wdhrend des
Zeitschrittes die Temperaturen ansteigen,wird die Ver-
festigung ?2 am Ende des Zeitschrittes kleiner sein.Um

die Anndherung der Berechnung an die schnell ablaufenden
Versuche durchzufiihren, definieren wir einen Multiplikations-

faktor
-2

_ Kk
k*/ = -——2:3—- . . (6.1)

Er gibt uns das Verhdltnis der Verfestigungen zu Beginn und
am Ende eines thermischen Zeitschrittes an.

Setzen wir diese Gl.(6.1) in die FlieBbedingung G1.(3.10)
ein,folgt als Bedingung zur Berechnung der neuen

Spannungen im thermischen Zeitschritt

Feyw$p(Li)-k'=0 (6.2)

wobei der Ausdruck w Sp(Tkz) die neuen Spannungen am

Ende des gesamten Inkrementes liefert.Diese Vorgehensweise
stellt dann sicher,dall bei einem groflen Temperaturan-
stieg die Spannungen dem Verfestigungsgesetz folgend ab-
nehmen. Die so erhaltenen Spannungen werden in einem



- 119 -

Feld WERTE abgespeichert und dienen als Ausgangsgrdfien
zur Berechnung des nachfolgenden Inkrementes.



7. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein Verfahren zur Berech-
nung der Einschnilirung eines Zugstabes vorgestellt,das auch
durch Einbau eines anderen Elementnetzes auf andere umform-
technische Probleme iibertragbar ist.

Die Berechnung der thermoplastischen Materialumformung
teilt sich auf in die Berechnung eines isothermen Belastungs-
schrittes und eines thermischen Zeitschrittes.Die jeweiligen
Zustandsgrofen werden an den nachfolgenden Berechnungs-
schritt als externe Parameter {ibergeben und schaffen somit
die Kopplung der thermischen Gleichungen mit den Stoffge-
setzen.Die sich ergebenden Differentialgleichungen werden
jeweils mit Hilfe der Finite-Element-Methode in lineare
Gleichungssysteme umgerechnet und geldst,wobei sich im
Belastungsschritt als Losung die Knotenpunktsgeschwindig-
keiten ergeben.Die neuen Spannungen erhdlt man durch eine
entsprechende Zeitintegration.Als LOsung des Gleichungs-
systems im thermischen Zeitschritt ergeben sich direkt

die neuen Knotenpunktstemperaturen.

Der Beginn der Einschniirung wird in dieser Arbeit nicht
durch eine an der Probe angebrachte Kerbe hervorgerufen,
sondern durch Aufbringung einer kinematischen Inperfek-
tion.Diese besteht darin,die Knotenpunktskoordinaten der
Elemente auBlerhalb des Einschniirbereiches in radialer
Richtung solange festzuhalten,bis sich die entstehende
Einschniirung von selbst weiter fortpflanzt.

Die Berechnung wird mit Hilfe von Viereckselementen durch-
gefiihrt,wobei sich liber den Probenquerschnitt maximal 480
Elemente gleichmédBig verteilen.Der Nachteil hierbei ist,
dafl eine ErhO6hung der Elementzahl in radialer Richtung

an der Einschnilirstelle Probleme beim Aufbau der Gesamt-
steifigkeitsmatrix ergibt.Bei Verwendung von z.B. Drei-
eckselementen ist eine Elementverfeinerung einfacher
durchzufiithren.Fir die Berechnung des plastischen Anteils
der Deformationen wird neben der Normalenregel auch die
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Auswirkung eines Abweichens von der Normalenregel auf die
Spannungen untersucht.Auflerdem zeigt sich,daB die Verwen-
dung anderer Stoffgesetze die z.B. zusdtzlich von der
Ziehgeschwindigkeit abhdnig sind,eine Verbesserung der
Berechnung der Spannungsverlidufe bringen kann.

Den theoretisch ermittelten Ergebnissen werden die
experimentell an Proben aus Al 99 gefundenen Werte gegen-
libergestellt.
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