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ZUSAMMENFASSUNG

Die vorliegende Arbeit widmet sich den Variationsprinzipen
in der Theorie der Wirmeausbreitung und in der Plastizitdts-
theorie. Die heute in diesem Bereich bekannten Variations-
prinzipe werden vorgestellt. Man versucht, ihre mathemati-
sche Theorie zu vereinheitlichen und zu vervollstidndigen.

Flir die Wdrmeausbreitungsprozesse wird auf der Basis des
neu entwickelten Variationsprinzips der virtuellen Energie-
libertragung ein Extremal-Variationsprinzip ausgearbeitet.

Flir die Plastizitdtstheorie wird eine einheitliche Darstel-
lung der Variationsprinzipe der Spannungsgeschwindigkeit
und der Extremal-Variationsprinzipe, die mit Hilfe der
Theorie der konvexen Analysis entwickelt sind, vorgeschla-
gen. Fiir solche Arten von plastischen Materialien, fiir die
die konvexe Analysis keine klassische Extremal-Variations-
prinzipe liefern kann, wird ein Zwei-Kriterium Extremal-
Variationsprinzip konstruiert. Solche Zwei-Kriterium Extre-
mal-Variationsprinzipe sind fiir die Anwendung bei gekoppel-
ten thermomechanischen Prozessen geeignet.

SUMMARY

The present work is devoted to the variational principles
in plasticity and in the theory of heat transfer. The most
known variational principles in these fields are considered.
It is looked upon completing and unifying their mathemati-
cal theory.

For the heat transfer processes, based upon the now proposed
variational principle of the virtual energy transfer, an
extremal variational principle is elaborated.

For the theory of plasticity an unitary exposition of the
stress-rate variational principles and of the extremal-



variational principles based on the theory of convex analy-
sis is presented. For those plastic materials,for which the
convex analysis supplies no extremal variational principle,
a two-criterion extremal-variational principle is suggested.
Such an extremal-variational principle is susceptible to be
applied to the coupled thermo-mecanical processes.



Vorwort

In thermoplastischen Prozessen spielt die Kopplung der plastischen De-
formationsprozesse und der Wdrmeausbreitungsprozesse eine wesentliche
Rolle.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, einen Uberblick iiber die heute
bekannten Variationsprinzipe in der Plastizitdtstheorie und in der Theo-
rie der Wirmeausbreitung zu geben und zu versuchen, ihre mathematische
Theorie zu vereinheitlichen und zu vervollstdndigen.

Die Durchsicht der aktuellen Fachliteratur fithrt zu den folgenden
Schlufolgerungen: ‘

I. Fir die Wirmeausbreitung wurden mehrere Typen der Variationsprinzi-
pe vorgeschlagen. Keines dieser Prinzipe bildet aber ein Extremal-Va-
riationsprinzip.

II. 1In der Plastizititstheorie sind fiir zwei spezielle Arten des pla-
stischen Flieflens die entsprechenden Extremal-Variationsprinzipe be-
kannt. Diese Prinzipe beziehen sich auf ideal-plastisches Verhalten
und auf einen besonderen Fall plastischer Forminderungen mit Verfesti-

gung.

Im Rahmen des gegenwirtigen Schwerpunktsprogrammes wurden folgende Er-
gebnisse erzielt:

I.1. Fir solche Phidnomene, die einen Energieflufl einbeziehen, wird ein
allgemeines Variationsprinzip aufgestellt. Dieses Prinzip spielt fiir
die Energielibertragungsprozesse dieselbe Rolle wie das Prinzip der
virtuellen Arbeit in der Mechanik.

I.2. Die Anwendung dieses Prinzips auf Wirmeausbreitungsprozesse in
isotropen Stoffen flihrt zu einem Extremal-Variationsprinzip.

II.1. In der Plastizitdtstheorie werden die oben erwdhnten Extremal-
Variationsprinzipe, die aufgrund der speziellen Theorie der konvexen
Analysis hergeleitet wurden, im Ralmen der allgemeinen nichtlinearen
Funktional-Analysis vorgestellt.

II.2. Es wird eine mathematische Begriindung der inkrementellen Methode
fiir die Berechnung allgemeiner plastischen Form#nderungen mit Verfesti-



gung vorgesteilt. Im Ralmen dieser Theorie ist diese Berechnung mit der
Minimierung eines nichtquadratischen Funktionales #quivalent. Dieses
Funktional beinhaltet auch die Belastung-Entlastung-Bedingung.

II.3. Aufgrund dieser Theorie der inkrementellen Methode wird die Rand-
wertaufgabe, die einem plastischen FliefiprozeB entspricht, zu einer ein-
zigen Funktional-Evolutionsgleichung reduziert.

II.4. Fir diese Funktional-Evolutionsgleichung wird ein Extremal-Varia-
tionsprinzip hergeleitet. Auf diesem Weg erhalten die mathematischen
Probleme der Variationsrechmmng in der Plastizitdtstheorie eine allge-
meine Losung. Im Hinblick auf numerische Verfahren sind aber solche Ex-
tremal-Variationsprinzipe nutzlos.

II.5. Fir die numerische LOsung der Randwertaufgabe des plastischen
Flieflens mit Verfestigung wird eine neue Art der Variationsprinzipe
vorgeschlagen. Diese neue Art griindet sich auf die Minimierung zweier
gekoppelter Funktionale, die zum einen den Spannungszustand charakte-
risieren und zum anderen die Evolution der inneren Strukturen beschrei-
ben. Ein solches Variationsprinzip ist so entworfen, daB alle Vorteile
der iiblichen Extremal-Variationsprinzipe noch gegeben sind. Bemerkens-
wert ist, daf in dem Falle, daf das plastische Fliefen mit Verfestigung
durch ein klassisches Extremal-Variationsprinzip beschrieben werden
kann, die oben erwdhnten Funktionale einander gleich sind. Das neue
vorgeschlagene Variationsprinzip reduziert sich dann zu einem Maximum-
Minimum-Prinzip filir ein und dasselbe Funktional.

Auf der Basis des Extremal-Variationsprinzips fiir die Wdrmeausbreitung
hat B. Kaempf zwei FEM-Programme entwickelt. Das erste Programm, ge-
nannt INSTHERM 1, behandelt instationdre Wdrmeausbreitungsprozesse. Das
zweite, INSTHERM 2, berechnet die thermischen Spannungen, die durch die
instationire Wdrmeausbreitung verursacht werden.

Fir die Variationsprinzipe, die fiir plastische Deformationsprozesse
aufgestellt sind, fehlt noch die numerische Anwendung. Zur Zeit rechnet
man noch mit Hilfe der traditionellen inkrementellen Methoden.
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1.Geschichte der Methoden der Variationsrechnung bei Grenz-
wertproblemen

Nach Courants Behauptung: '"The subject matter with which
calculus of variations is concerned is a class of extremum
(i.e. maximum or minimum) problems which can be considered
an extension of the familiar class of extremum problems
dealt with by elementary differential calculus."

Die Probleme, mit denen sich die Variationsrechnung beschédf-
tigt, lassen sich in zwei grundsédtzliche Gebiete unterteilen.
Das erste geht auf diejenigen Fragen ein, die man vom modernen
Standpunkt auch als "Optimierungsprobleme' charakterisieren
kénnte. Das dlteste Problem dieser Art scheint das antike
isoparametrische Problem (Didos Problem) zu sein. Das zwei-

te Gebiet beschdftigt sich mit den an die Differentialglei-
chungen gekniipften Variationsprinzipien.

In dieser Arbeit werden wir unsere Aufmerksamkeit auf dieje-
nigen Probleme der zweiten Gruppe konzentrieren, die sich
mit den an die Grenzwertprobleme partieller Differentialglei-
chungen gekniipften Variationsprinzipien beschidftigen.

Das erste Variationsprinzip, das aus einem Grenzwertproblem
hervorging, wurde von C.F. Gauss und W. Thompson entdeckt.
Dieses Variationsprinzip driickt aus, daB das Minimum des In-
tegrals

F(u) = 5 jD Igrad ul? du (1.1)

geschidtzt lUber eine spezielle Menge von Funktionen, die tliber
das Gebiet D definiert sind, filir eine LOsung des Laplaceschen
Gleichung

Au = 0 (1.2)

erreicht wird. Dieses Integral (1.1) wird jetzt als '"Dirich-
let Integral' bezeichnet.



Diese geniale Entdeckung markiert den Beginn einer Serie von
Geschehnissen &duflerster Wichtigkeit in der Mathematik. In
chronologischer Abfolge waren dies die folgenden Ereignisse:

P.G.L. Dirichlet (vgl. Courant [1] ) bemerkt, daB, da
das Integral immer nach unten begrenzt ist, es notwendiger-
weise eine Funktion u gibt (in der Klasse der zulidssigen
Funktionen), fiir die F(u) das Minimum erreichtf Die Plausa-
bilitit dieser Behauptung, von G.F.B. Riemann als "Dirichlets
Prinzip" erwdhnt, wurde auf eine Analogie zu einem dhnlichen
Problem der Elementaranalyse gestiitzt.

1869 (vgl. Courant, loc. cit.) oder 1870 (vgl. Weinstock
[2]), liefert K.W. Weierstrass ein Gegenbeispiel, fiir das
Dirichlets Prinzip nicht lédnger giiltig ist. Wie Courant be-
merkt, provozierte dieses Gegenbeispiel zu dieser Zeit einen
echten Schock in der mathematischen Welt.

1900 (vgl. Courant loc. cit.) oder 1899 (vgl. Weinstock, loc.
cit.) beweist Hilbert, daB fiir eine grofle Menge von Berei-
chen Dirichlets Integral in der Tat sein Minimum erreicht
und daB der Erfolg von Weierstrass' Gegenbeispiel auf eine
spezielle Auswahl des betrachteten Gebietes zurilickzufiihren
war.

Weierstrass' Gegenbeispiel und Hilbert's Beweis stellen fest,
daB ein gut formuliertes Variationsprinzip ein Funktionalin-~
tegral einbeziehen mu}, das nach unten begrenzt ist und das
sein Minimum innerhalb der Menge der zuldssigen Funktionen
erreicht. Diese Ergebnisse haben die gesamte weitere Ent-
wicklung der Variationsmethoden im Gebiet der partiellen
Differentialgleichungen gekennzeichnet.

Wir wollen uns darauf beschridnken, lediglich diejenigen
Fortschritte zu betrachten, die in dem speziellen Gebiet
der Elastizitdtstheorie gemacht wurden. Die ersten wichti-
gen Momentc bei der Anwendung der Variationsprinzipicen auf



die Elastizitédt sind mit den Namen von G. Green und W.
Thomson - Lord Kelvin verbunden. 1839 fithrt Green das Kon-
zept des elastischen Potentials ein, und dieses erlaubt
Kelvin die Formulierung des '"Variationsprinzips der mini-
malen elastischen Energie'" (vgl. Love [3] ). Dieses Varia-
tionsprinzip beinhaltet als Testfelder die Komponenten des
vektorialen Verschiebungsfeldes (3 Funktionen).

1875 betrachtet A. Castigliano das elastische Potential als
Funktion der Spannungen und macht den Vorschlag des soge-
nannten "Variationsprinzips der minimalen komplementéren
Energie' (vgl. Timoshenko & Goodier [{]). Castiglianos Prin-
zip beinhaltet als Testfelder die Komponenten des Spannungs-
tensors (6 Funktionen).

In unserem Jahrhundert regen E. Hell_ager [5] und E. Reiss-
ner [q ein allgemeineres Variationsprinzip an, das als
Testfelder die Verschiebungskomponenten, die Spannungskom-
ponenten und die Komponenten des Randspannungsvektors be-
inhalten (insgesamt 12 Funktionen).

Schlielich erwdgt R. Washizu [ﬂ eine Verallgemeinerung
des Hellgier & Reissner Variationsprinzips, die 18 Testfel-
der beinhaltet.

Es ist jetzt vielleicht der richtige Moment, eine Erkldrung
daflir zu finden, warum die Theorie der Variationsprinzipien
die Beachtung einer Reihe von brillianten Wissenschaftlern
angezogen hat. Der erste Grund kommt aus der philosophi-
schen Uberzeugung, daB unser Universum ein perfektes Werk
ist. Euler, Mauperuis und D'Alembert sind nur einige der
Vertreter dieser Meinung. AuBer diesen philosophischen Ar-
gumenten gibt es eine Reihe von praktischen Vorteilen, die
durch die Existenz eines Variationsprinzips impliziert wer-
den. Wir nennen hier diese, die von Finlayson & Scriven [q
oder von Truesdell Fﬂ aufgezeigt wurden.



(1) The variational integral may represent a physical quan-
tity of more use for thc needs at hand than the field given
by the solution, and the variational method is likely to
"approximate this integral more accurately than it approxima-
tes the solution.

(2) If the principle is a minimum or maximum principle, the
variational method provides upper or lower bounds on the
variational integral.

(3) If in addition a reciprocal variational principle (maxi-
mum or minimum) can be formulated, both upper and lower
bounds can be found, and these may be close enough together
to have real utility.

(4) The direct method of the calculus of variations may

yield proof of existence of solutions, a potential advantage
when an exhaustive study of the mathematical aspects of a
problem seems indicated. In view of these advantages it is

not surprising that much effort has been expended on the search
for variational principles for nonlinear and nonself-adjoint
systems.

B.A. Finlayson & L.E. Scriven

Variational principles are prized for three reasons:

\

(1) they characterize an entire theory in terms of a single

simple concept,
(2) they are equally valid for all methods of description,

(3) they may often be used to prove analytical theorems
regarding the subject,

(4) they may often be used to calculate numerical solutions

in special cases.

C. Truesdell



Der Formulierung der Variationsprinzipien in der nicht 1li-
nearen Elastizitdtstheorie ging die Entwicklung der Varia-
tionsrechnung in Abstrakt-Funktional Rdumen voraus. Sehr
wichtig war die Erweiterung des Konzepts des Differentials
im Hilbert- oder Banach-Raum, die von M. Fréchet [10] und
RGateauxhﬂhergeleitet wurde. Kerners Theorem fiir die Poten-
tialitdt einer Funktionalformel [12] spielt eine besondere
Rolle in dieser Entwicklung. Eine eindeutige Theorie dieser
mathematischen Ergebnisse wird in Vainbergs Monographie [13]
dargestellt. Der erste Erfolg in der Ableitung eines Va-
riationsprinzips in der nichtlinearen Elastizitdt wurde von
Langenbach [14] verzeichnet. Seine Variationsprinzipien wid-
men sich Stdben und Platen. Die Ausdehnung dieser Variations-
prinzipien zu allgemeinen dreidimensionalen Kdrpern wird in
[15] betrachtet. Die Grenzen der Anwendung der neuentwickel-
ten Theorie wurden von I.Beju [16] .angegeben. Er versucht
auf Grund dieser Funktionalmethoden ein Variationsprinzip
flir geometrische nichtlineare elastische Kérper zu bilden.
Wang & Truesdell [17] und Oden [18] nahmen Beju's Theorie
zundchst an. Bald wurde jedoch klar, dafl Beju's Vorausset-
zung, welche behauptet, daf} die elastische Energie ein kon-
vexes Funktional ist, der Objektivitédt widerspricht.

Es scheint, dafl diese Unvereinbarkeit zwischen Konvexitidt
und Objektivitdt flir grofle elastische Formdnderungen zuerst
in [19] zu treffen ist. (Es handelt sich natiirlich um eine
Konvexitdt liber einen Funktionalraum aus dem alle starren
Rototranslationen eliminiert sind. Einige neuere Arbeiten
verwechseln fdlschlicherweise diese besondere Art von Kon-
vexitdt mit der iliblichen punktuellen Konvexitdt, die auch
in der infinitesimalen Elastizitdtstheorie nicht gilt.)

J.M. Ball [20] behauptet, daR dieselbe Bemerkung schon vor-
her von Colemann & Noll [21] und Noll & Truesdell [22] ge-

macht worden war.

Wir schlieBen diesen kurzen Uberblick iliber die Entwicklung
der Variationsrechnung in der Elastizitdt mit der Bemerkung,
daB fiir grole elastische Deformationen passende Variations-

prinzipe noch nicht formuliert sind.
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Die Entwicklung der Variationsrechnung fiir Viskoelastizitit
war schon in unserer Studie [23] betrachtet worden. Das ak-
tuelle Stadium dieser Entwicklung in der Wirmeausbreitung
und Plastizitdt wird in den ndchsten Abschnitten dargestellt.



- 11 -

2.1 Das aktuelle Stadium der Entwiklung der Varlations-

rechnung fir die Wérmeausbreitung§

Alle wesentlichen Ergebnisse, die bei der Formulierung einiger Variations-
prinzipien fiir das Wdarmeleitungsproblem bis 1966 erhalten wurden, sind in
einer ausgezeichneten Arbeit von B.A. Finlayson und L.E. Scriven [1] dar-
gestellt. Nach der Darstellung der sogenannten "Quasi-Variationsprinzi-
pien" schlieBen die Autoren dieser Abhandlung wie folgt: "Die in der Li-
teratur enthaltenen 'Quasi Variationsprinzipien' und ‘'eingeschrankten Va-
riationsprinzipien' unterscheiden sich dergestalt von der klassischen Va-
riationsrechnung, daB sie nicht die Anwendungsbereiche besitzen, die von
den wirklichen Variationsprinzipien erschlossen werden." Die Entwicklung
der Variationsprinzipien bis 1966 betreffend, folgen wir ohne Vorbehalte
den Ausfilhrungen von Finlayson und Scriven. Fiir die Zeit danach versuchen

wir einen kurzen Oberblick zu geben.

Das Variationsprinzip von Biot [2] wendet die Lagrange'sche Thermodynamik
an, um mit einem Quasi-Variationsprinzip das Warmeleitungsproblem zu be-
schreiben. Wir bemerken hierzu, daB ein Funktional bzw. ein Variations-
integral im klassischen Sinne nicht vorhanden ist. Aus diesem Grunde ist

auch die Methode der finiten Elemente nicht auf dieses Va-
riationsprinzip begriindbar. Eine numerische L&sung erhilt
man jedoch mit Hilfe der Methode nach Galerkin bzw. der
MWR (Method of Weighted Residuals).

Das Variationsprinzip von Krajewski [3] impliziert nur dann ein Extremum-

Prinzip, falls der Term g% nicht variiert wird. Somit gehdrt das Prinzip
von Krajewski zu den eingeschrdnkten Variationsprinzipien. Die gleiche
Meinung duBern auch Lebon und Lambermont [4] in einer direkten Stellung-

nahme zu [3], wobei diese Autoren friiher als Krajewski [16] ein dhnliches

* Erarbeitet zusammen mit B. Kaempf
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Prinzip entwickelt haben. Bei der numerischen Losung bestehen dhnliche
Probleme wie beim Prinzip von Biot. Vujanovic und Baclit [5] wenden das
Prinzip des kleinsten Zwanges von Gauf auf die Warmeleitung an. Hierbei
wird der Ausdruck Z (Z = S |é-AO|2dV) beziiglich © minimiert. D.h., das
Verfahren ist ein "Least-gquares-Verfahren" und damit ein Spezialfall

des MWR-Verfahrens. Zur Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen muf das
Verfahren gesondert fiir t = 0 angewendet werden. Desgleichen sind die
Randbedingungen nicht apriori im Prinzip enthalten. Entsprechende zusdtz-
liche Formulierungen sind erforderlich. Es kann daher nicht von einem

wirklichen Variationsprinzip gesprochen werden.

Wir erweitern unsere Betrachtungen mit der Behandlung eines vielverspre-
chenden Weges, der die Losung von Anfangswert-Problemen durch ein gut
begriindetes Variations-Prinzip beinhaltet. Im Falle der Anfangswert-

Gleichungen lautet der Differentialoperator beziiglich der Zeit
L(u) = 32 . (1.1)

Da, in Bezug auf das gewdhnliche innere Produkt, dieser Operator nicht
selbstadjungiert ist, versagen die klassischen Methoden der Variations-
rechnung. Basierend auf einer allgemeinen Theorie, die von der modernen
Funktional-Analysis iiber symmetrierbare Operatoren [6] entwickelt worden
ist, kann ein selbstadjungierter Operator K(.) so bestimmt werden, daB

zusdatzlich

to to
P )
.g-é%K(v)dt: g K(u)g‘édt (1.2)



gilt. Dies bedeutet in der Sprache der modernen Funktionalanalysis, daB
L(.) ein symmetrierbarer Operator ist. Es ist nun ausgesprochen einfach,
eine entsprechende Form des Operators K abzuleiten, die L(u) K-selbstad-

jungiert macht. Wir nehmen an, daB die betrachteten Funktionen im Zeit-
urspruna Null sind.

Aus (1.2) folgt die Forderung

t t
(V) 0 t
) aK(v) o p AV, 0 @V
6{ U s¢ Qt + “(to)K(v)lto = (J; =t K(u)dt = ({UK(a—t‘)dt

und weiterhin

2 k(v = - k D, ()|, =o.

K* sei ein Operator, der durch
K (u(£)) = K(u(t,-t))

definiert ist. Somit folgt

2 Kx(v) = k*(&h), K* (V)4 g = O
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K*kann also * ein beliebiger Operator sein, der mit dem Differential-
Operator in der entsprechenden Beziehung steht und den gleichen Wert fiir
t = 0 aufweist. Das einfachste Beispiel eines solchen Operators ist der

Einheitsoperator K* = I. Fiir diesen speziellen Fall folgt

K(u(£)) = u(t, - t)

und
to to )
ou _ u(t _ _du 4
é b3 K(v)dt = g 5t v(t0 t)dt = 3T V.

Hier symbolisiert der * das Faltungsintegral (convolution-produkt).

K. Washizu [7] war offensichtlich der erste, der diese Produktbildung

fiir die Formulierung eines Variationsprinzipes (vgl.J.Lach [8]) ein-
setzte. Spater wurde diese Methode auf Probleme in der Viscoelastizitdt
(M. Gurtin [9], M. Leitman [10]) und auf die Wirmeausbreitung (J.M. Reddy
[11]) ausgedennt.

Wir bemerken, daB die von Washizu, Gurtin, Tonti und Reddy angewendete
Methode der Symmetrierung eines Operators zumindest fiir die Wdrmeleituna
zu keinem Extremal-Prinzip fiihrt. Ein erster Schritt auf dem Weg zur Ent-
wicklung eines Extremal-Prinzips wurde von Herrera [19] und Collins [20]
getan. Grundlage dieses Weges ist die gleichzeitige Betrachtung der Wir-
meleitungsqleichung und ihrer adjungierten Gleichung. Herrera erhdlt durch
diese Betrachtung ein Funktional, das in einem beschrankten Bereich ein
Minimum und in einem anderen beschrdnkten Bereich ein Maximum fir die Lo-

sung der Gleichung besitzt. Collins [20] erhdlt durch Addition und Sub-
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traktion der zueinander adjungierten Differentialgleichungen
ein neues System von Differentialgleichungen. Er konstruiert
zwel Funktionale mit den folgenden Besonderheiten.

Das erste Funktional stellt zusammen mit der ersten Gleichung

als Nebenbedingung ein Minimumprinzip und das zweite Funktional
stellt zusammen mit der zweiten Gleichung als Nebenbedingung

ein Maximumprinzip dar. Die starke Beschrénkung durch die Neben-
bedingungen macht es schwierig, das Prinzip von Collins als ein
Extremalprinzip im klassischen Sinn anzusehen.

Ein weiterer Versuch, ein Extremalprinzip zu konstruieren, ist
von Filippov und Skorokhodow [Zﬂ durchgefiithrt worden. Die Haupt-
idee der Autoren besteht in dem Versuch, das Prinzip in einer er-
weiterten Klasse der Funktionale zu formulieren. In dieser erwei-
terten Klasse werden neben den ersten Ableitungen auch die Inte-
grale der ersten Ableitungen betrachte%. Hierdurch gelingt es den
Autoren, ein Extremalprinzip zu konstruieren. Es scheint jedoch,
dafl das Prinzip nur fiir Rechteck-Gebiete und besondere Randbedin-

gungen anwendbar ist.

Das wichtigste Ergebnis der vorliegenden Arbeit ist die Konstruk-
tion eines Extremal-Variationsprinzips fiir die Wiarmeleitung. Die-
ses Variationsprinzip reprédsentiert eine besondere Anwendung des
allgemeinen Variationsprinzips der virtuellen Energielibertragung.
Auf diese Weise stellen wir die folgende pessimistische Feststel-
lung von Finlayson und Scriven (loc. cit.) in Frage:

"From a mathematical point of wiew it appears that no general
variational principle can be derived for transport and trans-
formation processes, despite the alluring hope expressed by the
mathematician Euler in 1744 and not forgotten since:

Cumque universa mundi fabrica omnino sit perfectissima atque a
Creatore sapientissimo absoluta, nihil omnino in mundo contingit
in quo non maximi minimive ratio quaepiam eluceat." (vgl. hierzu
A. Kneser in [17]).
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Eine kurze Darstellung bekannter Variationsprinzipien

Variationsprinzip von Biot

Biot [2] fiihrt als Hilfsfunktion den WarmefluBvektor H ein

g:j—{—-a éx’t) . (1-3)

Aus der Energiebilanz fiir ein Volumenelement (s.a. [13])

dV cdo =-dVdt div q (1.4)

~

folgt Biot's 1. Differentialgleichung

cO =-divH . : (1.5)

~

Hierbei bezeichnet O die Temperatur und c die Wirmekapazitit.
In Gleichung (L#4) stellt die linke Seite die Anderung der inneren Ener-
gie des Korpers dar, wahrend der Term div E'die pro Volumen und Zeitein-
heit aus dem Volumenelement ausgetretene Warmemenge angibt. Biot betrach-
tet nun eine Variation 6H. Die hierzu korrespondierende Variation &0 er-

hdlt man durch die G]eichung'(l..ﬂ zu

c60=-d1'v(6'ﬂ). (1.6)
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Flir die Warmeleitung gilt der Ansatz fiir eine Warmeleitfahigkeit von 1

wie folgt:
grad © + q = 0. (1.7)

Diese Gleichung wird mit Qﬂ multipliziert und iiber D integriert.

[J)' (grade+£) <§ﬂdV=O. (1.8)
Die partielle Integration des 1. Terms liefert

s {-Odiv(&ﬂ) + q §H}dV=-S On . 6H dA (1.9)
D ~ o~ ab &~ 7~

Mit Hilfe der Gleichung (1.6) erhdlt man

- Jodiv (sH)av = fcosoav= 6v". (1.10)
D

Hieraus folgt das Warmepotential

* 1 2

v=-2-.£CO. (l.ll)

SchlieBlich folgt das Variationsprinzip von Biot fiir die Warmeausbreitung,

wenn (1.201in(1.9) eingesetzt wird, zu

» .
6V + /S qdHdV =- f 0On - 6H dA. (1.12)
D~ ~ &6 =~ =

Zur Eindeutigkeit von‘ﬂ fligen wir die folgenden BemerkungenAant



- 18 -

Die Dgin. des Systems lauten nach (1.5) und (1.7)

co=-divH, (1.13)
grado=-ﬂ.

Diese Dgln. seien fiir ﬂ1 und‘_lj2 giiltig, wobei

R=H, -H

~1

(1.14)
gesetzt wird. Es gilt also

C

- div Hys

C - div~H2’

grad —31, (1.15)

© (0] © (o]
1}

grad © = - q,

Hieraus folgt unmittelbar

9H, oH
e %1 _,
3 "3t -0
div(H, - H,) = 0,
~2  ~ (1.16)

oder

div QE)
R

]
o

(1.17)

il
o

Aus (1.17) folgt
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R =R (x) - (1.18)
Da div(Ro(x) = 0 ist, folgt als eine mogliche Funktion fUr'Boﬁé):
30 = rot(g(x)) (1.19)

~

fur be]iebigejggﬁ), d.h.

H =‘~|-'|o + rot(ﬁ(’i)). (1.20)

Ji ist somit nicht eindeutig zu bestimmen.

Variationsprinzip von Reddy

In diesem Abschnitt legen wir das von Reddy in [11] (vgl. [12], Kap.
5.11) entwickelte Variationsprinzip fir die Warmeleitung zugrunde. Wir
werden im folgenden beweisen, daB das Variationsprinzip von Reddy zwar
stationdr jedoch nicht konvex oder konkav ist. Wir beschrinken uns hier
auf homogene Randbedingungen und setzen alle Konstanten gleich 1. Wir
iiternehmen hier die Formelzeichen und die Vorzeichenkonvention von
Reddy (bezeichnen jedoch den Raum mit D und den Rand mit 3D). Die ent-

sprechenden Differentialgleichungen lauten dann

q_i =@,i’ .
= 99 | (1.21)
9,5 T 3t '

01 = Temperatur

q; = Komponente der Wdrmestromdichte



Es folgt das Funktional gemdB Reddy zu:

t
0

2(0,q) = f {(/[» ] ae(x t) - 0x,t,-t) + 39;(;-,’2—35%1(*’%""
0 1

- v} q;(x,t) a;(x,t-t)] dt + ,} 0(x,0) O(x,t;) - ©,(x) o(x,t )} dV

(1.22)

Im folgenden betrachten wir zwei Beispiele, die beweisen, daB das Funk-
tional von Reddy weder konkav noch.konvex ist. Wir sehen die 1. Bezie-
hung von (1.21) als giiltig an und erhalten so ein Funktional, daB nur

von O abhéngt. Fiir den eindimensionalen Fall gilt somit

t,
(0,0,y) = é 2 g [ﬁg O(x,t,-t) + O,x(x,t) + O,x(x,t -t)] dt +

1 |
+ 5 0(x,0) B(x,t)) - 6 (x) 0(x,t )}dv (1.23)

Wir betrachten nun das eindimensionale Problem mit

den Rand- bzw. Anfangsbedinguhgen

o(o,t) = 0; o(2w,t) = 0

6,(x) = 0(x,0) = sin x. (1.24) | N

Die Euler-Gleichungen zum Funktional ¢ (1.23) lauten:
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3q. (x,t)

30(x,t) _ .. 90(x,t) _ it o

X qi(x,t) =03 ot oX: 03

1 1
o(x,0) - Oo(x) =0 in D. (1.25)
Die Funktion
0 = -t .
=e sinx (1.26)

ist eine Losung dieses Problems.

Wir beziehen uns nun auf die in [18] entwickelte Theorie und erweitern
(1.26 durch eine zulassige Funktion, die auBerdem von einem Paramter

a abhdngt.

Wir greifen aus der Vielzahl der Mdglichkeiten zwei Funktionen heraus

und schreiben

0= (e-t+at2) sin x , (1.27)
0= (et + a(tz-%t)) sin x. (1.28)

Beide Gleichungen erfiillen die Rand- bzw. Anfangsbedingungen (1.24). Als
erstes betrachten wir die Gleichung (1.27)und setzen sie in (1.23) ein,

wobe1 to = 1 gesetzt wird.



- 22 -

2
1T11

fla) = [ {x/ (-e 2
-4} o

('1+t)*-a(1-t)2) sin“x +

t, 2at)(e

(et v at?) (") 4 o (1-0)2) cos?k dt -

’12 (e ! +a) sin®x} dx. (1.29)

Eine Integration iiber x ergibt

(o) = _12r_} (2at + atz)(e(-Ht) + a(1-t)2) dt
0

- %-(e'1 +a).
(1.30)
Hier wird schon deutlich, daB wir f(a) als eine Funktion betrachten,

die von o abhdngt.

Wir schreiben (1.30) um

1
fla) = 37 [oe et (2t + t) + oP(2t+ t2)(1- 2t +t9)] at
0

ST ea). (1.31)

Die Zeitintegration liefert

fla) = 3 [loeTleb 2t -2+ t7 - 2t 4 2)| ) + oF[tP- 24 1))

Cet a] ’ (1.32)
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f(a) =%[a+1130? e -a]

'=g %ocz-e-1 . (1.33)

Somit ist die Funktion f(a) konkav.

Wir betrachten jetzt das zweite Beispiel und schreiben wie zuvor unter

Verwendung von (1.28)1in (1.23)

[(-e-t + 20t - %)(e('“t) + a(1-jt)2

O

1

fla) =7
o D {'2‘
- %a(1-t))sin2x + (e—t+od:2 --;at)(e(_1+t)j—a(1—t)2

- %a(1-t))coszx]dt - ;(e'1 + %a)sinzx}dx. (1.34)
Es folgt

1 .
fla) = 3 1 aBt+t?-DEe* 1 g1-6)2 - Jatt-t))at
0 .

m

-1 1 '
-gle " +5a) (1.35)
bzw.

: 1 |
fla) = 5 s [ae“’et(;}t + 8- JZ)‘ + al(th - %—tz + 3t - -})]dt
o .

Te + Ja). (1.36)
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Die Zeitintegration liefert

f(a) = ,}[ae"et(tz L T ol
-1 1 ‘
-e "z"‘] (1.37)
bzw.
fla) = - B a? e (1.38)
Somit ist f(a) konvex.
Wir erhalten folgende Situation:
A
f(a) /
\ mit (1.27)
\ /
N /
N - e
'\\ a—'
mgt (1.28) Abb. 2.1

Diese beiden Beispiele beweisen, dap das Funktional von Reddy weder kon-

vex noch konkav ist (vgl.[18]).
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2.2 Das Prinzip des virtuellen Energieilibertragung

Es sei W die innere Energie und q der EnergiefluB-Vektor.
Bezeichnet man mit R die duBere Energieproduktion und schreibt
man die Energiebilanzgleichung fiir ein Gebiet D, mit dem Rand
oD,

JWdV + Jgnds:JRdV,

~

dann erhdlt %an oD D

W+ divq = R. (2.1)
Eine Variation 6é der Energieproduktion verurgacht die Varia-
tionen 5&, dq der inneren Energie bzw. des EnergiefluB-Vek-
tors., Diese Variationen sind verbunden durch die Gleichung

oW + divég = SR . (2.2)
Multipliziert man (2.1) mit SR und beriicksichtigt man (2.2),

dann erhdlt man durch Integration {iber D

t » L]
[dtJ(W+divg)(6W+divdg)dV=

o D
t L] -
Jdt[R(6W+div6q)dV (2.3)
o -D - .
Es seien auf dem Rand 9D folgende Randbedingungen*zu erfiillen
w|801= f, (2‘4')
qnlyp,= hs (2.5)

wobei 3D + 3D = 3D, (3D f13D =@).
Aus (2.3) folgt

t . . t t L3 L
JdtJWGWdV+IdtJdivgdivégdv-!dtj(ggrad6W+gradW6g)dV+

0 D o D o]

t [ ] [ ] t L] L ]
+Idtj(gQGW+5gQW)ds= JdtJR(W+div§g)dV (2.6)
o oD o oD

G '
Die physikalische Bedeutung dieser Randbedingungen ist fiir

Jede -besondere Art der Energleiibertragung zu erkliren.
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Benilitzt man die Randbedingungen (2.4) und (2.5) und nimmt man

an, dafB

awlaD1 = 03 5ﬂ2|302 =0

dann erhdlt man

t e t : t . .
IdtIWGWdV + Jdtjdivgdivégdv - Jdtf(ggrad6W+gradW6g)dV+
o)

o] D D o D
‘ t
Jdt(féqnfds +J hSst)—JdtJR(6W+d1v6q)dV. (2.7)
o ‘aD, aD, oD

Es sei das Funktional

2

t t .
¢ (W,q) =%j tJ|W| dV+5 J J|divg|dV-IdthgradeV-
0" o] D o} D
J tJR(W+d1vq)dV+Idt(I qnfds+J hﬁds. (2.8)
0 o} aD1 302

Man bemerkt, daB (2.7) mit der Funktionalgleichung
§%(W,q)= 0 (2.9)
dquivalent ist.

Es folgt unmittelbar das Variationsprinzip des virtuellen

Energieiibertragung.

Das Funktional (2.8) wird stationdr fir die innere Energie

W und den EnergiefluBl-Vektoren q,welche die Energiebilanz-
gleichung (2.1) und die Randbedingungen (2.4) und (2.5) er-
fiillen. Nimmt man in (2.9) éine Beziehung zwischen der in-
neren Energie W und dem EnergiefluB-Vektor q an, dann er-
hdlt man ein bestimmtes Variationsprinzip, dessen Funktional
nur von einer einzigen Funktion abhdngt. In dem besonderen

Fall des Fourierschen Modells fiir die Wdrmeausbreitung im
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isotropen Korper
W=c6 ’ g:-kgrade ’
wobel 6 die Temperatur und c,k positive Konstanten sind,

reduziert sich (2.8) zu dem konvexen Funktional

__l 2 t 1 2
¢ (8)=5¢ t|]e] dV+2k t |A6| dV+ 1ok lgradel dV-
°o D ° D (2.10)
1 (¢ s ;20
-5ck|dt |grad6 *qv- t R(cB-kAB)dV-k|dt ds+c dt heds ,
3 |t | f55
0 o D o o o aD,

wobei mit eodie Anfangstemperatur bezeichnet ist.In [24
wird diese Extremalvariationsprinzip zur Randwertaufgabe der
instationdre Wérmeausbreitﬁng angewendet. Wir bemérken die
folgende bezeichnende Analogief zwischen thermodynamischen

und mechanischen Prozessen:

Mechanik . Thermddynamik
Kraft ' Energiequelile Intensitat i
‘ ;
Geschwindigkeit Energietransport
v pe:J(@+divg)dt + konst.
IZweites Newtonsches Energiebilanz
Gesetz
ay - oo = &

Prinzip der virtuellen Prinzip des virtuellen Energie-

Verschiebung transportes
L] t . .
(mv-E)dg:O Idtj(pe-R)GedV =0
o D

T Diese Form der Analogie wurde von B.Kaempf vorgeschlagen
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Beziliglich der ersten und dritten Gesetze der Mechanik bemer-
ken wir folgendes:Das Beharrungsgesetz von Galilei hat eine
natlirliche Anwendung in der Thermodynamik der Materialien mit
Geddchtnis (vql.[23],[24]und [25])3 Dem Gleichheit zwischen
Aktion und Reaktion entspricht in der Thermodynamik die Iden-
titdt der absoluten GroBen der Sender- und Empfdnger-Energie-
quelle. Eine grundlegender Unterschied zwischen thermodynami-
schen und mechanischen Prozesse scheint zu bestehen, in der
Clausius-Fourierschen Ungleichung
qgrad¥ £0

und in den Onsagerschen Symmetriebeziehungen welche keine
Korrespondenz in der Mechanik haben. Um diesen:Zustand zu
analysieren, kehren wir zu der Formel (2.8) des Funktionals
des oben erwdhnten Variationsprinzips zuriick.
Eine Beziehung zwischen q und W (das konstitutive Gesetz),
welche einem reellen Phdanomen entspricht, mu8 das Funktional
(2.8) so bestimmen, daB (unter passenden Anfangs- und Rands-
bedingungen)die Eindeutigkeit und die Stabilitdt der L&sung
von (2.9) gesichert ist. in dem folgenden beschrdnken wir
uns auf das klassische Fouriersche Modell der W3rmeausbrei-
tung

W=cb , (2.11)

q=~Kgrad6 , (2.12)
wobel K die Warmeleitfdhigkeits-Matrix bezeichnet. Setzt
man (2.11) und (2.12) in (2.8), dann erhidlt man

-I t . 2 l t 2 t .
¢(0):7c[dt[|6| dV+2JdtJ|div(Kgrad6)| dV+chthgrangrad0dV-

o D o D 0
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t L] - t . L]
-IdtIR cO+div(Kgrado) dV+Jdt J(-Kgrade)gfds+cjh6ds (2.13)
o D (¢) oD . aD,
mit der Nebenbedingungen eko =98 (ohne Beschrankung der Allge-
meinheit nehemen wir an , daB 6y=konst. ist.
Wir spalten K=K *+K~,wobei K* den symmetrische Teil K+=%(K+KT)

1
und K~ den antimetrische Teil K‘=5(K-KT) des K bezeichnet.

Dann gilt
t . t + . t - 3
Idtfkgrad&gradﬁdV:JdtJK grangradeV+JdtJK gradbgradfdV=
o D o D o D
l t + . t ‘ [
=§IdtJK gradegrade)dV+JdtJK gradfgrad6dVs= (2.14)
o D o D
lf + 1(.* t - .
=31K gradeltgradeltdv-iJK grad® grad6 dV+IdtJK grad® gpad6dVv
‘D D o ’D
Setz man (2.13) in (2.12) ein, dann folgt
1 t 2 1 t . 2
¢(e)=§cjdtjle| dV+§JdtJ|d1v(Kgrad6)f dv+ (2.15)
o D o D

+§JK+grade|tgradelth+J§tIK'gradegradédV+lineare Glieder
mit derDNebenbedingungen B8o(x,0)=konst.
Erinnern wir uns an die Definition eines konvexen Funktionals.
Definition: Ein Funktional $:X—*R (wobei X ein linearer vek-
torieller Raum bezeichnet) ist konvex, wenn fiir beliebige
6,6 € X und a€fo,]]

% (a8 +(1-0)6 )2 ab (el)+(1-a)¢(ez) (2.16)
gilt. Das Funktional wird streng kbnvex gennant, wenn aus
der Gleichheit

6 (a8 +(1-2)6 ) =a0(8 )+(1-a)8(0 ) (2.17)
fir o € [0,] folgt, daB 6, =6, ist. Bezeichnet man mit X

den linearen Raum der hinreichend glatten Funktionen
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8(x,t); xeD, Te[O,q ,Z.B.
X={9:Dx[0,§ — RIGGCZ(Dx[o,q ), 8] =konst.}
t=0

dann ist das Funktional (2.15) genau dann streng konvex,
wenn fir alle 6eX

t . 2 t 2 +
cfdt[lel dV+IdtI|div(Kgrad6)| dV+cJKgrad6| gradf| dv+

t

t

° p D D

0
t .
+cjdth gradbgrad6dv>0 (2.18)
o D

gilt. Die Gleichung wird genau dann erfilillt, wenn O=konst.
ist. Es ist einfach zu beweisen, daBl unter der Bedingung
dieser strengen Konvexitdt die Funktionalgleichung
§¢(6)=0

eine eindeutige Ldsung hat die die Randbedingungen er-
fillt und daB die Losung stabil fiir allen Stérungen der
Randwerte oder der Energiequelle ist. Es gilt das folgende
Theorem l: Das Funktional (2.15) ist genau dann streng kon-
vex, wenn die folgende Bedingungen

¢>0 positivitdt der Wdrmekapazitat,

K:KT Onsagersche Symmetriebeziehungen,

K>0 Clausius- Fouriersche Unqgleichung
erfiillt sind.
Bewelss: Wenn die Bedingungen des Theorems erfiillt sind,
dann folgt aus (2.18) das Konvexitdt des ¢(6).Um den zwei-
ten Teil des Theoremes zu beweisen, schreiben wir (2.18)
fir den besonderen Fall, wenn grad6 unabhdngig von den rdum-

lichen verdnderlichen ist, grad6 =f(t):

t, 2 t . t_ .
cIIGI dt+JK+grad69rad6dt+2cJK grad6grad6dt>0 . (2.19)
o o o
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Schreibt man diese Ungleichung fir einen Zyklus der Tempe-

ratur 6(t0)=0(0), dann erhilt man

tO- 2 tﬂ_ .
0J|9| dt+JK gradbgradfdt2o (2.20)
o} o)
Wir beweisen ,daBl diese letzte Ungleichung genau dann gilt,
wenn fir jeden Temperatur -Zyklus

u .

K gradbgrad6dt=0 (2.21)
ist. Nimmt man an,daB (2.21) nicht gilt, dann es éinen

Zyklus 8(t), T' o,to mit grad6(x,to)=0 so daB
to _ .
l K gradBgradfdt<0 (2.22)

Es sei die Geschichte der Temperatur
0™ (1)=6(n1) , Te[o,;‘f},

wobei n eine beliebige Zahl ist. Setz man diese in (2.20)

ein, dann folgt
cn[lel dt +ll<'grad6 gradédt 2 0

fir alle n.Nihmt man n hinreichend klein, dann findet man

to .
l K gradfgrad6dto

und das widerspricht (2.21). Wir bemerken daB die Gleichung
(2.21) &dquivalent mit Onsagerschen Symmetriebeziehung K=k'
ist. Benilitzt man diese Symmetriebeziehung, dann reduziert
sich (2.19) zu

t, 2
cjlel dt+%Kgrangrad0| >0 (2.23)
t



woher folgt c¢> 0 und K > 0.

Beriichtisichtigt man die strenge Konvexitdt des Funktionals,
dann folgt c¢c>0 und K>0. Dadurch ist das Theorem voll bewiBsel
Der folgende Satz stellt eine Analogie zwischen der Konve-
xitdt-Bedingung und einer Beziehung von Monotonie zwischen
Temperatur und zugefihrter Energie auf:

Theorem 2: Das funktional (2.1%) ist konvex genau dann,wenn

die Monotonie-Bedingung

t t
Jdtj qn,8ds +JdtJ§édv >0 (2.24)
0 9D o D

(Di bezeichnet die innere Normale, Di=b2) fliir alle hin-
reichen glatten Temperatur- Geschichten gilt, die aus einem
Gleichgewichtszustand g(x,0)=konst. anfangt;(z.B. fir©9€ Xx).
Das Funktional ist genau dann streng konvex, wenn die Gleich-
heit in (2.24) zur Folge hat , daB @ = 0 ist.
Bewels: Die Unqleichung (2.24) 1st dquivalent mit

t .

Jdtj@édivi-agradé+hé)dV; 0

o D

Benlitz man die Energiebilanzgleichung und die konstitutive

Beziehung (2.12), so erhdlt man dann

cJ%tJ|é|2dV+J%tJKgradegradédV >0
o D o D

Auf dasselben Weg , wie in vorigen Theorem folgt, daR
diese letzte Ungleichung genau dann gilt, wenn ¢>0,

T
K=K und K>0. Das beweist die Aquivalenz zwischen konve-

xitdt und Monotonie- Bedingung (2.24). Eine iibliche Be-
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weisflihrung bestdtigt auch den Teil des Theorems, der die
strenge Konvexitdt betrachtet.

Die Monotonie- Bedingung (2.24) kann man als mathematischen
Ausdruck folgender Erfahrungstatsache interpretieren.

Die Temperatur eines Korpers der sich im thermodynamischen

Gleichgewicht befindet vergrossert sich, wenn der Korper

Warme empfdngt und verringert sich, wenn er Wdrme verliert.

Natlirlich es ist prinzipell unmdglich zu beweisen,daBl die
Monotonie- Bedingung des Theorems 2 den einzigen mathemati-
schen Ausdruck dieser Erfahrungstatsache darstellt. Sicher
ist nur, dal jedes mathematische Modell der Wdrmeausbrei-
tung, durch bestimmte Beschrdankungen, diese Erfahrung re-
flektieren muB. Nimmt man die strenge Monotonie-Bedingung
des Theorems 2 als den Ausdruck dieser Erfahrungstatsache
an, dann findet man die klassische Thermodynamik mit der
Clausius-Fourierschen Ungleichung und den Onsagerschen Sym-
metriebeziehungen als Konsequenzen des Modells. Voll ken-
nzeichnend ist, daB in diesem Fall das Variationsprinzip
des virtuellen Energietransport zu einem Extremal-Varia-

tionsprinzip fiihrt.
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2.3 . Das Extremal Variationsprinzip der Wirmeausbreitung ¥

Das Problem des raum-zeitlichen Temperaturverlaufes wird bekannterwei-

se durch die Differentialgleichung

0 - 40 = f(x,t) (3.1)
beschrieben. Aus Griinden der Obersichtlichkeit sind dabei sdmtliche
Konstanten gleich Eins gesetzt worden. f(x,t) stellt die Warmequellen-
leistung dar. Zuerst betrachten wir die folgende Anfangsbedingung

0(x,0) = eo(x) (3.2)

und die homogene Dirichlet'sche Randbedingung

olaD = 0.
Wir lassen eine kleine Anderung zu, die durch 80 und ASO gegeben ist.

Wir setzen
§r = 60 - ASO

und multiplizieren die Glg. (3.1) mit ér und integrieren iiber den Raum
und die Zeit. In den folgenden Gleichungen sind die Zeit- und Raumdiffe-

rentiale vernachlédssigt.

t t

S J (0 -00)(86 - A80) = S f F-(60 - ASO) (3.3)
oD oD

®Erarbeitet zusammen mit B.Kaempf
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Weiterhin folgt

t t

S [ O8O - 0ASO - 86A0 + A0 ASO = [ [ f (60 - A8O). (3.4)
oD oD

Der zweite und dritte Term der obigen Gleichung wird mit Hilfe des In-

tegralsystems von Gauss-Green (vgl. z.B. [14])

t

t
[o} .
S VO .-V8O + f [ VSO - VO (3.5)
oD oD

umgeformt. Hier wurde die homogene Randbedingung eingesetzt. (3.5)

schreiben wir zu

t

0
[ F 2 (W0 - Vet = S WO(X,t)-V80(x,tg) =¥0, - V6O(x,0).  (3.6)
Do D

Es folgt aus (3.4) mit (3.6) und h = Vo,

t t

t
0
J S O8O0+ [ [pAO800 + [ VO(x,to)GVO(x,to) - J ff (80-640)
oD oD D oD

- [h8Ve(x,0) = 0. (3.7)
D~

Es ist nun einfach zu zeigen, daB die Variationsgleichung (3.7) dem Funk-

tional
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t t
12 g2 17 2 1 2
=5 L S |0 +5 J J |80|° +5 [ |VO
2 oD H oD 2 D to
tO
- [ f(6 - 80) - S h-ve(x,0) (3.8)
oD D~
entspricht.

Wir gehen nun den umgekehrten Weg und variieren (3.8)

to to
80 = J [ 886 + s s Kosa© + JVG:sVO|,
oD oD D 0
to
- [ s £(86 - 8A0).- JHSVO(x,0), (3.9)
oD D
to
Wir addieren nun das Integral s S 2080 zu (3.9)
oD
to . L] to [ . to
8¢ =/ f(0-00)80 - s s f(80-800) + J J AOSAO
oD oD oD
to A
+ [ [ 0680 +NO-5VO |, - shv 676(x,0). (3.10)
oD D. o D .

Das 4. Integral von (3.10) wird mit Hilfe des Satzes von Gauss-Green un-

ter Beachtung der Randbedingungen zu

t
- f I vo-8v6 - (3.41)
oD
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‘umgeformt.

Wir integrieren (3.11) partiell nach der Zeit

t to

- fve-avo|o° + [ [ vd-8v0 | " (3.12)
D oD

Hierauf wenden wir den Gauss-Green'schen Integralsatz an, so daB schlieB-

lich gilt
to . to to .
- [ [v0.8V0 = - Ne-svelo - J [ esne. (3.13)
oD D oD

Wir setzen (3.13) in (3.10) ein und erhalten

t

§6 = f [ (0- 00 - F)(50 - 6a0)
oD

+ J vo(0)sve(o) - /- 8Ve(o). (3.14)
D D
Aus (3.14) folgen die Euler'schen Gleichungen
0-20=Ff inD
volo) = h. (3.15)

SchlieBlich betrachten wir die Neumann'schen Randbedingungen
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*
-Vve-n=q auf 2D. (3.16)

Das entsprechende Funktional lautet:

t t

1 9 «2 10 2 1 2
=% L SO + 5 S S |00]7 + 5 S |VO(x,t )]
Z oD Z oD Z-D 0
t t
0 ° 0 % e
- /hvo(x,0) - S S f.(0-00) + S [ qoO. (3.17)
D oD o 93D

Wir variieren (3.17)

% t

§0 = f £ O8O + [ f hOSAO + f vo(x,t,)- 8V0(x,t )
oD oD D

t t
0 . 0 ,
- fhesVO(0) - S [ (86 - 880) + S [ q 86, (3.18)
D~ oD o aD
to
Wir addieren [ [ Aeaé zu (3.18) und verfahren wie bei den Dirichlet'schen
oD

Randbedingungen, erhalten jedoch im Vergleich zu (3.13)

to t to to

S 1 0088 = - fyo-v0] ° - s s 66n0 + S L VO nsd. (3.19)
oD D oD o aD

Somit ergibt (3.18) mit (3.19)
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t

0
66 = f f (0-00-F)(80- 600) + fve(O) §vo(o)
oD
t0 tO )
- fh 8ve(o) + f S VO- nse + f f q 60 (3.20)

o oD ~ o aD

Es folgen die Euler'schen Gleichungen

0-00 =f

in D
vo(o) =h (3.21)
-v0'n = q* auf aD.

Wir bestdtigen die Richtigkeit unseres Variationsprinzipes auf eine
zweite Art, indem wir das Funktional & fiir die Dirichlet'schen Randbe-
dingungen wie folgt ermitteln. Wir multiplizieren die Glg. (3.1) mit

80 und integrieren. Wir erhalten

(3l
o

t
o

O
o
o)

86 - 2086 = [ [ f80 . (3.22)
oD

Wir wenden den GauB-Green'schen Satz auf den 2. Term an und beachten

die homogene Randbedingung

t t

S 080 +v0.890 = f S f &6 . (3.23)
oD oD

Wir schreiben anders
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tO tO
5 f o086 + 2 (vo.5v0)-V6 6vo = S [ £86. (3.24)
5%
oD oD
Es folgt
t

0 .
S [ 080 -V68VOe + f ve(to)«sve’(to) -
oD D

t

- Vg, 8v0(0) = S f £60. (3.25)
oD

Der 2. Term wird mit Hilfe des Gauss-Green'scnen Satzes umgeformt. Es

folgt

to * L4

s 1 [688 + dsne] + 1 [vo(t ) svo(t ) - hs ve(o)]
oD D ¥

o+
o

= [ | f s6. (3.26)
oD

GemdB (3.1) gilt O = A0 + f. Wir setzen diese Beziehung in (3.26) ein.

t

s s [686 + nosne]+ s [ve(t,)-sve(t,)-h- sve(o)]
oD D

%

- f [ f (60 - 600) = 0. (3.27)
oD
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Dies stimmt aber mit (3.7) iiberein. Es folgt also (3.8).

Die numerische Anwendung dieses Extremal-Variationsprinzips
wird von B. Kaempf durchgefiihrt, der zu diesem Zweck ein
F.E.M.-Programm entwickelt hat.
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3.1. Das aktuelle Stadium der Entwicklung der Variationsrech-
nung in der Plastizitdtstheorie

Die ersten Variationsprinzipe der Plastizitédtstheorie gehen
zuriick auf Hodge & Prager [1], ] (fiir den plastischen Fluf mit
Verfestigung) und Greenberg [2] (filir Ideale-Plastizitdt).
Diese Variationsprinzipe wurden unter der Voraussetzung ab-
geleitet, daB der aktuelle Spannungszustand o(t) bekannt

ist und nur die Spannungs- und Deformationsgeschwindigkeit
6(t) bzw. €(t) zu bestimmen sind. Die Variationsprinzipe von
Hodge & Prager verlangen neben dem Spannungszustand auch be-
stimme Informationen iliber die Belastung - Entlastung Zonen.
Dadurch wird das Problem linear in Spannungs- bzw. Deforma-
tionsgeschwindigkeit und die Methoden der linearen Elastizi-
tdtstheorie sind anwendbar. Die numerischen Verfahren fiir
den plastischen Fluf mit Verfestigung griinden sich noch heu-
te auf solche zusédtzlichen Informationen liber Belastung-

Entlastung Zonen (vgl. [4]).

Hill [5] ist der erste, der auf die jeweiligen zusdtzlichen
Bedingungen iiber die Belastung-Entlastung Zonen verzichtet
hat. Er zeigt, daB die Spannungsgeschwindigkeit an jedem Mo-
ment ein bestimmtes nichtquadratisches Funktional minimiert,
welches von dem aktuellen Spannungszustand abhidngt. Weil die
numerische L8sung eines nichtquadratischen Funktionals, neben
der unter Begrenzung des Funktionals, einige zusdtzliche Eigen-

schaften verlangt (Konvexitidt, Differentiabilitdt), die Hill
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in seinem Variationsprinzip nicht betrachtet hat, ist es

noch nicht praktisch angewendet worden.

Es ist zu bemerken, dafl diese oben erwdhnten Variationsvor-
gidnge zu keinen globalen Extremal-Variationsprinzipen fiih-

ren. Koiter [6] betrachtet das sogar als unméglich:

""Since the curent stress destribution in a elastic-plastic
solid depends on its loading history it can hardly cause
surprise that no general minimum principles should exist

for the current stresses or total strains."

Das erste globale Variationsprinzip betrachtet die Ideal-
Plastizitdt und wurde von Moreau [7], Duvaut & Lions [8]
durchgefiihrt. Die Konvexitdt des Funktionals des Prinzipes
und dadurch die Existenz, die Eindeutigkeit und die Stabi-
litdt der LOsung wird bewiesen von den Autoren selbst. Die
numerische Anwendung wurde von Nguyen [9] und Weichert [10]
durchgefiihrt. Nguyen [11] hat dieses Prinzip auch zu einer
besonderen Klasse der plastischen Materialien mit Verfesti-

gung ausgedehnt.

Diese Variationsprinzipe griinden sich auf die Theorie der
konvexen Analysis, die von der franzdsischen Schule ent-
wickelt wird. Im folgenden begriinden wir dquivalente Varia-
tionsprinzipe auf dem klassischen Prinzip der virtuellen

Arbeit.
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Es sei f(s) = k2 die FlieB-Grenze im Deviator-Spannungsraum
sij = oij - % Gkkaij° Wir bezeichnen mit K das geschlossene
Gebiet f(s) < K2 und mit Z(K,Q) die Menge der Spannungsge-

schichten o(x,t) € K, flir x € Q, t € [0,T] so daB fiir alle
t € [0,T], o(-,t) € C'(R) n C°Ca + 3n),
6(-,t) € C1(Q) n CO(Q + 3Q) und fiir alle x € @, o(x,*) ste-

tig und 6(x,+) stiickweise stetig in t € [0,T] sind.

Elasto-idealplastische Randwertaufgabe

Es seien gegeben die Funktionen F: ¢ x [0,T] - R3,

h°: 3,0 > RS, u°: 12 * 3,0 = 30

{819 N 9,0 = @) den Rand des Gebietes Q bezeichnet. Zu be-

829 -> RS, wobel 3

stimmen sind die Vektor- und Tensorfelder u: Q@ x [0,T] - R3

3Ix3
sym’

e(*,t) ¢ C1(Q), und o € £(KQ) die die folgenden Gleichungen

u(+,t) € ¢l (@) n coea + 20), e: @ x [0,T] - R

und Randwertaufgabe

1
€15 =7 (3,5 * Y¥5,1)

hk . of = 12 F =
J(Ai:] Ohk + )\ao,_. f =5k N f=0
1]
Eij -
hk 2 _ 12 ¢
tAij dhk f <k” oder £ = k*, £< 0

mit A?k die Komponenten eines konstanten Tensors,

1]

b
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.. . +F. =20

ij,] i ’
_ .0

%i%la,0 = Py
- (o]

“ilazn u, -

erfiillen. Es sei o die LOsung der elasto-idealplastischen

Randwertaufgabe und o* € p(K,p)die statisch zuldssige Span-

nungsgeschichte
* % o
[e) -
ij,j * Fi 70 %i5%500,0 7 Py

Auf dem Grund des Prinzips der virtuellen Arbeit erh&dlt man

hk. . of * _
IQ [Aij Ohk(cij - Uij) +Aﬁ;’j‘(0) (O'ij - Oij) ]dv =

_ “0 . *
= Igui(oij oij)nj dv. (1.1

Nimmt man an, daB f eine konvexe Funktion ist, dann gilt

) < £(0¥) - f(0) (1.2)

of *
~— (o) (o0,.-o0..
aoij 1) 1j

Beriicksichtigt man (1.2) in (1.1) und daB fiir o € I(K,Q)
A(£(c*) - £(0)) < 0, dann folgt

T
* _ hk . *
T ‘0. %

2
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fir alle o° € I(X,Q2) statisch zuldssig
* _ *

(045,5 " F1 = 0 %i375]a 0

daR dieses nur fir die LOsung o der elasto-ideal-plastischen

=h°). Es ist einfach zu beweisen,

Randwertaufgabe gilt. Wir liefern eine Widerspruchsbeweis-

fllhrung dieser Tatsache.

Es seli ¢ # o filir das

dann gelten die beiden Ungleichungen

v
(@)

¢(G,0)

und

v
o

$(0,3)

zusammen. Es folgt

-$(3,0) - ¢(0,3) =

jTj ARK (5 - E. . )(0..-5..) dv dt £ O
o o 13 ‘%137 %137%%5 7 %45 =

daB ¢ = §. Es folgt auch, daf fiir 6 # ¢

min ¢(oc*,5) < 0.
o*en(K,Q)

Das fOhrt zu dem folgenden Lxtremal-Variationsprinzip.
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Die Spannungsgeschichte, LOsung der elastoidealplastischen

Randwertaufgabe ist auch die LOosung des Extremalproblems

max min ¢(o%*,0), 0, o* € L(K,).
o o*
Die Skalarfunktion A wird aus den Kompatibilitidtsgleichungen

der Deformationen

. hk . 3¢
ij = fij %5 ¢ ASE;;
bestimmt. Es ist bekannt, dal die Kompatibilitdtsgleichun-

gen mit den Orthogonalitdts-Bedingungen

hk of 3 -
£2 (Aij Gij + ASG;;) o} ; dv = 0 (1.4)
fir alle o € ¢ (@) n cO(a+99), o¥. . = 0, und o* = 0

i
auBerhalb eines Untergebietes G, G-B;é C Q dquivalent ist.
Es sei 9% und Qp, Q% + @P = @ die elastische bzw. plastische
Zone, die fiir den Spannungszustand ¢ L&sung der elasto-ideal-
plastischen Aﬁfgabe ist. Insbesondere muf (1.4) von allen
Spannungen o® erfiillt sein, die sich im statischen Gleich-
gewicht befinden (ogj,j = 0) und.in 9% - G® und 9P - GP, wo-
bei G® + 3G% c ° bzw. GP + 3GP c @P Null sind, d.h.

hk + . hk ., 3f | u )
J Aj§ %hk °%; dv + | (Aij S * A Bc..)oij dv.= 0. (1.5)

ot QP }J

Betrachtet man (1.3), dann ist es einfach zu beweisen, daB
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hk . # _
Q€
gilt. Es bleibt nun

hk of #
f (Aij Spx * Age—)o¥s dv

oP H

(1.6)
zu erfiillen.

Wir spalten liberall in QP

# _ of #
% ° “aoiJ * 97ij

wobei p: P > R ein bestimmtes Skalarfeld ist. Wir bezeich-
nen mit M(Qp) die Menge dieses Skalarfeldes u, die zu allen

zuldssigen Spannungstensoren o¥* (01J j = 0, o* = 0 auf
of

# = . .
agij 0T1J 0, reduziert sich

oP - 6P, GP + aGP. Weil

(1.5) zu

of of
J 3077 8057 Audv o+ [ AY

QP i3 “Tij P

hk of 2
ij Onk(® 3555 *ooriy) dv

"
o

Wir bezeichnen

) hk Y .
F(u) = fgp Aij Snx (¥ ECPPIMEES

) dv

und beweisen, daB F(u) ein eindeutiges Funktional von p
ist. lis seien zwel Spannungen o* und o** bheide statisch

4ssi ¥ = e = #. 2 o¥t = g, .
zuldssig oiij+ Fi o, OiLJ+ F 0, und 01J 013 i3
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of

3#*

Oij - ”aoij
*#¥ - Bf
9ij “aoij
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Untergebietes G(G+ 3G C Q), so daR
* ., of # -

+ oTij’ mit Bcij (o) GTij 0
4 ., of X =

+ Grij’ mit aoij (o) GTij 0

Schreibt man (1.1) fir o + (o** - o*) und ¢ folgt

- hk . #E _ of # _ =
0 = [Aj5 655 (o} - of;) + Mg (off - o} dv
oP 1J
_ hk . *% % of *x %
= J TA3y 655 (07457 0035) * A5 (05 = 0,541 AV
QP i]
- hk . we  _ %
f Aij 655 (OTij orij) dv.
P
Wir finden
hk . of
[ AT S (yg=— + o¥*..) dv =
oP ij “hk 3°ij Tij
J o Ajj Opk (o * oriy) v = F(w,
QP i]

was zu beweisen war.

Man erhdlt fir die Bestimmung der A die Funktionalgleichung

of

aoij

of

5, Audv + F(u) =0 (1.6)

f

oP

J

fiir alle Skalarfelder p € M(Qp).
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Anmerkung: Betrachtet man den Banachraum

B(eP) = {u: oP » Rliut = (f 2£_ 3,2 4,51/2., oy,
P 1) 1)

dann nimmt (1.6) eine eindeutige LO6sung genau dann an, wenn
M(Qp) vollstdndig in B(Qp) ist. Der einfachste Fall eines
1-dimensionalen Deformationsprozesses zeigt z.B., dal
p = konstant nicht zu M(9P) gehdrt. Es gibt die Meinung
(vgl. Matthies [12]), daB die Nichteindeutigkeit die #uflerste
Idealisierung der Realitdt zeigt, die von der Ideal -Plasti-
zitdt impliziert wird. Wir bemerken, daB diese Idealisie-
rung nicht das konstitutive Gesetz betrifft. Der ideal-pla-
stische FluR ist ein Phénomen dafiir, daR das quasistatische Modell
und die Formulierung der Randbedingungen wie in der Mechanik

der starren Kérper ungeeignet sind.

Wir schlagen eine andere Form dieses Variationsprinzips vor.

Es sei zu bestimmen in der Klasse der Spannungsgeschichten

o(x,t) € 2(K,Q), x € @, t € [0,T] statisch zuldssig

(953,
Problems.

+ Fl = 0’ 0" n‘
i

~ 1.0 o
1) ) 319 - hi) Lésung des extremalen
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- 1T hk ., .
o
T o '
- '.‘ .‘ . . d .
é 3£9u1 S35 Ry 45 48]

Wir beweisen, dafl die LOsung o(x,t) dieses Extremalproblems
gleich der Spannungen der elasto-idealplastischen Randwert-
aufgabe ist. Es geniligt zu beweisen, dal es ein Skalar-Feld

A: € x [0,T] - R* gibt, so daB

_hk . 3 f
€55 = Ajj 935 Y M35

und daf A = 0 im Untergebiet Q% ¢ 2, wo f(o) < k2 ist.

Es sei o (x,t), x € Q, t € [0,T) die sich immer im Gleich-

gewicht (o?. = 0 ) befinden und Null auBerhalb von

JsJ
G(G + 3G € Q) sind. Wir nehmen an, daf o* hinreichende glatte

Felder sind und fir x € P spalten wir ihre Zeitableitung

[ 3 . = Bf [ -3 R
oij(x,t) uacij (o(x,t)) + oTij(x,t) (1.7)
S em
mit Grij’ so daf
af 3
ﬁ (O(X,t)) 0¥ij(x,t) = 0.

Die Menge der Skalarfelder u: @ x [0,T] - R wird bezeichnet

durch

M(Q x [0,T]).
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Die Kompatibilitédtsbedingungen fithren dann zu der Funk-

tionalgleichung

T T
of of hk . of .

ff———— }\udvdt+]fA..o (pe—=—— + 6¥*..) dv dt =0

0 Qacij aoij o g 13 hk aoij Tij
(1.8)

Wir beweisen, daB das zweite Integral
'p()=}jAhk5 5%y 4 (1.9)
K b g 1i “hk “acij 1ij’ @V y

ein lineares Funktional von p bildet.

Es geniigt zu zeigen, daf F(u) eindeutig definiert ist. Es

sei o** ¥ g%, so daB fir x € P

of

aoij

(o(x,t)) + o¥*¥

o453 =
aij(x’t) M Tij

mit demselben p wie in (1.7) gilt.

Weil sich das Spannungsfeld o** - o* in Gleichgewicht be-

findet (o¥% . - o¥%. . = 0) und auBerhalb von G(G + 3G C Q)
1], 1],)

ist Null o + (c** - 0*) € £(K,9) und ist statisch zulidssig.

Berechnet man das Funktional ¢ (&) fiir ¢ + (6%¥% - &%) und be-

riicksichtigt man dafl ¢(o) sein Minimum genau fiir & erreicht,

erhidlt man
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} [ APk 5 o (e¥r - %y av dt = 0
L1 Aiy onk(%i) - 93 -

was zu beweisen war. Aus (1.8) und (1.9) folgt dann, daB A

dic L8sung der Funktionalgleichung

T
of of
[ | = Audv dt + F(u) = 0, (1.8')
0 o 9%9ij 9%

wobei peM(Q x [0,T]) ist.

Schreibt man (1.7) fir die Spannungsgeschichten, die auBer-
halb von G®(G® + 3G® ¢ @%) Null sind und beriicksichtigt man,

daRl auf Grund des Variationsprinzips

hk

T hk * T "
é J Ajj Opk 6% dv dt = | Ajj Opx 03 dv dt =0

Q 0 Q¢

gilt, so folgt, daB man in Q% immer

annehmen kann.

Wir bemerken wieder, daBR im allgemeinen Fall M(Q x [0,T])
keinc vollstdndige Menge von Funktionen bildet und der oben
erwdhnte Kommentar liber die Eindeﬁtigkeit der Ldsung der

Funktionalgleichung (1.86') auch gilt.

Das Problem der Bestimmung der Verzerrungen in einem

ideal plastischen Korper wiirde in jungster Zeit von
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Nayroler hS], Johnson [14] und Suquet [15] betrachtet.
Sie beweisen die Existenz eines Verschiebungsfeldes, das
zusammen mit dem Spannungsfeld eine schwache Formel der
elasto-ideal plastischen Randwertaufgabe erfilillt. Die Be-
weisfiihrung griindet sich auf einigen nicht-konstruktiven
Verfahren der schwachen Kompaktheit in normierten Riumen.
Bis jetzt fehlt jede direkte und konstruktive Methode, um
die Verzerrungen in einem elasto-ideal plastischen Kérper
zu bestimmen. Der Grund besteht in dem Fehlen einer ent-
sprechenden Gleichung fiir den Skalar-Parameter ) . Die
Funktionalgleichung (1.6') oder (1.8') (grundlegend sind

beide gleich) gleicht diesen Mangel aus.

Es gibt eine besondere Klasse von plastischen Materialien
mit Verfestigung, fiir die das Prinzip der virtuellen Arbeit
noch zu einem Extremal-Variationsprinzip fiihrt. Das betrifft

die Materialien, die von dem konstitutiven Gesetz

. _ .hk . 1 f of
L.o= AU + f 1 3 T .
€ij ij nk T Z glf) (1 + T;T) aoij f, (.10)

mit f(o) 2 k2 beschrieben werden. Bezeichnet man



- 56 -

wobei
f
G(f) = [ g(f) df
o
dann reduziert (1.9) sich zu

. _ Ahk , 1 @ \ %9 .
€15 = Aij Spk * 7 (0 g57) dog; © (1

mit der neuen FlieR-Grenze
(o) = k% = /G(k%)

Wir betrachten das folgende Problem:

Elasto-plastische Randwertaufgabe:

Es sei zu bestimmen im Gebiet @, mit dem Rand 3Q,
uech@x [0,T]) n cO(a + 30 x [0,T]), e € C'(2 x [0,T])
und o € C'(@ x [0,T]) n c%(q + 32 x [0,T]) , so daB

= %(ui,j +u. .)

€ij j,i

J11)
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. _ .hk . 1 ) o0 . . 2
fi3 7 Ay Ot 200 T TeT) o o fir ¢ 2 k
_ hk . i} 2
%ij,j * Fi 7 0
%ijnjla,@ = hS,
(o]
Uu. = U.
_ 1[829 i’
wobei 9,Q + 3,0 = 92 und F: @ » R®, h: 3,2 » R,

u®: 829 > R3 gegebene Funktionen bezeichnen.

Es sei ¢ die L6sung der elasto-plastischen Randwertaufgabe.

Auf Grund des Prinzips der virtuellen Arbeit der zusdtzli-

chen Krdfte folgt

} / Ahk o] (0* - ) + 1(1 + —é—) 39 '(o* - 0.:) dv dt
5 ij “nk'%ij T %ij Z o1’ 30.. 2493 ij
Q 1]
T 0. %
= é %% ui(oij - cij) n; ds (1.12)
fir alle zuldssigen Spannungszustinde o, O;j j + Fi = 0,

(]
o;j ]%il81S2 = hi' Im Folgenden bezeichnen wir durch Z(Q,F,Hb die Menge

dieser zuldssigen Spannungszustinde und durch K die Menge

K = {(0,9)|0 € Z(Q,F,1), o = o(0)}.

Nehmen wir die Konvexitdt von ¢ an, d.h.

10

aoij

lj) < ‘D(U*) - 9(09),

(o) (ozj -0c

dann folgt aus (1.12) die Ungleichung
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T
* hk . .
+ } J w0t - 0.)n; ds t 20 (1.13)
0 329 €" 1) iJ°)

fiir alle (0*,w*) € K. Diese Ungleichung ist glcichartig der
Nguyenschen Ungleichung. Sie fiithrt zu folgendem Variations-

prinzip:

Die Lésung o der elasto-plastischen Randwertaufgabe ist auch

die L6sung des folgenden Extremalproblems:

Max Mip ¢(0" ,0%,0,0)
(c,0)€K  (0%,0)€K

Wir bemerken zuerst, dal es filir die jeweiligen
(5,3) € K, (5,3) # (0,0) wenigstens ein Paar (0*,o") € K

gibt, so daB

0(o%,0",0,0) < O.

Wir geben eine Widerspruchsbeweisfiihrung. Es sei

(8:6) * (U,w), so daf

v
o

* ¥ ~ ~
¢(0 ' P ,G,w)

fiir alle (o*,w*) € K. Schreibt man

¢(6’$)03®) 2 0,
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und
¢(0’w36,5) 20
dann folgt

¢(0,¢’636) - ¢(6’5’0:¢) =

T . .
= I ﬁz[A?§(6hk = 5hk)(cij - 8ij) + (¢ - ¢)(o - 9)] dv dt < O.

0
(1.14)
Weil A eine positive definite Matrix ist, folgt ¢ = & und

¢ = ¢, was den Satz beweist.
Aus diesem Satz folgt

. * ¥ ~ ~
min ¢(0 »9 ,0,0) <0
(0*:w*)EK

fir alle (6,6) * (0,0). Auf Grund der Ungleichung (1.13) folgt

aber

?12 ek ¢(c*,0%,0,0) 2 0.
o*,p7)E

Demzufolge erreicht das Funktional

. *
min ¢(c*,0%,0,0)
(o*,90*)eK

sein Maximum genau fiir die L&sung der elasto-plastischen

Randwertaufgabe. Dadurch wird das Theorem bewiesen.
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Anmerkung: Dieses Theorem liefert uns ein Extremal-Varia-
tionsprinzip im Eulerischen Sinn. Die praktische Anwendung

fiihrt aber zu komplizierteren Verfahren.

In den folgenden Abschnitten erforschen wie dic Moéglichkeit,
eine Art der Variationsprinzipe zu entwickeln, die fir nu-
merische Losungen angebrachter ist. Wir beschridnken uns auf

das konstitutive Gesetz fiir die plastische Formidnderungen

P _ of of .

€:: = g(0) =m—— = ¢ (1.15)
i] aoij aohk hk

Dieser Ausdruck der plastischen Formdnderungen war zuerst
von Drucker betrachtet (vgl. [18]) worden. Interessant ist

zu bemerken (vgl. [19]), daB es die allgemeine Form eines

p . ~hk . . .

i Cij(o) 6py ist, welches die

folgende Postulate erfillt.

konstitutiven Gesetzes ¢

l. Die gesamte plastische Arbeit hdangt nur vom End-Spannungs-

zustand ab:

L= [ o ¢Pdo = £(0)

ab.

2. Die Monotonie-Bedingung

Ao Ae 2 O
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gilt fir hinreichende kleine Spannungsinkremente.

Ohne plastische Leistungen sind keine plastischen Defor-

mationen méglich.

Bemerkenswert fiir das konstitutive Gesetz (1.15) ist die
Symmetrie bezliglich der Indizes (i,j) <= (h,k). Diese
erweist sich weiter als sehr niitzlich in der Variations-

rechnung.
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3.2, Variationsprinzipe fiir die Spannungsgeschwindigkeit

3.2.1. Die klassische Formulierung des Randwertproblems

Es sei Q@ ein beschrédnktes Gebiet im dreidimensionalen Euklidi-
schen Raum, und es sei 92 sein Rand. Bezeichnet man mit:

A?% - die Komponenten eines konstanten Tensors
) (Hookesche Tensor)
kh _ ,1k _ ,ij
A5 = Aiy T Ak
h(o) - eine hinreichend glatte Funktion des Spannungs-
3x3 _ T
tensors o(o € R , 0 =0),

¢ (0) - die FlieBgrenze im Spannungsraum

dann lautet die klassische mathematische Aufgabe der quasistati-
schen plastischen Prozesse!

Es seien zu bestimmen die Vektor- und Tensorfelder (EE,O)

u: @ x [0,T] » K>, ue c'(@+30) x [0,T]), vue '@ x [0,T])
e: 2 x [0,T] » B, e=¢h), e eC@x [0,T])
o: 2 x [0,T] »R*3, 6 =0D), s eC(@ x [0,T]) n CC(@+239) x [0,T])

so daf
a) die Kompatibilitdts-Bedingung

e =g (), , 2.1

b) das konstituitive Geset:z

_ k1 1 ) 3 3 .
€55 = Ajjoiq * 701 * m)h(") 305 %o, kL’ (2.2)

c) die Gleichgewichtsgleichungen

div o = 0, (2.3)
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d) die Anfangsbedingungen

u(x,0) = 0, £(x,0) =0, o(x,0) =0 (2.4)

und
e) die Randbedingungen
My o= Uly g =Y, (2.5)
1 2 ~
mit u (x,t), X € 3,0 gegebene Funktion, erfiillt sind.

3.2.2 Die funktionale Formulierung des Problems

Bezeichnet man mit £ den Spannungsraum

r={o: Q= R3x3/0 = oT, o€ C1(Q) n c°(91-an), divo =0, on 5 "
B

0}

und betrachtet man in £ das Skalarprodukt

<0,T> = jg Sp (ot)dv,

dann erhédlt man durch die Vollstédndigkeit von ¢ beziliglich der

Norm

/2

loll = (<o,o>)1
den Hilbertraum
F={o: 0~ R3/1lim lo_~ol =0, o_ex).
o D n

Wir betrachten das folgende Funktionalproblem:

Es sei 0 €L so zu bestimmen, dafl fiir beliebige 8o €I
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j (A Okl 7(1+—r-0h(0)3 Ok okl)ao .dv = iﬂu 0. i3 .ds (2.6)

gilt fiir jeden t € [O,T].
Wir beweisen den folgenden Satz:

Theorem: Das Funktionalproblem und die klassische Formulierung
sind &dquivalent. ‘

Beweis: Es seiu,e und ¢ erfiillen die Gleichungen (2.1-2.3)
sowie die Anfangs- und Randbedingungen (2.4-2.5). Multipliziert

man die Gleichgewichtsgleichung divés = O mit u, dann erhidlt
man durch die Integration iiber & die Identitét
fesodv= [ uson ds. (2.7)
1Y) 329 T

Aufgrund des konstitutiven Gesetzes folgt dann (2.6).

Wir beweisen jetzt die umgekehrte Richtung des Theorems.
Es sei o(x,t) mit o(*,t) € £, t € [0,T], 0(x,0) =0

fiir welches (2.6) fir alle 60 €L gilt.

Wir bezeichnen mit € das Tensorfeld, das durch

Kl 20
€15 = A% * 201 + TTJ h(o) a 30y Kl

definiert wird. Aus (2 1) folgt dann

fesodv= | uson ds (2.8)

Q 329 -7
flir alle 8o € £ . Ein bekanntes Theorem (vgl. Funk [16]) besagt
dann, daB (2.8) genau dann gilt, wenn die Kompatibilitdtsgleichungen

Ink e =0

erflillt sind. Das heift, dafl es ein Vektor- Feldtlglbt so daB
(2.1) gilt. Ersetzt man in (2.8) € durch 1/2(vu+wu')  und
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wendet man eine Integraltransformation an, dann folgt, daB aufBZQ
Ban“éo'
2
Damit wird bewiesen, daR alle Erfordernisse der klassischen For-
mulierung erfiillt sind.

3.2.3, Die variationale Formulierung

Fiir jedes feste o€ sei das Funktional

FO:Z x T +R

definiert durch

= + 1 3% 3¢
F (0 86) ] [Al i Pz T$T) h(o) == iy (o) 30 (0) le] 60 . dv.

Wir beweisen, daB, so definiert, Fo die Bedingungen des Theo-

rems 1 des Appendix erfiillt.

Zuerst bemerken wir, daB F; in 60 linear ist, d. h. daB fur
alle a,BE€R und 601, 602 €L

F, (6,080, + B3G,) = oF (,86) + BF_(5,80,)

gilt.

Wir beweisen, daB flir alle festen Oy» 0, €L und

gegebenen gleichmi#figen stetigen Treellen Funktionen a(t)
B(t), tE€R die Funktion

Fo(a(t)o1 + B(t)oz, 8a)

eine stetige Funktion in t ist. Es ist genug zu beweisen, daB
fir konstante Tensoren 04,0, und 80 die Funktion

E(6,,6,00) (M) = (A5 (0513 + 8Eq) *

=22 (a(t)s - y (2.9)
(

+ 1 1+ 24 %
Vi 5 : ) 5g.-(9)3 (0)(a(t)01k1+8(t)02k1)]60
%;Lq(a(t)o B0y | 4k

1ps * B(t)o
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gleichmdBig stetig in t ist.
Wir bemerken, daf wegen ihrer Linearitdt in qa(t), B(t)
die Funktion

21759 5

gleichmidBig stetig ist. Wir bezeichnen

A??(a(t)d1kl + B(£)6

3¢ : o
55 —(a(t)o, + B(t)o, )
£) = 1+ Bopq 'rd “m 905y 3¢ 5 + 3
T‘p—&(a(t)ﬁ.lpq + B(t)OZPq) 1) k1

Es sei ¢(¢) die Funktion, die durch

0(6) = 5(1 + 740
definiert wird. Es folgt unmittelbar (vgl. Abb. 1)

9l

L/ §2 Q

Abb. 1

dafl die Lipschitzsche Bedingung

|<D(q;1) - (P(‘bz)l = |(i>1 = ¢2|

erfiillt wird. Ersetzt man in dieser letzten Ungleichung

4 = 5%&; (0 (a(t)ogq + Bty)Tg)
und

a¢
aokl

dann folgt die gleichmdfige Stetigkeit der Funktion g(t).
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Nimmt man an o(t) =1, B(t) =t und 52 = 8o , dann wird
auch die Bedingung 2° des oben erwidhnten Theorems bewiesen.
Es bleibt zu beweisen, daB die Differentialform

F (ad, + 602,61)da + Fc(ad1 + Bc‘rz,c}z)de

ein totales Differential in der Ebene ( o,B ) ist. Um dieses
zu beweisen, ist es ausreichend zu zeigen, daf an der jeweiligen
hinreichend glatten geschlossenen Kurve o =a(t), B=p(t), t € [0,1]

1)
5———-(ao1pq Bozpq)
j{f[A (ao B0y ,) *+ 21 + °pd - h(o) *
1K1 P92k X % 05+ g0, )
2
acpq 1pq Py
09 3¢ :
* 335 (0) %5 o (0) (00ypq * BOyq) 1055 AV da + (2.10)
3% , - .
00 + Bo
1 ac1r>q( tpq* *2pq 30\ 30
+ (1 + h(0)55—(0) (o)(ao + B0 10,5 jVds} =
2 3¢ 6o 85, ) 90, .~ 730 1k1 2kl
30,29 1pq 2pq J Pq
Pq
gilt.
Weil C eine hinreichende glatte Kurve ist, ist das Integral

des letzten Integrals gleichmdBig stetig, demzufolge sind das
Volumen- und das Linienintegral umtauschbar. Es ist genug zu be-
weisen, daf} das Linienintegral in jedem Punkt XE€Q Null ist.

Es sei in der Ebene ( «a,B ) die Gerade G
39 : sy
80k1(°)(a°1k1 + BOZkl) =0

Es gibt zwei M&glichkeiten:

1. Die Kurve C intersektiert nicht die Gerade G,
2. Die Kurve C intersektiert die Gerade G.
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In dem ersten Fall reduziert sich (2.10) entweder

1 K, . - : .
’zé d[Aj5(a0yyq * Bogg) (0045 * Boyy5)

+ dlh(0) |;22-0) (a6 5 + 8,31 = O, (2.11)

)
aoij

2ij
oder zu

1 ki, . . . . _
7 { diA;5(@0yp * Bogydag 5 + Boyy5)) = 0,

s

(2.12)
die beide erfiillt sind.
Im zweiten Fall folgt durch Zerteilung der Kurve C in
zwei geschlossenen Kurven C;+C, (vgl. Abb. 2 )
I8
o~

IR

-
a
G
Abb. 2
folgt
[=1] +]
C Cl CZ
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wobei jede Linienintegrale der rechten Seite geniigen, entweder

(2.11) oder (2.12).
Dadurch werden alle notwendigen Bedingungen fiir Potentialitit
des P0 erfiillt. Demzufolge gibt es ein Funktional

F:r- =R
o
so daf
DF (o 86) = F_(5, §0) -][
3¢

0'
%0, pq . )
+ (1 + Fﬁ?—[) h(o) 30" (©) 5> o 2 (0)5 169, v + (2.13)
acpz pq 1j

“O0..
+ f u.86. .n.ds

lJ kl ¥

gilt.
Wendet man die Formel (vgl. [17] oder Appendix )

1
Fol0) = [ Folt6,6)

(2.13")
an, dann folgt
_39; ;
. Pq
Fylo) = 'Zj[ ij 938 ij * (1 * __Eg q )h(o)l (°)°k1| ldv +
aopq Y
(2.14)
f uloljnjds

Es ist moéglich, direkt zu priifen, daB (2.14) (2.13) erfiillt.
Zu diesem Zweck betrachten wir

F (o+ t80) = 7[ [A (o + t80;;) (c}ij + tddij) +

+ tdo D

pq
Pq -
+ 500 + I(9) lgg=() Gy *+ 003y |l + (2.15)
q(°pq’ a0y

P

+ [ u O(5., + téo, . )n, ds
20 ij 137
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Wir bemerken, daf das Integral (2.14) alle Bedingungen fiir die

Differenzierung eines Integrals mit Parametern erfiillt.
Bezeichnet man durch f(x,t) den Integranden des Vo-

lumenintegrals aus (2.14), das dann einem festen 0,0 und &6

entspricht so gilt

1. f(xt) jst stetig beziiglich Xe & und t € (-= =)
2. ist differenzierbar beziiglich t € (-=,),

3. fiir jeden beschrinkten Intervall I C (-e,=)

sind f(x,t) und f/3t(x,t), x € Q, t €I
glelchmaﬁlg begrenzt von

Ny = s zlA Lo 1 * B803) (05 + 16635 + 7 h(o)laaq’J(o)(o .+ té0, )|2
XEQ

M, = iug |A (o + t8o 1)0 zh(o) aa¢ (o)(o 4-t6o ) (0)60
€ J
XEQ

Gleicherweise kann man dieselben Eigenschaften fiir das Integral

I, = f ul(olJ + t6oij)nj ds
. 2" 3,9

beweisen. 2

Differenziert man (2.15) beziiglich t und nimmt man t =0

dann erhdlt man (2.13).
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3.2.4 Konvexitdt des F0

Aufgrund des Satzes 3 des Appendix ist es genug, die Monotonie-
Bedingung zu beweisen.

D1=U(<':,d1 -0,) - DF0(62,61 -}62) >0 (2.16)
d.h. 3%
30 1pq
k1 - - il pq - a¢ 3¢
§ ;500130 = 910 (035~ 35 + Zh@ILC + ) 55 'U)aoklfc)"kl -

|3 1rjd|

30z “2pq
) p 3% .y 3 i}
(1 + ¥ 30, 35,7 @ gl (35 ~ 9351V 2

56 O2pg 13

Wir beweisen das folgende Theorem:

Theorem: Wenn der Hookesche Elastizitdtstensor A streng positiv
ist, d. h.

Kl,. . : A ) X
é Aij(01k1 - GZkl)(°1ij - ozij)dv 2 Y&, - o,

mit y >0 und h(o) =0 , dann wird die Monotonie-Bedingung
(2.16) streng erfiillt.

‘. . . .2
DFO(%,01-02) - DF0(02,01-02) > yllc1 - ozﬂ

und dadurch das Funktional (2.14) streng konvex.

Beweis: Es ist genug zu beweisen, daB

3 .
(01,0,) = sh(0)1 g ) g
E(o,4,0 o)[(1 +- ) (o) o} -
1092) = 7 g .1p<X| 30; ; a kl 1k1
9%
des'l‘ Cr1pq 3
-0 26, )| 3oy aok (00551100111 = 9g11) 2
Bogg v

gilt.
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Wir unterscheiden die folgenden vier Fidlle:

1. 3 kl (o) °1k1 =0 und (o) OZkl o,

k

Dann wird

B(61,0) = 7100 5= () (pyq - o)1 2

2.
(0)o,,, <O und (0)o < 0.
Bok] 1k1 kl Zkl
Dann wird
E(61,62) = 0.

3. (o)o < 0 und 5= (0)o 0
3 kl 1k1 kl 2k1 2

Dann wird
E(0;,0,) = - 7 h(0) 80¢ (©) aa¢ (°)02k1(d1ij " %ay)
ij

99 % 3¢ 2
h(o) 30 3 (0)o 9ij o Sy * h (o)lao (0)02k1| >

ao (0)01kl z 0, Bokl (O)OZkl < 0.

k1

Dann wird

E(5;,6,) = % h(0) 522 (o) el OUCIEEPD
J

='% h(°)|§§ii (0)61k1|2  h(o) aa¢ (0)0113 Bo

(0)02k1 20
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Was zu beweisen war.
Benutzt man (2.13), dann wird die Konvexitdtsbedingung

F0(61,61 -6,) - FO(62,61‘ -c‘z) > ynd1 - dZII .
Aufgrund des Theorems 2 des Appendix folgt:

1. Das Funktional F; ist unten begrenzt

2. Es erreicht sein Minimum genau flir die LOosung der Funktional-
gleichung

Fo(é,éd) =0, & € L, (2.17)

3. Die Losung dieser Funktionalgleichung ist eindeutig bestimmt
in Z

Anmerkung: Die oben erwdhnte Theorie wurde entwickelt unter
den Bedingungen der Homogenitédt der Gleichgewichtsgleichung (2.3)
und Spannungsrandbedingung (2.51).

Dieselbe Theorie kann man bilden, wenn man statt (2.3) und (2.51)
nimmt

(2.3")

(]
o

div o + f

und

(2.5,)

g
-

~19.0

an.
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Zu diesem Zweck betrachten wir eine hinreichend glatte Spannungs-
geschichte c°(§,t) , die so bestimmt wird, daB

dhrc°+-f= 0
und

(o}
g

b
-

|
e

~19,9

Sucht man die aktuellen Spannungen in der Form ®+0
gilt dann fiir o wieder (2.3) und (2.51) und demzufolge o(*,t) € =
Die Theorie ist mit dem neuen konstitutiven Gesetz

_ Akl,.-0 -
€15 = A0 * o) *
1 J . .
+ '2(1 + 'l'%'l')h(oo + 0) 32’:} (00 + 0) 32-11 (UO + 0) (01(21 + Okl) ’
wobei ¢ = af,zq (0% + 0) (oG *+ ),

ist.
zu entwickeln.

3.2.5.Numerische L&sung

Eine numerische Methode, die die LOsung des extremalen Problems

min Fo(o)
(o[ SN

bestimmt, ist, eine minimisierende Folge (6n) zu finden,
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dc h. on, n-= 1’2"°' on €z so daf}
lim F (0 ) = min F (o) (2.18)
n-o (o[ON

Als eine besondere Anwendung eines Theorems der Konvex-Analysis
folgt, daB jede minimisierende Folge gegen die L&sung der Funk-
tionalgleichung (2.17) strebt. Tatsdchlich sei ( o©
misierende Folge, d. h.

lim FO(&n) =d=inf F (0)

N o€er
Fiir beliebige €>0 gibt es N (€) , so daf fiir m,n > N(€)

n ) eine mini-

Fo(om) <d+e¢€, Fc(on) <d+€

gilt.
Weil

G_+0

m n

F (0T 24
gilt, folgt
%n* % 2.19

FF @)+ 5 F (6) -F (BB <d+ e-d-= (2.19)

Aus (2.13). (2.13') und (2.17) folgt

(ISP % * S S * Sy
1EG) + FE6) = F Ryt = HE @) - B ()
0 +4
+ JE_(6) - F (B D)) =
1 6 * O, o+o o -0
1

=7(!)[F0(m2 )+£ n’ mzn)_

G +0. O_-0 d *6
AL IR A M LT j g5, - ob%de = Ty 15, - 507
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Berilicksichtigt man (2.19), dann folgt
Hdrn - 6n|] -0

was die oben erwdhnte Behauptung beweise.

Diese Eigenschaften erlauben uns,eine numerische Annidherung der
exakten Losung durch die Galerkin-Projektionsmethode zu bestimmen.

3.2.6.Evolutionsgleichung des elasto-plastischen Flief

Es wird jetzt mdglich, daB zu jedem Spannungstensor-Feld O €L

die Spannungsgeschwindigkeit o € & durch den Operator
c = M(0)
2.2
M: Z~2Z ( 0)

herangezogen wird.

Die Gleichung (2.20) stellt eine Evolutionsgleichung fir
elastoplastische Formdnderung dar.

Falls fir M einige Stetigkeitsbedingungen und auch die Lip-
schitz-Bedingung

- a,l

I M(s,) - M(s,)I <Klo, - o,

fur alle O9q» 9 €ZL erfiillt sind, dann folgt die Exi-
stenz, Eindeutigkeit und die Stabilit&dt der Ldsung. Fiir die
numerische Losung gelten dann alle numerischen Methoden , die
differenzialen Gleichungen im Banachfaum

entsprechen.

Es sei z. B. h = At ein kleiner Zeitintervall und

Die einfachste numerische Methode lautet

t+lh
o(t + 1h) = o(t) + | M(o®))dg
t
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Im besonderen Fall 1=1 erhdlt man die klassische Euler-

Formel

o(t + (k+*1h) = o(t,) + MM(a(t))-

Diese Formel entspricht der Inkrementalmethode, die iiblicher-
weise heute in der Plastizitédts-Theorie angewandt wird. Der ein-
zige Unterschied besteht darin, daf man in jedem Schritt das
nichtquadratische Funktional (2.14) minimisiert, das die Bela-
stungs-/Entlastungsbedingungen beinhaltet. Es scheint aber, daf
die Beweisfiihrung der oben erwdhnten Stetigkeit und Lipschitz-
Bedingungen eine nicht triviale Tatsache bilden.’

Mit Hilfe des Operators M(o) kann man das Extremal-Varia-
tionsprinzip
t
i 6.. - M..(0))(0.: - M..(0)) dv dt
min [ [ (65 - My;(9)) G5 - M;5()

bilden. Ein solches Variationsprinzip hat aber nur eine
theoretische Bedeutung. (Die Bestimmung des Operators

ist komplizierter als die Bestimmung der L&sung der elasto-
plastischen Randwertaufgabe.)
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"3.3, Das Zwei-Kriterium Extremal-Variationsprinzip filir elasto-

plastische Formdnderungen mit Verfestigung

Die vorherigen Abschnitte zeigen, daB im Fall des elasto-plasti-
schen Flusses mit Verfestigung das Prinzip der virtuellen Ver-
schiebungen das Problem nicht voll 18st. Dieses Prinzip redu-
ziert nur die Randwertaufgaben zu einer Evolutionsgleichung.
Die Bedeutung der Existenz eines Extremal-Variatiomsprinzips
als hinreichende Bedingung fiir die Stabilit#dt der LOsung ist
bekannt. Eine natiirliche Frage ist, wie kann man im Falle der
elastorplastischen Formdnderung mit Verfestigung die L&sungs-
stabilitdt durch ein extremales Variationsprinzip reflek-
tieren. Um diese Frage zu beantworten, schreiben wir das kon-
stitutive Gesetz (2.2) in der &quivalenten Form

S5 = AL G 7 (1 aa’g 0« ) %4 5%0 % G-1)
I pq °pq!

) 3£ .2

1J /h(c) 80 ij (0) (3.2)

Es sei das Funktional

. 1
FU(O) = 7

Or—

KL - - 1 “pq’pal :
[A™ 0,.0.. + (1 + ). <00 4Gy Jdv dt (3.3)
é ij kl"ij 2 apqpqu 1j%1%1

Es gilt das folgende Theorem:

Theorem: Das Funktional Fa nimmt fiir alle Abweichungen
zu.
Interpretiert man g, als innere Veridnderliche, die die Ande-

rung der inneren Strﬁkturen mifRt, dann beweist das oben erwidhnte
Theorem die Stabilit#t an allen Abweichungen 60 € &
die nicht die innere Struktur #ndern.
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Kennt man die Evolution des Tensors o« , dann bildet das letzte
Theorem ein extremales Variationsprinzip. Die Evolutionsgleichung
kann man durch die folgende Prozedur erhalten.

Es sei N der Operator, der zu jedem gegebenen o das
Spannungsfeld o heranziet, welches das Funktional (3.3)
minimisiert

o = N(a). (3.4)

Folgt man (3.4) in (3.2), dann folgt

. 3¢
035 = Vh(N(a)) 3, (N(e)),
(3.5)

welches die Evolutionsgleichung des « darstellt.
Es gilt das folgende Extremalprinzip:

Das Funktional (3.3), wobei o (3.5) erfilillt, erreicht sein
Minimum genau filir die Losung des elasto-plastischen Problems.

Dieses Prinzip suggeriert das folgende Zwei-Kriterium Extre-
mal-Variationsprinzip, das fiir die numerische L&6sung der elasto-

plastischen Aufgabe zu verwenden ist.

Es sei der Funktionalraum

T
£[0,T] = {o: @ x [0,T] = R;‘;;m(',t) €5, [lol? dt < + w}
)
und
T
A[0,T] = {a: @ x[0,T] » Rs;(;nl M%jaij db dt < + «}
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Es seil 0*(§,t) die Lésung des elasto-plastischen Problems

und

* _ 3¢

%35 T L

dann gilt die folgende Ungleichung
*

1 Kl.% .% 1 %5’
i cf)é (A{59%195 * z(1 * e q/)“lg"‘kl 11055 v dt <

G

T 0O
1 K1
Y'é é (Aijokl ij + 501+ }IELIKL]9“13“k1°k1°1J) dv dt

T
%—é é (@5 ~ 5. () (e, - ao - (0)) dv dt <

T
1 _ _99 _ _9¢
z-é é (aij acij (o))(aij aoij (6)) dv dt.

Das fiihrt zu folgendem Extremal-Variationsprinzip:

Es sei zu bestimmen & € = [0,T] und o € A[O,T]
fiir die beiden Mininuma
T
1 Kl . 0‘po[ q
min = | [ (A;30,0. . ( - Yo 0. ) dv dt
5 25 g 13"k M) 1upq o 1J“k1 k1%

T
1 _ 3 % _ 3¢ *
Tin > é é (. . acij (o ))(aij 3°ij (7)) dv dt

in £ [0,T] x A[O,T] erreicht werden.
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Dieses Variationsprinzip scheint eine natiirliche Ausdehnung des
Variationsprinzips der virtuellen Verschiebungen an den Materia-
lien mit Anderung der inneren Struktur zu sein. Die mechanische
Bedeutung des Zwei-Kriterium-Variationsprinzips ist evident.
Die entsprechende mathematische Theorie steht bedarf weitere
Entwicklung. ) |
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APPENDTIX

Methoden der Funktionalanalysis in der Variationsrechnung

In der vorliegenden Arbeit seien einige Ergebnisse der
nichtlinearen Funktionalanalysis dargelegt. Diese wurden
dann bei der nachfolgenden Erlduterung einiger spezieller

Variationsprinzipien angewendet.

Ublicherweise sind solche Ergebnisse in der aktuellen Lite-
ratur (z. B. D] oder Dﬂ ) mit Hilfe der Begriffe der moder-
nen Funktionalanalysis entwickelt. Wir verfolgen jedoch ei-
nen Weg, der sich auf klassische Methoden der Funktional-
analysis beschrédnkt. Die Vorteile dieses Weges sind nicht

nur didaktischer Art. Es ist bekannt, dafl die numerische LG-

sung eines Variationsprinzips das Funktional immer zu einer
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Funktion mit mehreren Ver&dnderlichen reduziert. Aus diesem
Grund ist jede mégliche Analogie zwischen der klassischen
Analysis und der modernen Funktionalanalysis besonders niitz-
lich.

Die natilirlichen Metriken, die man in der Variationsrechnung

benutzen kann, sind die Normen der R&ume L_ und Wl

Hall P <[ 1 lPav,
p

D
loll  yi=[lu1Pay [S38) Pav
PD Di
31
+[Z nlpdV, ZO!, =1
ai axl...._

D

(D-ist ein Gebiet in n-dimensionalen Rau )
Ausfiilhrlich behandelt z.B. W.I. Sm1rnow die Theorie die-

ses Raumes.

Wir bemerken, daB diese Raume reflexive Banach-Rdume sind.
Im besonderen Fall von p = 2 sind die entsprechenden Rdume
Hilbert-Rdume.

Aus diesem Grund werden wir im folgenden das "Final-Theorem"
im Hilbert-Raum oder zumindest im reflexiven Banach-Raum ent-
wickeln. Zu Anfang betrachten wir den allgemeinen linearen

Vektor-Raum.

Es sei V ein linearer Vektor-Raum und F: V » R ein Funktio-
nal, das in V definiert ist.

Definition 1: F ist ein konvexes Funktional, falls

F(Ou, + (1—9)u2) < Flu)) + (1-8) F(u,)  (A.1)
fiir beliebige 6€ (0,1) und u,, u2€ V.

Wir betrachten die reelwertige Funktion f: R + R, die zu dem
Elementepaar u, § u €& V in der folgenden Beziehung steht.



- 84 -

f(u,du)(a) = F(u + adu) (A.2)

Es folgt der

Satz 1: F ist genau dann ein konvexes Funktional, wenn fiir
alle u, §u € V die entsprechende Funktion

f(u,séu) (@) konvex ist.

Beweis: Wir schreiben die linke Seite von (A.1) zu
F(6u1 + (1—6)112) = F(uz +9 (u1 -uz))-
Ebenso folgt fiir die rechte Seite von (A.1)
0 -0 = -
F(uy) + (1-8) F(u,) = F(u,) + 0 (F(uy) - F(u,)).
Die Bedingung(A.]l)schreibt sich dann zu
F(uy +p (uy - u,)) < Fluy) + ¢ (Flugy) =F(uy)).
Wir benutzen die Beziehung (A.2) und erhalten
£(uy,uq - u,) (8) < £(uy,uy-uy) (0) + B (£(upsuy-u,)(l)

_f(UZ ,ul‘uz)(o)o
Es gelte die

Definition 2: Das Funktional F ist differenzierbar, wenn fiir

alle u, Su € V die assoziierte Funktion
f(u,6u) (.) differenzierbar ist.

Falls F differenzierbar ist, betrachten wir das Funktional

F+: Vx Vx R *R

FT ist durch

F+(u, Su,a) = df(uéﬁél)(a)

definiert.

Wegen der Identitédt
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f(u,5u)(0t )= F(u+adu) 1"(u+cx*o Su + (o&-()zo )8u ) =

f(u + a 6u,6uxq-ao)
folgt
F+(u,6u,a) = Ff(u +a8 y, Su, 0)

Dies bedeutet, daB8 das Funktional F nur durch die Werte be-
stimmt ist, die aus @ = O folgen. Daher nennen wir das neue

Funktional einfach F*, wobei
Fl': Vv xV >R
gilt.
F* ist somit mit
+ 1
F (u,du) = F (u+.5U,(Su' O)

definiert.

Es herrscht offenbar eine Analogie mit der klassischen Dif-
ferentialrechnung. Somit wird ff(u,éu) als Ableitung von F
in dem Punkt u in die Richtung von Su genannt. Diese Ablei-
tung wird auch mit dem Symbol

DF (u,6u)
bezeichnet.

In der Variationsrechnung trifft man auf die folgende inver-

se Aufgabe:
Es sei das Funktional

.'.

F : V<V LR
gegeben.

F: V4 R

ist so zu bestimmen, daB
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F+(u,5u) = DF(u,Su)
gilt.

Als eine Antwort auf diese Aufgabe beweisen wir das folgen-
de Theorem:

+ A
Theorem 1: Es sei ein Funktional F : Vx V + R gegeben, so
das

1,6 u, in V unda ,B € R

F*(u,a5u1 + Béuz) =q Ff(u,5u1) + Fﬁ(u,guz)

1. fiir alle u,8 u

gilt,

2. fir alle festen u und Su in V die reelwertige
Funktion F+(u+t6u,6u) eine stetige Funktion

in t ist.

Dann kann man ein neues Funktional F: v + R be-
stimmen, so das

+
DF(uI(S u) = F (ur(s u)

fiir alle u,§ u in V genau dann gilt, wenn die

Differentialform:

F+mu +Bu,,u,)da + F+@u +B8 u,,u,)dB (A.3)
1 2’7 1 2’72 °

ein totales Differential in der Ebene (¢,8) ist.

Beweis:

a) Falls es ein Funktional F: V + R gibt, so daB
F+(u,5 u) = DF(u, % u), dann bezeichnen wir
¢ (a,B) = F(0lu1 +B uz).

Die Differentialform (A.3) lautet mit obiger Beziehung

g—g( e B)da + g—g(a, B)d g

Dies stellt offenbar ein totales Differential dar.
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b) Wir betrachten das neue Funktional F: V » R, das durch

1
F(u) = F(o) + f F (zu, wdg
1]

definiert wird. (F(o) sei eine beliebige Konstante.)

In einem Nachbarpunkt u + BS u wird dieses Funktional zu

1 T
F(u +B6u) = F(o) + J F (Cu +ZBS u, u + Bdu)dc
0

in der Tat stellt der letzte Term in der obigen Gleichung
die Integralform der Differentialform (A.3) dar.

Wir betrachten nun in der (o,B)-Ebene den Weg zwischen
den Punkten (0,0) und (1,8)

(1,8)

Qo

Da (A.3) eine totale Differentialform ist, k&nnen wir das
letzte Integral auch liber einen anderen Weg anschreiben.
Wir erhalten

1t
F(u+gsu)=F(0) + JF (au,u)d a +
0

1-
+ [%T(u+36u,6u)d8= F(u)+ [% (u+BSU,Su)dB .

Es folgt durch Differentiation

.,.

dF(u+Bow) _ g (4 +B6u, 6u)

d

Dies beweist das Theorem.
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Anmerkung: Falls fiir alle festen u, u €V, F (u +88u, §u)
eine differenzierbare Funktion ist, ist(A3) ge-
nau dann eine totale Differentialform, falls
3F (au, +Bu,,u,) OF (ou, +B u.,u.)

1 2'%) 1 2792

= (A.4)
9B aa

fir alle uy, u, €Evudoa, BER gilt.

Beispiel: Als Beispiel betrachten wir das Funktional
F (efe) = J G (€)e dv
1] 17
D
welches im Rahmen der Elastizitdtstheorie die Variation der
Arbeit darstellt ( gund ¢ bezeichnen die Spannungs- bzw. die
Verzerrungstensoren). Mit der Symmetriebedingung (A.4) folgt
P 1 2 1 3 1 2 2
38 Iqj( ac + Be ) ey dV . g7 Jqﬁ( ae + Be) egy dV
D D

oder in &dquivalenter Form

90 ij 1 2 2 1 aoij 1 2 1 2
Jas (e + Be )ehkeij dv = Iae (ae + Be )Ehksij dv
D hk D hk

.

Diese Bedingung ist z.B. fiir elastische Stoffe mit einem
elastischen Potential W (g) erfiillt. Dann lautet das Funk-

tional

He) = I W(e)av

D
Die Variation dieses Funktionals beziiglich der Verzerrung

entspricht genau ﬂ.(syde). Im Rahmen der oben erwdhnten
Theorie ist ﬂ'(e,ée) die Ableitung von F im Punkt € in
Richtung von ¢

Das Funktional F( € ) ist konvex, falls die Matrix

[ 30ij
ot
h k

eine positive definite Form bildet,



- 89 -

301'
J
Sen  CEH %Eh k2 0

Diese letzte Bedingung ist immer erfiillt, wenn die Spannungs-
funktion monoton bezliglich der Verzerrungen ist.

Im folgenden werden wir die allgemeinen mathematischen Be-
dingungen betrachten, die erfiillt werden miissen, um ein
korrekt formuliertes Variationsprinzip konstruieren zu kén-

nen.

Zundchst beweisen wir den folgenden Satz

Satz 2: Falls die Ableitung DF(u, § u) eines Funktionals
F: V *R linear in §u ist , d.h.
DF (u, od uy +35u2) =0tDF((u,6u1) +BDF(u,<Su2)),
dann ist die Bedingung der Konvexit&dt (A.,1) mit der
Bedingung

DF (uy, uy-u,) < F(uy) - F(u,) (A.5)

fiir alle u,, u, € V &quivalent.

Beweis:

a) Die Konvexitdts-Bedingung(A,j)ist mit der Bedingung

F(u2+ ) (u1 —u2)) - F(uz)

0 A
dquivalent (siehe auch Satz 1).

F(u1) - F(uz)

Strebt in dieser letzten Ungleichung 6 gegen Null, so er-
h&dlt man (A.5).

b) Setzen wir nun (A.5) voraus, so gilt fiir beliebe Ugr Uqs
u, eEv
> -
F(u1) :zF(uz) + DF(uO, u, uo)
F(u2) ;F(uo) + DF(uo, u, - uo).



- 90 -

Durch die Multiplikation mit 6 bzw. (1 - 0) und eine Sum-

mation erhdlt man
0F (uy) + (1-8) F(u,) 2 F(u,) + DF(u_, e(u1—u2)

Setzen wir jetzt uo =0 u1 + (1 - e)uz, so erhalten wir
(A.S).

Satz 3: Falls die Ableitung DF(u,§ u) eines Funktionals
F: V >~ R linear in $§u ist und fiir alle u,, u, €V

die "Monotonie-Bedingung"”
DF(u1, u1-u2) - DF(u2, u1-u2) >0

erfiillt ist, dann ist F ein konvexes Funktional.

Beweis: Auf Grund von Satz 2 geniigt es zu beweisen, daB
F(u1) - F(uz) - DF(u2, u, - u2) 20
fliir alle Uy, o, € V ist.

Wir wenden das Lagrange'sche Thebrem an und erhalten
F(u1) - F(uz) = DF(u, + C(u1 '“2)' u, - u2).

Hierbei ist ¢ € (0,1) und auBerdem von uy und u, abhdngig.

Schreibt man in der Monotonie-Bedingung
u; = u, + c(u1-u2) und u, = u,, so folgt

- - - - >
DF(u2 + c(u1 u2), c(u1 uz)) DF(uz, c(u1 uz))=: 0.
Da c eine positive Zahl ist, folgt
DF(u2 + c(u1-u2), u1-u2) - DF(uz, u1—u2); 0]

womit der Satz 3 bewiesen ist.
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Definition 3: Gegeben ist eine Funktional-Gleichung im Raum V

.'.
F (u, 8 u) 0

1.
fiir alle Su € VmitF : V x V + R. Dann ist

mit F: V » R durch

.'.
F (u, § u)

DF (u, § u)

ein korrekt formuliertes Variationsprinzip de-
finiert, wenn die folgenden Bedingungen er-
fdllt sind.

1. F ist nach unten beschrdnkt, d.h. es gibt ein ce R ’
so daB fiir alle u € V F(u)>2 c gilt,

2. F besitzt ein Minimum; d.h. es gikt ein u1-€ V, so daB

F(uf) = min F{(u) .,
uev

Wir beweisen das folgende Theorem

Theorem 2: Es sei V ein Hilbert-Raum (oder ein reflexiver
Banach-Raum) .

Die Funktionalgleichung

Ff(u,8u) =0

Fivxv +R, F

ist linear und stetig in Su und ﬁuu+du,6u) eine

stetige Funktion in t ist, wird ein korekt formuliertes Varia-

tionsprinzip, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Ff(au1 +Bu,, u1)da+ F.I'(mu1 +Bu,, uz)dB ist ein tota-
les Differential filir alle ug, U, € V in der Ebene (a,B).

2. Die Monotonie-Bedingung

+ +

F(u1, uy -uz) - F (uz, u, -uz); 0

ist erfillt.



3. Fiir beliebige u € V gilt
F(u,u) 2 C(|lul]) [[u]l

wobei C(,) eine reellwertige Funktion mit C(r) > O fiir
r > R ist.

Beweis: Auf Grund der 1. Bedingung des 1. Theorems gibt es
ein Funktional F: V + R, so daB

.[.
DF(u,8 u) = F (u, du)

fiir alle u, du € V gilt. Die Monotonie-Bedingung im-
pliziert die Konvexitd@t des Funktionals F. Wir wer-

den beweisen, daB F eine untere Grenze besitzt.

Zundchst betrachten wir die Kugel
s ={ugv/lls r?

und beweisen, daB F iiber S begrenzt ist. Wir nehmen an, das

u € S, n=1,2,... existieren, so daB lim F(u ) = - ». Weil
n = n° reflexiven
die Folge (un) n=1,2,... in einem Hilbert- (oderYBanach=-)

Raum beschrdnkt ist, gibt es eine Teilfolge (un) n=1,2,...,
die schwach gegen uo’€ S konvergiert.

Der Beweis dieses Satzes ist bei K. Yosida ( vgl.[#]) S. 126

nachzulesen.

In einem Banach-Raum V wird eine Folge (un) n=1,2,...
schwach konvergent genannt, wenn ein u%)e V existiert, so
daf fiir jedes lineare und stetige Funktional F: V > R

11m‘ F(un) = F(uo)
n oo
gilt.
Im Hilbert-Raum ist jedes lineare und stetige Funktional auf

Grund des Riesz-Frechet'schen Theorems als Skalarprodukt
darstellbar. Schwache Konvergenz bedeutet dann



- 93 .

lim < u_, u”> =<u_,u
n-»wo n (o]

fiir alle u € V (K. Yosida [4] s. 120, s. 90).
Weil fiir feste u € V, DF(u, §u) linear und stetig ist, folgt

nliy DF (u, un-uo) = 0.
Aus der Konvexit&dts-Bedingung

F(u) - F(u) 2DF(u, u -u))

folgt
F(uo) L - o

was unmdglich ist. Dieser Widerspruch zeigt, daB F nach unten

begrenzt sein muB.
Es sei

C = inf F(u)
ues

Wir beweisen jetzt, daB8 F auch auf der Komplementdrmenge

V - S nach unten begrenzt ist.

Es sei u € V, u ¢ S (d.h. |u” > R). Auf Grund des Theorems

1 ist F(u) in der Form

1
F(u) = F(o) +J DF (tu, u) dt
O

darstellbar. Wir schreiben jetzt
R

Tl

F(u) = F(o) + I DF (tu, u) dt +

0
+ IDF(tu, w) dt = F(”%” w) + [DF(tu, u) 4t

und benutzen die Bedingung 3 des Theorems 2. Dann erhalten

wir
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F(u) > Cf +c (i) s>c

Demzufolge ist F ebenfalls auf V - S nach unten begrenzt und

es gilt

inf F(a) >cCf
u €V
Jetzt miissen wir nur noch beweisen, daB F(u) in der Tat ein

Minimum besitzt.
Es sei (un) n=1,2,... eine Folge, so daBs

. _ A7t
n¥$9 F(un) = C

da die Folge F(u) > C auBerhalb von S beschrdnkt sein muB.
Benutzt man wieder den oben erwdhnten Satz {iber die Be-
schrdnktheit einer Folge, so gibt es eine Teilfolge

.'.
u

(un) n=1,2,... die gegen € V schwach konvergiert. Auf

Grund der Konvexitdts-Bedingung

Fu) - F(d)2 pF(a’, u. -d)
folgt ot - F(u.'.) > O.
Weil C = ins F(u) folgt F(J-) = C+ und das Theorem ist
ue
bewiesen.
Anmerkung:

.i.
1. Weil F in u ein Minimum hat, folgt
.I..
DF(u , §u) =0

fir alle Su € V.

2. Falls die Ungleichung in der 2. Bedingung des Theorems
streng erfiillt ist, gibt es in V nur ein uf , das die

Funktional-Gleichung erfiillt.
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