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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit geht es um die Erstellung spezieller finiter
Elemente mit Ansdatzen, welche nicht nur das problemkennzeichnende Differen-
tialgleichungssystem sondern auch Randbedingungen auf einem Teil des Element-
randes exakt erfiillen. Das Vorgehen ist unter dem Gesichtspunkt zu sehen, fiir
kritische Teilbereiche des Losungsgebietes den Tokalen Ldsungscharakter zu
analysieren und in die numerische Rechnung einflieBen zu lassen. Neben den
speziellen problemangepafBten Elementen werden in den unkritischen Teilberei-
chen Standardelemente vorgesehen, so daB auBer der Konstruktion von entspre-
chenden Ansatzfunktionen die Frage nach geeigneten Moglichkeiten zur Kopplung
der unterschiedlichen Elemente ein Hauptpunkt in der Problembehandlung ist.

Konkret betrachtet und durchgefiihrt wird die Vorgehensweise zur Erstellung
spezieller Elemente am Beispiel von linearen Scheibenproblemen mit Ldchern,
Ecken und Rissen. Von den diskutierten Kopplungsmdglichkeiten von speziellen
Elementen mit Standardverschiebungselementen werden zwei, welche auf Randver-
'schiebungsansdtzen beruhen und besonders geeignet erscheinen, in verschiedenen
speziellen Elementen realisiert. Die Effektivitdt der speziellen Elemente wird
schlieBlich durch zahlreiche Beispielrechnungen illustriert.

Summary

The present paper deals with the construction of special finite elements on

the basis of trial functions, which do not only satisfy the system of dif-
ferential equations characterizing the problem but also some boundary con-
ditions on a part of the element boundary. The procedure is to be seen under
the aspect to analyse the local solution character for critical parts of the
solution domain and to use it within the numerical computations. Besides the
special elements suited to the problem standard elements are used in the un-
critical subdomains, so that apart from the construction of appropriate trial
functions the question for suitable possibilities for coupling of the different
element types is a main subject within the problem treatment.

Concretely the procedure for constructing special elements is considered and
realized with the example of 1linear plane stress and plain strain problems,
respectively, with holes, edges and cracks. Two of the discussed possibilities
of combining special elements with standard displacement elements are realized
in different special elements. These two methods are based on assumed displace-
ment functions on the element boundary and seem to be especially suited. The
effectiveness of the special elements is finally illustrated by numerous
numerical examples.
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Uy, Uxx, Uyy , Uxy : partielle Ableitungen
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u,v
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N(E ,m) Zeilenvektor der Formfunktionen
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*(z),VW(z), X(z) :  komplexe Funktionen
¢(C), WL, X(T) :  komplexe Funktionen
d
T =
d .
dg
£(g)  : Abbildungsfunktion [f(E) = g~ 1( )]
gl(z) : Abbildungsfunktion [glz)= £-1(z ) ]
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Abkiirzungen:
ESZ : ebener Spannungszustand
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RB Randﬂedingung(en)

DGL : Differentialgleichung bzw. Differentialgleichungssystem



1 Einleitung

Finite Elemente auf der Grundlage von Polynomansatzen haben sich als effekti-
ves Hilfsmittel zur Lﬁsuhg partieller Differentialgleichungen erwiesen. Aller-
dings gibt es Problemstellungen, bei denen sich gute NHherungsTﬁsungen bei
Einsatz der Standard-Finite-Elemente nur mit hohem Aufwand oder gar nicht er-
zielen lassen. Dies sind in der Regel Probleme, wo sich die Losungsfunktionen
bzw. die partiellen Ableitungen dieser Funktionen durch die in der Finite-
Element-Methode verwendeten Polynomansdtze nur schlecht oder iliberhaupt nicht
approximieren lassen. Als Beispiele flir die Ursachen der Schwierigkeiten sei-
en hier genannt ‘

a) Randbedingungen, die nicht stetig auf der Randkurve vorgegeben sind,

b) die Form des Randes, welcher nicht hinreichend glatt ist und beispiels-
weise einspringende Ecken aufweist oder zu einem Gebiet mit Lochern, also
zu einem mehrfach zusammenh@ngenden Bereich gehort.

Da die Schwierigkeiten in der Gewinnung guter Ndherungsldsungen zumeist aus
kleinen Teilbereichen herriihren, bietet es sich an, flir diese "Problemberei-~-
che", in denen sich Standardelemente weniger bzw. iiberhaupt nicht eignen,
spezielle finite Elemente heranzuziehen, die durch besondere Ansatzfunktionen
den lokalen Gegebenheiten angepaBt sind. Als Ansatze kommen hier Funktionen
in Betracht, die die Differentialgleichungen und Teilrandbedingungen (Rand-
bedingungen auf einem Teil des Randes) schon erfiillen. Neben den speziellen
problemangepaBten Elementen sollen in den unkritischen Teilbereichen die
Standardelemente angeordnet werden.

Die Bewdltigung einer derartigen Aufgabe beinhaltet zwei wesentliche Teil-

gebiete, namlich einen zu den analytischen Methoden zahlenden sowie einen zu

den numerischen Verfahren und deren Grundlagen einzuordnenden Problem-

bereich:

1. die Konstruktion einer zuldssigen Folge von Losungsfunktionen, welche
Differentialgleichungen und Teilrandbedingungen erfiillen.

2. eine geeignete Finite-Element-Formulierung zur Kopplung von speziellen
finiten Elementen mit Standardelementen

Am Beispiel von linearen Scheibenproblemen mit Lochern, Ecken und Rissen
soll die Vorgehensweise erortert werden, und numerische Rechnungen mogen
einen Eindruck von der Effizienz speziell konstruierter finiter Elemente
geben. ' ‘




Die Behandlung der einzelnen Scheibenprobleme erfolgt mit Hilfe der komplexen
Funktionentheorie, und zur Berlicksichtigung von Teilrandbedingungen werden
konforme Abbildungen herangezogen. Die Grundideen der speziellen Methoden

des analytischen Teils zur Scheibenproblembehandlung mit Hilfe von komplexen
Funktionen lassen sich sinngemdB auf die Plattengleichung (Bipotentialgleichung)
und auf die Laplacesche bzw. Poissonsche Differentialgleichung ubertragen,
wahrend die Grundgedanken zur Herleitung spezieller Elementbeziehungen von

der explizit ausgefiihrten Darstellung am Scheibenrandwertproblem auf andere
lineare Differentialgleichungsprobleme leicht abgewandelt Ubernommen werden
konnen.

Das Ziel dieser Arbeit ist, fiir verschiedene beispielhafte Problemstellungen
addquate spezielle finite Elemente zu konstruieren, in die der lokale Losungs-
charakter iiber die Ansatzfunktionen eingearbeitet ist, die sich mit den vor-
handenen Standardelementen koppeln lassen und deren Verwendung eine Einsparung
von alternativ anwendbaren Elementen (sofern es solche gibt) einerseits und
eine hohe Genauigkeitserzielung andererseits im Auge hat.




2 UObersicht

‘Die Grundidee, fiir die Konstruktion einer Nsherungsldsung bei Behandlung
eines partiellen Differentialgleichungsproblems eine Folge von Funktionen

zu verwenden, welche die Differentialgleichung schon erfiillen, geht auf
Trefftz [ 34] zuriick. In seiner Arbeit "Ein Gegenstiick zum Ritzschen Ver-
fahren" aus dem Jahre 1926 findet man in speziellen Beispielen schon eine
Einteilung der Losungsgebiete in Teilbereiche, 1dngs deren gemeinsamer Ver-
bindungslinien (Innenrédnder genannt) der wirkliche, aber unbekannte Funktions-
verlauf durch zusdtzliche Funktionsansdtze in Abhdngigkeit der einzelnen
Innenrandkoordinaten zu approximieren versucht wird. Die Uberlegungen
Trefftz' beinhalten, daB das Differentialgleichungsproblem durch Einzelbe-
handlung der Teilbereiche zu 10sen ware, wenn die entsprechenden Funktions-
verldgufe auf den Innenrdndern vorlagen. Da sie aber nicht bekannt sind,
vollzieht er durch Annahme der Funktionsverlaufe auf den Innenrdndern eine.
Koppiung der Teilbereiche, in denen jeweils speziell konstruierte Funktionen
angesetzt sind.

Das Trefftzsche Vorgehen erinnert nicht nur an die viel spater zum Einsatz
gekommene Finite-Element-Methode allgemein, sondern im speziellen auch an so-
genannte hybride finite Elemente [9,20,29,36] , bei denen Ansdtze sowohl
in den Teilbereichen als auch auf Elementrdndern fiir Funktionsverlaufe ge-
macht werden. Trefftz selbst hielt die Uberlegungen nur flir einfache Fdlle
von praktischer Bedeutung, da das Fehlen leistungsfdhiger Rechenanlagen
damals weitergehende Hoffnungen nicht aufkommen 1ieB.

Wie die urspriingliche Ritz-Methode so 1dBt sich auch das von Trefftz vorge-
stellte Verfahren zu finiten Elementen verschiedenen Typs ausbauen. Als zwei
bedeutende Obergruppen seien genannt )

1. Verwendung von Funktionenfolgen fiir den Elementbereich, die die vorge-
gebene Differentialgleichung erfiillen, aber keine der im Differential-
problem vorgegebenen Randbedingungen befriedigen.

2. Verwendung von Funktionenfolgen, die nicht nur die vorgegebene Differen-
tialgleichung, sondern auch Randbedingungen auf Teilen des Elementrandes
erfiillen, der zum eigentlichen Rand des LOsungsgebietes gehort und durch
den die gesuchte Losung besonders stark geprdgt wird. Solche am Gebiets-
rand angeordnete Elemente (s. Bild 2.1) konnen als spezielle Randelemente
angesehen werden. Diese Art von Randelementen hat aber nichts mit der
Boundary-Element-Methode zu tun, die als Alternative zum klassischen
Finite-Element-Verfahren entwickelt wurde.
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Einteilung hier erfolgt mit Standard-Finite-Elementen

Bild 2.1 : Losungsgebiete mit einzelnen speziellen
"Randelementen” (Die exakte Erflillung der Rand-

bedingungen erfolgt auf den stark hervorgehobenen
Randteilen.)

In dieser Arbeit soll auf die Beriicksichtigung besonders starker Einfliisse
von Randkurventeilen und der zugehdrigen Randbedingungen eingegangen werden.
Da kritische Randbereiche sich in nahezu jedem numerischen Verfahren ungiin-
stig bemerkbar machen, wird versucht, durch Einarbeiten des lokalen Losungs-
verhaltens in das numerische Verfahren der finiten Elemente die Schwierig-
keiten zu beheben. Da die Konstruktion von LOsungsfunktionen, die nicht nur
die gegebene Differentialgleichung, sondern auch noch zusdtzlich Teilrandbe-
dingungen erfiillen sollen, natlirlich schwieriger ist als der Fall, dap zu-
ndchst keine Randbedingungen beriicksichtigt werden, sollte die Konstruktion
und Verwendung spezieller Randelemente fiir Teilgebiete mit besonderem Ein-
flup auf die Losung beschrdnkt bleiben (siehe Beispiele in Bild 2.1).

Im Beispiel eines Losungsgebietes mit kreisformigem Loch erfolgt der Einsatz
eines speziellen Elementes, das im Inneren ein Loch enthdlt, mit der Moti-
vation, eine feine Unterteilung in Standardelemente am Kreisrand zu umgehen
(s. Bild 2.2) und eine hohe Genauigkeit zu erzielen.
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Bi1ld 2.2 : Ldsungsgebiet mit Kreisloch in nur Standard-
elemente sowle in Standardelemente und ein
spezielles Element aufgetellt

Flir das Beispiel einer in das Losungsgebiet einspringenden Ecke ist zwar bei
Vermehrung der Standardelemente die Konvergenz beziiglich der Funktionswerte
selber sichergestellt, jedoch nicht beziiglich der partiellen Ableitungen in
der Umgebung des Eckpunktes, da in der Ecke Ableitungssingularitdten auftreten.
Diese Singularitdten lassen sich jedoch in speziellen Elementen mitberiick-
sichtigen.

Da neben den speziellen Elementen die Standardelemente fiir die verbleibenden
Bereiche verwendet werden sollen, kommt es wesentlich darauf an, die ver-
schiedenartigen Elemente geeignet zu koppeln. Hierbei geht es im Prinzip darum,
die Funktionen eines speziellen Elementes auf den Verbindungslinien zu Nach-
barelementen den angrenzenden Funktionsverlaufen optimal anzupassen.

Zwei der in dieser Arbeit dargestellten Kopplungsmoglichkeiten basieren auf

der Idee, zusatzlich zu den Ansatzen im Elementbereich Ansdtze fiir Funktions-



verlaufe auf dem Elementrand zu machen. Die Grundidee hierzu kann, wie schon
erwahnt, aus der Trefftzschen Arbeit herausgelesen werden. Bei den angespro-
chenen Kopplungsmethoden ist die optimale Anpassung der Ansitze der verschie-
denartigen, aneinanderstoBenden Elemente einmal Bestandteil des sich aus dem
verwendeten erweiterten Funktional ergebenden Ngherungsverfahrens, und im
zweiten Fall erfolgt sie mittels eines pro Element unabhdngig definierten
Fehlerquadratfunktionals vor Anwenduhg des eigentlichen, fir eine Finite-
Element-Losung zugeschnittenen (nicht erweiterten) Funktionals. Als dritte
Koppiungsmbg]ichkeit wird das punktweise Erfiillen der Obergangsbedingungen

an den Elementknotenpunkten aufgefiihrt, was vom theoretischen Standpunkt aus
gesehen allerdings im allgemeinen nicht ganz ohne Bedenken betrachtet werden
darf, da die Giite einer auf diesem Wege erhaltenen LOsung natiirlich davon ab-
hdangt, wie stark die Stetigkeit zwischen den Knotenpunkten verletzt ist. Die
beiden zuerst angesprochenen und am geeignetsten erscheinenden Kopplungs-
methoden werden schlieBlich in numerischen Beispielrechnungen gegeniiberge-
stellt.

Konkret wird das Vorgehen zur Erstellung spezieller finiter Elemente am Bei-
spiel des Differentialgleichungssystems der Scheibe erldutert. Hierbei wer-
den zundchst die Grundgleichungen flir spezielle Elemente mit den einzelnen
Kopplungsmoglichkeiten hergeleitet. Im analytischen Teil der Problembearbei-
tung geht es um die Behandlung von konkreten Randformen und zugehGrigen
Randbedingungen, wobei aber trotz der Auswahl von Beispielproblemen auf eine
Betonung des methodischen Vorgehens geachtet wird. Zur Ermittlung von
Losungsfunktionen der einzelnen Scheibenteilprobleme wird die komplexe
Funktionentheorie herangezogen, die in groBerem Umfange fiir Elastizitdts-
probleme vor allem von MuBchelischwili [19] benutzt wurde.

Insbesondere werden zur Behandlung von Randbedingungen konforme Abbildungen
herangezogen, was sich infolge der Darstellung der Ldsungsfunktionen durch
komplexe Funktionen natiirlich anbietet. Da hier solche Losungen fiir Teil-
gebiete (Elemente) gesucht sind, welche zundchst nur Bedingungen auf Teilen
des zugehorigen Randes erfiillen, ergeben sich beim Aufffnden der komplexen
Funktionen Vereinfachungen gegeniiber einer Suche nach Losungen fiir ein voll-
standiges Losungsgebiet.
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Bild 2.3 : Spezlelles Randelement bel einem Scheiben-
problem mit einspringender Ecke

Eine Kurzcharakterisierung der hier behandelten speziellen Randelemente
moge durch folgende Stichworte vermittelt werden (s. auch Bild 2.3):

1. exakte Erfiillung des Differentialgleichungssystem im Elementbereich
(d.h. fur die Scheibe: Gleichgewichtbedingungen sind exakt erfiillt)

2. exakte Erfiillung der Randbedingungen auf dem Elementrandteil, der zur
eigentlichen Berandung des LOsungsgebietes gehdrt

3. auf der Zwischenelementgrenze Anpassung der Ansdtze des speziellen Ele-
mentes an die Nachbarelementfunktionen in einem als optimal definierten
Sinne




Die Verwendung von speziellen Randelementen basiert auf der Idee, die
Schwierigkeiten, gute Ndherungen durch irgendein numerisches Verfahren fiir
Verschiebungen und Spannungen (fiir Losungsfunktionen einschlieBlich ihrer
ersten partiellen Ableitungen im allgemeinen) in unmittelbarer Ndhe eines
stark einfluBreich wirkenden Randstiickes zu gewinnen, nach einer analytischen
Sonderbehandlung des kritischen Bereiches auf das Problem zu verlagern, eine
moglichst gute Kopplung an den Zwischenelementgrenzen zu erreichen, welche
sich in einem solchen Abstand vom kritischen Rand befinden, wo Verschiebungs-
und Spannungsfunktionen sich hinreichend gut durch Polynome approximieren
lassen. So werden im Beispiel einer Scheibe mit einer einspringenden Ecke ge-
miB Bild 2.3 die Spannungsfunktionen im Eckpunkt zwar singulir, jedoch klin-
gen die singuldr werdenden Funktionsanteile mit zunehmendem Abstand vom Eck-
punkt rasch ab. Bei Verwendung von speziellen Elementen geht man also davon
aus, daB in der Regel die Einfliisse eines bedeutsamen Randteils in einiger
Entfernung hiervon sich nicht mehr storend fiir das numerische Verfahren be-
merkbar machen.

Spezielle Randelemente sind in erster Linie fiir Teilbereiche gedacht, bei
denen es darum geht, eine groBere Anzahl von sonst erforderlichen Standard-
elementen zu ersetzen und die Genauigkeit zu erhOhen bzw, LGsungen erst
moglich zu machen, wie es bei Problemen der Fall ist, die Singularititen

in den Ableitungen beinhalten. Beim Auftreten von Spannungssingularitdten
geht es darum, die Art der singulédren Funktionen zu analysieren und deren
Koeffizienten (Spannungsintensitdtsfaktoren) zu ermitteln, welche ein MaB
flir die Intensitdten der Spannungssingularitdten darstellen.



3 Problemformulierung der technischen Scheibentheorie

Das lineare partielle Differentia]g]eichungssystem in den Verschiebungs-

groBen u und v lautet fiir

a) den ebenen Spannungszustand (ESZ) :

E 1-v
T-y? [t 2 Yyt

E l+v
TvZ 172 Yy*thy *

und fiir

b) den ebenen Verzerrungszustand (EVZ) :

1-2v

= !
(1+v)(1-2v) [(7"’)“xx+—-2——uyy+7vxy] +F = 0)

E 1 1-2v
(1+v)(1-2v) | R A

mit den gegebenen GroBen

E : Elastizitatsmodul
t : Scheibendicke
v : Querkontraktionszahl

Iy
2

1-v

2

v&y]*-ii =0
P
+ >
Vxx]"‘F; =0 |
L
t

Ammengamad

(3.1)

(3.2)
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F; :  Volumenkraft in x-Richtung (Kraft pro Volumeneinheit)

Fi :  Volumenkraft in y-Richtung (Kraft pro Volumeneinheit)

E*: in Scheibenmittelfldche wirksame Massenkraft in x-Richtung
(Kraft pro Flacheneinheit)

Ey: in Scheibenmittelfldche wirksame Massenkraft in y-Richtung

- (Kraft pro Flacheneinheit)

und den gesuchten Funktionen u=u(x,y) und v=v(x,y), welche die Verschiebungs-
komponenten in x- bzw. in y-Richtung darstellen.

Mit Hilfe der Operatormatrix

9
(3% 0

D=| 0 —63;- (3.3)
S 9
Ay ox

und den Spaltenvektoren
- u _

u-= , (3.4)

_ A

E= - (3.5)
y

lassen sich die partiellen Differentialgleichungenssysteme (3.1) und (3.2)
in Matrizenschreibweise formulieren :

D'EDu+F=0 (3.6)



Fiir den ebenen Spannungszustand ist

zu setzen, wogegen fiir den ebenen Verzerrungszustand

1-v v 0
. E -
E-tmwrzmy | v v O
0 0 1;221

gilt.

Durch Verwendung der kinematischen Beziehungen zwischen Verzerrungen €

und den Verformungen

[ €4x |

Eyy
L7*y

Im

u

, hamlich
rllx )
=Du= |vy
LUY *Vx-

W

.

(3.7)

(3.8)

(3.9)

sowie durch Einbeziehen der konstitutiven Beziehungen zwischen Spahnungen G

und Verzerrungen g€

[ G'xxw

T
| Y]

=E €

14Bt sich (3.6) auch angeben durch

DTEe+F 0

» in Matrizenschreibweise ausgedriickt durch

(3.10)

(3.11)
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bzw. durch

D'c+F=0 (3.12)

S\ ds

dy
y .ﬂ
‘ dx
X

Richtungskosinus :

ny = cos(n,x) = ay
gt dS

Gebietsrand I'=1+ I, * d

ny = cos(n,y)= ~5X

L dS

4

Bild 3.1 : Zu den Bezelchnungen 1n den Randbedingungen

Die Komponenten der auf die Fldcheneinheit bezogenen Randkrafte seien hier
mit TX und T bezeichnet (s. Bild 3.1) , so daB bei Berlicksichtigung
der Scheibendicke t sich auf einem Randstiick ds die Kraftkomponenten
(TX t ds) und (Ty t ds) ergeben. Die GroRen T, und Ty sind mit den
am Rand wirkenden Spannungen durch die Gleichungen

Ty = Gex Ny + Tyy Ny
1;

(3.13)

ny ny + Txy nx

bzw. durch
IT'=nc (3.14)



verkniipft, wobei

T
T = X (3.15)
und
Ny 0 ny
n = (3.16)
= 0 ny ny

gesetzt sind. Als Randbedingungen vorgegebene Werte fir T, und Ty werden
im folgenden mit T, und T& bezeichnet und zu einem Vektor IT = [Tx T&]
zusammengefaBt. Entsprechend sei ein auf dem Rand vorgegebener Verschiebungs

vektor mit U bezeichnet.

Mit Hilfe der oben angegebenen Matrizen 1dBt sich das partielle Differential
gleichungsproblem in der folgenden Weise formulieren:

in £ (3.17)

D'EDu+F =0
u=u aufly (3.18)
nEDu=T =1 aufl, (3.19)




4 Formulierung des Scheibendifferentialgleichungsproblems
als Variationsproblem

4.1 Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials

Die zu dem Differentialgleichungssystem (3.17) und der Spannungsrandbe-
dingung (3.19) gehdrende Variationsaufgabe 13Bt sich als zu minimierendes
Funktional [ in der Form

e /[ T (4" DT )E(Du) -y E|td@2- [u'T tds
2

/[—eT -uTF]td.Q jt_ﬂ_Ttds:Minimum'
r "

(4.1)

darstellen, die das Extremalprinzip vom minimalen Wert des Gesamt-
potentials wiedergibt. Hierbei muf

u=u auf [ (4.2)

erfiillt sein.

Explizit flr den ebenen Spannungs- bzw. den ebenen Verzerrungszustand
lautet Gleichung (4.1) ausgeschrieben

a)
'l7=-f/{2(TE2)[u3+vy2+2vuxvy+’ LJ +vx)2] +
(4.3)
- uF, }tdxdy f[uT+v ]tds Minimum
2
fur den ESZ

bzw.



b)
n=[f{2(7+v)l 5 [(1-vaude vl e 2v ugy + F2 (ue g 7]+
Q

~ufy - If,}tdxdy f[u +v7§,]tds Minimum

2
(4.4)
fiir den EVZ
Die erste Variation von [1 aus Gleichung (4.1) filihrt zu der Beziehung
5= [, D")E D dﬂ;[agTEtdn-fagTItds
Q‘—v—'
- 8]
- -[sJ [0 EDu+E|tdn+ [su [nEDU]t ds
Q r
-[547T tds
2
-- [s4 [0 EDu +F] d.Q+f6uT[T-T]tds 0,
Q - v 2 \-.v.—l
=0~ Dgl.(3.17) z(Q ~Rb.(3.19) (4.5)

wobei beriicksichtigt wurde, daB sich die Randkurve " aus {7 und I,
zusammensetzt (s. Bild 3.1), daB u auf | die Beziehung (4.2) nach Voraus-
setzung. erfiil1t und daher

Su=0 auf Iy (4.6)

gilt.



4,2 Erweiterung des Prinzips vom Minimum des Gesamtpotentials

Bei Verwendung des Funktionals (4.1) wird vorausgesetzt, daB die geometrische
Randbedingung u = U auf I] erfiillt wird. Diese Einschrdnkung kann durch
Benutzung des folgenden erweiterten Funktionals fallengelassen werden; es
lautet

n=[[LWO)EQu)-d'E|tde- [JTtds.
Q P

T -
'[,:T_,(‘—”‘-‘T)tds (4.7)
"[nEDu] »

Nach einer Variation von (4.7) gemaB
617 - -fagT[Qngg +Fltde. [su'[T-T]tds
Q ' ' d r2 ——
= 0 ~ Dgl.(3.17) = 0~>Rb.(3.19)

eforT@-u]tds=o0
My — (4.8)
=0 ~Rb.(3.18)

erhdlt man als Eulersche Gleichungen die Gleichgewichtsbedingungen (3.17).
Die Randbedingungen (3.18) fiir Verschiebungen und (3.19) fiir Spannungen
ergeben sich als natiirliche Randbedingungen.

Das erweiterte Funktional (4.7) dient als Ausgangspunkt fiir das sogenannte
“hybride WeggroBenverfahren" [9,20,29,36] , bei dem in einer Finite-
Element-Diskretisierung der Erweiterungsterm nicht nur auf dem Gebietsrand,
sondern auch auf samtlichen Elementgrenzen ausgewertet wird, so daB die An-
sdtze keine Ubergangsbedingungen zu erfiillen brauchen. Auf den Elementgren-
zen wird dann - wie spdater ndher erldutert - T mit gewdhlten Elementrand-
verschiebungsverldufen U identifiziert.



-5 Finite-Element-Formulierung fiir Standardscheibenelemente

Zur Erlduterung eines Teils der verwendeten Nomenklatur sei hier der Aus-

druck flir M herangezogen, wie er bei einer Finite-Element-Diskretisierung

mit zu Formfunktionen umgerechneten Polynomansadtzen fiir u und v erscheint.

Nach Wahl von Ansatzfunktionen H' _q' und ﬂ' !' in den einzelnen Ele-

mentbereichen erhalt man als zu minimierendes Funktional den Ausdruck

n=yn=3q" 4 [ COEQDN, 1t ddg -

-_ l- '
i=1 i=1 A v— »

‘(i

i=t A A _

_5 (5.1)

Hierbei bedeuten in einzelnen :

c IZ_

I<

la

Anzahl der Elemente
Zeilenvektor der Ansatzterme (Formfunktionen)
Verschiebungsvektor zur Funktion u des i-ten Elementes

Verschiebungsvektor zur Funktion v des i-ten Elementes

i
u

Verschiebungsvektor des i-ten Elementes : qi = [ i]
- | 4
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Gesamtverschiebungsvektor

o

al Verkniipfungsmatrix des i-ten Elementes zwischen dem Verschiebungs-
vektor q! dieses Elementes und dem Gesamtverschiebungsvektor q

nach der Gleichung

9'=2a'q

Matrix mit den Ansatzvektoren (Formfunktionsvektoren) N' fiir u
und v des i-ten Elementes :

N0

N .
—UuVv 0 _N|

A' . Fliche des i-ten Elementes

0A'2 : Elementrandstiick des i-ten Elementes, das zu [, gehort, worauf T
vorgegeben ist

k Elementsteifigkeitsmatrix
.Ei Elementbelastungsvektor
K Gesamtsteifigkeitsmatrix
E Belastungsvektor

Als Gleichungssystem fir die Unbekannten q folgt

ol _ B =
a—qT-L(g p=0 (5.2)




6 Zur Frage der Konstruktion vertrdglicher Elemente

6.1 Allgemeines

Um Verschiebungselemente sinnvoll koppeln zu konnen, missen die anein-
anderzufiigenden Elemente gleichartige Knotenwerte und zwischen den Knoten
gleichartige Elementrandverschiebungsverldufe (linear, quadratisch, etc.)
aufweisen. Als ausreichende KnotengroBen erweisen sich flir Scheiben-
probleme die diskreten Verschiebungswerte fiir u und v, wahrend partielle
Ableitungswerte der Verschiebungen nicht erforderlich werden.

Auf den einzelnen Elementseiten eines Elementes werden Verschiebungsverlaufe

in Form von Polynomen angestrebt, welche auf jeder Elementseite allein
durch die .dort vorhandenen Knotenwerte eindeutig bestimmt sein sollen.

Im Prinzip sollen also auf jeder Elementseite Einheitsverschiebungszu-
stande gemaB den dort vorliegenden Knotenwerten erscheinen.

Die flir ein konkretes Element als besonders vorteilhaft fiir eine Kopplung
erscheinenden Randverschiebungsverldufe seien mit i bezeichnet (s. Bild
6.1). Als geeignete Randverschiebungen U erweisen sich beispielsweise fiir
eine Elementseite, an deren Endpunkten je ein Knoten mit den diskreten
Werten der beiden Verschiebungskomponenten liegt, lineare Funktions-
verldufe, die allein durch die im betrachteten Intervall vorhandenen
Knotenwerte festgelegt sind.

Im Prinzip geht es darum, die Ansdtze u des Elementinnenbereichs den
sinnvoll gewdhlten Verldufen von U auf dem Elementrand anzupassen.

Wie und ob dies exakt oder approximativ zu erreichen ist, 1dBt sich

nur bezogen auf das verwendete Funktional und die Art der gewdhlten
Gebietsansdtze beantworten.

Am einfachsten 1daBt sich die Antwort fiir das hybride WeggroBenverfahren
geben : Da keine Ubergangsbedingungen von den Ansdtzen erfiillt werden
missen, brauchen die Verschiebungsansdtze fiir den Elementbereich von
vornherein nicht in derartige Elementrandverschiebungsverldufe, welche
zur Stetigkeitserzielung dienen, exakt iiberzugehen, sondern es konnen

zundchst unabhdngig voneinander Ansatze im Gebietsinneren (mit_g bezeichnet)

und Verschiebungsverldufe auf dem Elementrand (mit U bezeichnet) ge-
wih1t werden, und zwar letztere sinnvollerweise mittels Einheitsver-
schiebungsfunktionen auf den einzelnen Elementseiten. Der Randverschie-
bungsverlauf U, in dessen Darstellung die Knotenwerte eingehen, kann
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geeignete Wahl fiir U :

Beispiel fiir U :

eindimensionale Formfunktionen bestimmten
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mit sij = Strecke zwischen (:) und (:)
Bild 6.1 : Zur Kopplung von Verschiebungselementen

(veranschaulicht an einem Schnitt ldngs

der Grenze zweier Elemente)
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ohne besondere Riicksicht auf die Gebietsansdtze so gewahlt werden, wie man es
im konkreten Fall benotigt. Die Anpassung der gewdhlten Verldufe aus dem Ge-
bietsinnern an die Randverschiebungsfunktionen U ist dann Teil des Naherungs-
verfahrens, und zwar wird im hybriden WeggroBenverfahren durch den Erweite-
rungsterm gefordert, daB die Differenz (u - U) auf dem Elementrand verschwin-
den soll.

Anders sieht es bei den Verschiebungselementen auf der Basis von Funktional
(4.1) aus. Hier miissen die Ansdtze die geometrischen Obergangsbedingungen von
vornherein erfiillen, d.h. die Elementansdtze u missen auf dem Elementrand
einen zur Kopplung geeigneten Randverschiebungsverlauf g_exakt annehmen. Da
fiir koppelbare Elemente auf den Elementseiten gleichartige Randverschiebungs-
verlaufe beziiglich des Grades der Polynomkurven und der Knotenwerte vorlie-
gen miissen, ist zundchst einmal festzustellen, welchen Po]ynomgrad die Ver-
schiebungsverldufe auf den Elementseiten annehmen sollen. Mit dem Polynom-
grad ist sogleich auch die Anzahl der auf jeder Seite erforderlichen Knoten-
werte festgelegt, nach deren sinnvoller Wahl sich dann der fiir eine Kopplung
geeignete Randverschiebungsverlauf U stiickweisé angeben 13dBt. Bei der Kon-
struktion von solchen Elementansatzfunktionen u, die auf dem Elementrand
identisch mit U werden, geht es somit erst einmal darum, die Ansdtze im Ele-
ment so zu wahlen, daB sie auf allen Seiten einen Kurvenverlauf vom gleichen
Grad annehmen. Dies geschieht beispielsweise bei den iso- und subparametri-
schen Elementen, indem Polynomansdtze in schiefwinkligen bzw. krummlinigen
Koordinatensystemen definiert werden.

Um nun Tetztlich fiir ein bestimmtes Element die sogenannten Formfunktionen
zu erhalten, erfolgt bei Ansdtzen, die auf allen Elementseiten einen Poly-
nomverlauf bestimmten Grades bewirken, eine Umrechnung der freien Ansatz-
parameter in die Knotenwerte dadurch, daB ein Gleichungssystem aufgestellt
und geldst wird, welches die Bedingungsgleichungen dafiir enthalt, daB die
Ansatzfunktion an den Knotenpunkten die gewahlten Knotenwerte annehmen. Bei
einer Kontrolle der konstruierten Ansatzfunktionen u, die in ihrer Darstel-
Tung nun die Knotenwerte des gesamten Elementes enthalten, muB sich nach
Angabe der Verschiebungsverldufe auf jeder einzelnen Elementseite ergeben,
daB nur die jeweils auf ihr vorliegenden Knotenwerte einen Einfluf auf die
Verldufe im betrachteten Bereich haben und die Gleichheit von u und U auf
dem Elementrand bestatigt wird.




Nun kann es aber, wie es bei speziellen Elementen mit Losungsfolgen des Dif-
ferentialgleichungssystems als Ansatzfunktionen der Fall ist, vorkommen, daB
fiir den Innenbereich eines Elementes gewdhlte Ansdtze auf dem Elementrand
einen gewiinschten polynomférmigen Randverschiebungsverlauf U nicht exakt an-
nehmen konnen. Wird die Umrechnung der freien Ansatzparameter in Knotenwerte
auch hier mit Hilfe von Bedingungsgleichungen fiir die Knotenwerfe durchge-

. filhrt, so ist zwar die Stetigkeit fiir die Knotengrofen sichergestellt, nicht
jedoch fiir die Funktionsverldufe zwischen den Knoten des Randes, weil auf der
Elementgrenze zur Kopplung verschiedener Elemente geeignete Referenzfunktionen,
namlich Polynome wohldefinierten Grades fehlen. Diese Methode, mit N Bedin-
gungsgleichungen N freie Parameter in N Knotenwerte umzurechnen, kann als ein
Verfahren angesehen werden, das eine Approximation der gewiinschten Randver-
schiebungen U (im Sinne einer Interpolation) liefert, jedoch im allgemeinen
nicht zu einer optimalen Ndherungsdarstellung der geforderten polynomformigen
Einheitsverschiebungszustdande auf dem Elementrand fiihrt.

Um nun eine optimale Approximation der gewiinschten Randverschiebungsverldufe
U durch die aus dem Elementbereich herriihrenden Ansdtze u zu erreichen, kann
die Fehlerquadratmethode zur Minimierung der Fehlerquadrate herangezogen
werden, die sich aus dem Differenzvektor (g_- u) ergeben. Explizit lautet die
Minimierungsaufgabe hier

J= ?’/[Q - g]T [G - u] ds (QA: Elementrand)

L/la-wiv-v) [(“ u)]
0A

--2’—./[(&-(.1)2 + (V- v)2] ds —=Minimum o)

In den Ansdtzen fiir das Verschiebungsfeld u des Elementbereiches treten die
freien Ansatzparameter auf, wihrend in U die gewdhlten Elementknotenwerte
erscheinen.. Durch Losen der Minimierungsaufgabe 148t sich eine (im Fehler-
quadratsinne) optimale Verkniipfung zwischen Freiwerten und Knotenwerten fin-
den. Die Anzahl der freien Parameter ist hier grioRer oder gleich der Anzahl
N der Knotenwerte, so daB die Giite der Approximation durch die Anzahl der in




u verwendeten Ansatzterme beeinfluBt werden kann. Wenn der gewdhlte Randver-
schiebungsverlauf U, welcher als unbestimmte GroBen noch die Knotenwerte ent-
halt, hinreichend gut approximiert wird, so ist quasi Konformitat erreicht.
Das geschilderte Vorgehen moge kurz durch die Stichworte "Vorabminimierung
der Randverschiebungsdifferenzen verschiedener Elemente im Fehlerquadrat-
sinn" charakterisiert sein.

Bei den genannten Vorgehensweisen, koppelbare Elemente zu erzeugen, geht es

letztendlich immer um eine geeignete Verknilipfung von freien Ansatzparametern
und Knotenwerten. Zum Uberblick seien die drei angesprochenen Methoden noch

einmal stichwortartig aufgefiihrt:

I.: Aufstellen von N Bedingungsgleichungen fiir N Knotenwerte, um zu er-
zwingen, daP die Elementansdtze fiir u an den Knotenpunkten die ge-
wadhlten Knotenwerte exakt annehmen.

Verwendung der so erhaltenen, nun mit Knotenwerten behafteten Ansatze
fiir u in Funktional (4.1). (Anmerkung: Diese Methode der Verwendung
von Bedingungsgleichungen fiir die Knotenwerte kann als eine punkt-
weise Approximation eines zur Elementkopplung geeigneten Randver-
schiebungsverlaufes U angesehen werden, wobei die approximative Dar-
stellung von @ durch u flr spezielle Fdlle ih eine exakte ibergeht.)

I1.: Wahl geeigneter Randverschiebungsverldufe U auf dem Elementrand. Ap-
proximation auf der Elementrandkurve von U durch die Elementansdtze
fiir u mittels Fehlerquadratmethode. Verwendung der so erhaltenen, nun
mit Knotenwerten behafteten Ansdtze fir u in Funktional (4.1).

II1.: Verwendung des erweiterten Funktionals (4.7). Wahl geeigneter Rand-:
verschiebungsverlgufe U auf dem Elementrand. Anpassen des Funktions-
verlaufs u an den auf dem Elementrand gewdhlten Verschiebungsveriauf
i mittels des Erweiterungsterms ./TT( u-id)tds.

0A
Bei den fiir diese Arbeit erstellten speziellen Elementen sind die Methoden II
und IIT zur Anwendung gekommen; in numerischen Rechnungen werden in Kapitel
22 die zwei Elementtypen gegeniibergestellt, um zu demonstrieren, daB beide
Verfahren etwa gleichgute Ergebnisse liefern.




- 4 -

Unter Verwendung der Fehlerquadratmethode lassen sich in gewissen Fdllen bei
Polynomansdtzen fiir u (gegebenenfalls durch Beriicksichtigung von Nebenbedin-
gungen beim Vorhandensein von Innenknoten) dieselben Verkniipfungsmatrizen
zwischen Ansatzfreiwerten und KnotengroBen ermitteln wie mit der unter (I)
charakterisierten Methode. Dies ist der Fall, wenn die erfolgreiche Konstruk-
tion eines konformen Elementes aufgrund der Elementform, der gewdhlten Kno-
tenwerte, des lokalen Koordinatensystems und der verwendeten Polynomterme
moglich ist.

Zur Erlduterung der verwendeten Nomenklatur seien die beiden unter (I) und
(I1) angedeuteten Wege an einem ganz einfachen Beispiel mit Polynomansdtzen
fiir u und v konkretisiert. Weiterhin wird mit der expliziten Anfiihrung von
Verkniipfungsbeziehungen fiir Standardansdtze bezweckt, eine Vergleichsmdglich-
keit zu den Verkniipfungsgleichungen bei speziellen Ansdtzen zu haben, die

das Differentialgleichungssystem und eventuell Teilrandbedingungen erfiillen.

6.2 GegenUberste]]ungvzweier Methoden zur Ermittlung einer Ver-
kniipfungsmatrix zwischen Ansatzfreiwerten und Knotenwerten
am Beispiel von Polynomansdtzen.

(Knotenpunktinterpolation - Fehlerquadratmethode)

Als Beispiel wird die Ermittlung der Verkniipfungsmatrizen nach den beiden

Methoden fiir einen quadratischen Bereich gemdf Bild 6.2 gewahlt, der durch
eine Transformation aus einem viereckigen Bereich hervorgegangen sein kann
und in dem unabh@ngige Polynomansdtze fiir u und v gemacht werden. Konkret

sol1 es sich hier um ein 4-Knotenelement handeln, dessen Knotenwerte eben-
falls Bild 6.2 entnommen werden konnen.

Mit den Ansatztermen aus dem Polynomschema im Bild 6.3 und den Freiwerten

U und V lassen sich die Ansatzfunktionen u und v zundchst durch

u(En) =0+ +O3En+on= @0 (6.2)
und
VIEm) =0 +0%E+0En+0n= @0 (6.3)

ausdriicken, und zwar mit dem Zeilenvektor

®-=@kn)=[1 & & n] (6.4)
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Bild 6.2 : (transformierter) Elementbereich eines
4-Knotenscheilbenelementes mit Knotenwerten
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sowie den Spaltenvektoren

rgﬂ \e) | (6.5)
g ~ Gz und 2 - 02 .
3 3
a, G (6.6)

Eine Moglichkeit, die Ansatzfreiwerte aus den Spaltenvektoren U und Vv durch
die diskreten Knotenverschiebungswerte auszudriicken, ist das Aufstellen von
zwei Gleichungssystemen, welche die einzelnen Bedingungsgleichungen mit den
Forderungen enthalten, daB die Funktionen an den Koordinatenpaaren der Knoten
die gewiinschten Werte annehmen. FormelmdRig 1dBt sich dies. beziiglich u wie
folgt umsetzen:

u, | [ur0,0)] [t 0 0 0]]q
U2 U(’,O) ! 1 0 0 02 .
Sl 178 Il TS 71 Rl P RS B B o, = 24
. (6.7)
| {u@1)] |1 0 0 1{14,]
Der Spaltenvektor g 1Bt sich nun ausdriicken als
- a-1
U=® u=Gu (6.8)

Die Ermittlung von v verlduft analog, und da fir u(€,m) und V(€ ,7)
dieselben Ansatzterme gewdhlt wurden, ergibt sich

:Q! (6.9)

I<

Fiir einen spdteren Vergleich seien die Beziehungen (6.8) und (6.9) in einer
Gleichung zusammengefaft:

al [6 o

<

" (6.10)

1 |0 G||v| T

1Q»
1]
]
I®
£
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Die einzelnen Formfunktionen erhd@lt man nun explizit durch Ausmultiplikation
von 9(E,m)G , und zwar gilt

N(En)=@(En)G (6.11)

Mit den erhaltenen Ausdriicken gewinnen die Ansatzfunktionen folgende Gestalt:

u(gn)=@((n)a = ®Gu=NEn)u (6.12)
v(En)=®(En)0 = ®Gv = N(En)y (6.13)
bzw. zu einer Gleichung zusammengefaft:
utg,n)| [N(En) 0 u
= = MuwlEn) g
v(g,n) 0 N(E,n)| |v
* v - v : (6.14)
.Nuv(gln) _g

Bei der 2. Moglichkeit, mittels der Fehlerquadratmethode fiir u und v jeweils
eine Matrix G zu ermitteln, welche die Verkniipfung zwischen freien Ansatz-
parametern und endgiiltigen Knotenwerten herstellt, geht es darum, die Abwei-
chung des Verlaufs der einzelnen Ansdtze auf dem Rand von zusdtzlich angenom-
menen Randfunktionen minimal zu machen. Beziiglich der Ansatzfunktion u lautet
die Problemstellung: Wie miissen die freien Parameter 1n_g gewdhlt werden, da-
mit das Fehlerquadrat der Abweichung der bilinearen Ansatzfunktion u(€ ,m)
nach Gleichung (6.2) von einem vorgegebenen Funktionsverlauf U auf den vier
Elementseiten minimal wird. Zur Kopplung des betrachteten Elementes mit ande-
ren Elementen, die 1ineare Verldufe ihrer Ansdtze auf den Rdndern aufweisen,
wird hier der Funktionsverlauf U sinnvollerweise linear gewdhlt. Die Funktion
u(s) habe folgende Form (s. Bild 6.4):

'(I-S) u1 + S u2 zwischen Knoten 1 und 2

- (’-S)Uz + S Uy zwischen Knoten 2 und 3
dfs)=¢

(1 -S)U3 + S U, zwischen Knoten 3 und 4

| (1-s) U, + S Uy zwischen Knoten 4 und 1

(6.15)

U nimmt also an einem Knoten i den Wert us (i =1, 2, 3, 4) an.
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1 0<s <1 zwischen Knoten iund j

]

Bild 6.4 : Element in der E-m-Ebene mit abschnittswelse
definierter Randkoordinate s '

Eigentlich miBte die abschnittsweise Definition von s durch

é S mit 0< S =< 1 zwischen Knoten 1 und 2
Sy mit 05 S5 =1 zwischen Knoten 2 und 3
s = <
S3 mit 0= 535 1 zwischen Knoten 3 und 4
| Sy nit 0= Sy <1 zwischen Knoten 4 und 1

(6.16)

erfolgen; es wird aber in Bild 6.4 und den einzelnen Beziehungen auf eine
Indizierung verzichtet, weil ansich klar ist, was gemeint ist.

Die bilineare Ansatzfunktion u(g,m) 14t sich auf dem Elementrand in Ab-
héangigkeit von s folgendermaBen abschnittsweise ausdriicken :

r01 +S5 02 zwischen Knoten 1 und 2
Qi+0Q,+s50Q3 +5Q, ' zwischen Knoten 2 und 3

ufs): ﬁ Qy+(1-8)Qy +(1-5)Q3 +Q; zwischen Knoten 3 und 4
0y +(1-5) Q zwischen Knoten 4 und 1

(6.17)




Um nun das Minimum des Fehlerquadratfunktionals J mit

J= [tars) - uts)?ds (6.18)
oA (0A: Elementrand)

zu erhalten, werden die Funktionen U(s) und u(s) zundchst in Matrizenform
ausgedriickt :

a(s) = U(s) u (6.19)
urs) = Us) a (6.20)

Die abschnittsweise definierten Vektoren g und U Tlauten im einzelnen

([("'5) S 0 0 ] zwischen Knoten 1 und 2

[ O (1-s) s 0 ] zwischen knoten 2 und 3

U =
—(S) ﬁ [ 0 0 ("'5) S ] zwischen Knoten 3 und 4
[ s 0 0 (7-5)] zwischen Knoten 4 und 1

(6.21)

[ ! s 0 O ] zwischen Knoten 1 und 2
[ ! ! S S ] zwischen Knoten 2 und 3
[ ! (1-s) (1-s) 1 ] zwischen Knoten 3 und 4
\ [ 1 0 O (f_s)] zwischen Knoten 4 und 1

(6.22)

Als Minimierungsproblem erhdlt man nun
J=f(&2-2u& +u?)ds (6.23)

A
= [y 0 Guds-2[a" U" Guds+ [ d" UTUads = Min.
0A 8A A
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Die Forderung 324? =0 fihrt schlieBlich auf das Gleichungssystem
ol

[UTudsa- [UTQdsu =0 (6.24)
oA 0A

Q L

bzw.
Qa=Lu (6.25)
mit
Q = nggds | (6.26)
DA
und
L = f_(_/Tst (6.27)
dA

Den Spaltenvektor U mit den freien Ansatzparametern erhdlt man bei dieser
Methode nun aus Gleichung (6.24) :

0=Q"Lu=Gu (6.28)

S mit

G-= Q’ L (6.29)

Die explizite Ausrechnung von gf1L_1iefert, wie zu erwarten war, flr das
angefiihrte Beispiel dieselbe Verknlipfungsmatrix G wie die zuerst angefiihrte
Standardmethode.




Die Durchfiihrbarkeit des soeben beschriebenen Weges hdangt natiirlich davon
ab, ob die Matrix Q singuldr ist oder nicht. An dieser Stelle sei nun ein
Fall konstruiert, bei dem die Fehlerquadratmethode dhne'BerUcksichtfgung
von Nebenbedingungen nicht durchfiihrbar ist.

Fiir diesen Fall sei nun eine biquadratische Ansatzfunktion mit Termen
gemaB Bild 6.5 gewahlt.

1 n n
E oin in
.2 P o

Bild 6.5 : Blqguadratlische Ansatzterme

Die Wahl der Knotenvariablen geht aus Bild 6.6 hervor.

U uz Us
\" \ "
1 2 3

Bild 6.6 : (transformierter) Elementberelch eines
8-Knotenscheibenelementes mit Knotenwerten




Die Randverschiebungsfunktion 0(s) wird wiederum abschnittsweise auf den
vier Elementseiten definiert, und zwar -habe U auf jeder Seite mit den auf-
einanderfolgenden Knoten i, j, k und den zugehdrigen Knotenwerten Uss uj, u
den quadratischen Kurvenverlauf

k

a(s) =(1-s)(1-2s) u, + 4s(1-s) u; + s(25-l)uk (6.30)

Nach Darstellung der biquadratischen Ansatzfunktion u(§,m) als Funktion

u(s) auf den Elementrdndern lassen sich die Matrizen Q und L nach (6.26) bzw.
(6.27) berechnen. In dem konstruierten Fall wird Q singuldr, was fiir dieses
Beispiel anschaulich bedeutet, daB es unendlich viele Mdglichkeiten gibt, die
biquadratische Ansatzfunktion mit einer vorgegebenen quadratischen Funktion
auf dem Elementrand identisch werden zu lassen. Um das Problem eindeutig zu
machen, muB eine Nebenbedingung festgelegt werden.

In der anderen auf Erfiillung von Knotenpunktbedingungen gerichteten Betrach-
tungsweise geht es darum, fiir die.einzelnen Knoten Bedingungsgleichungen auf-
zustellen, und dort wiirde mit den 9 zur Verfiigung stehenden Ansatztermen und
8 vorhandenen Knoten sich eine nichtinvertierbare rechteckige Matrix .é er-
geben. Die Behebung der Unterbestimmtheit wiirde dort durch Einfilihrung eines
9. Knoten in den Innenbereich des Elementes erfolgen.

Bei der Fehlerquadratbetrachtungsweise ist analog die Information, welche hier
nur vom Elementrand herrihrt, zur eindeutigen Losung nicht vollstdndig und muB
entspﬁechend ergdnzt werden. Dies kann entweder in Form einer Nebenbedingung
beziiglich des Innenknotens geschehen oder durch Addition der quadrierten Ver-
schiebungsdifferenz fiir den Innenknoten im Fehlerquadratfunktional. Ohne Be-
riicksichtigung einer Zusatzbedingung wird die Fehlerquadratmethode sofort
durchfiihrbar nach Wahl von 8 Knoten auf dem Elementrand und Weglassen bei-
spielsweise des Ansatztermes Ez nz .

Die Verkniipfungsmatrizen, die man nun fiir die im Beispiel angesprochenen
Varianten eines Elementes mit quadratischen Ansatztermen auf den verschiede-
nen Wegen erhdlt, sind gleich.

In den Fdllen, bei denen die betrachteten zwei Verfahren schon von der An-
schauung her die gleichen Ergebnisse liefern, ist natiirlich die einfacher
durchzufiihrende Methode, in der eine §-¢htrix aufgestellt wird, von groBerer
praktischer Bedeutung. Aber im Hinblick auf allgemeinere Ansatzfunktionen

und speziell auf die Konstruktion von Sonderelementen, bei denen das Pro-
blem auftauchen kann, Polynomfunktionen mit Nichtpolynomfunktionen zu verbin-
den, wird die Fehlerquadratmethode interessant. '




Bei speziellen Elementansdtzen fiir u und v, die wegen ihrer LOsungseigenschaf-
ten nicht vollkommen unabhdngig voneinander sein konnen, 1dBt sich die Um-
rechnung der Freiwerte in KnotengroBen nicht wie bei den Standardelementen ge-
trennt mit einem Fehlerquadratfunktional (6.18) fiir u und einem entsprechenden
fir v durchfiihren, sondern es wird ein Minimierungsfunktional erforderlich,
das sowohl u als auch v enthdlt und mit

J:E’-f[(&-u)2+(7-v)2]ds—-Minimum (6.31)
dA

gegeben ist.

Die getrennt durchfiihrbaren Rechenschritte fiir voneinander unabhdngige Ansdtze
u und v werden bei Benutzung von (6.31) formal zusammengefaBt, und zwar erhdlt
man nach Umformung der Beziehungen (6.19) und (6.20) fiir u und Hinzufiigen der
entsprechenden Ausdriicke fiir v mit

I

u(s) (6.32)

I<s

[g(s) Q][

[——

Qs

v(s) (6.33)

[Q‘ vis)] [

<y IR

<

a(s)

[Ors) 0] [ (6.34)

| e

I<

la

und

i<

V(s)

[0 Vrs)] [ (6.35)
y

eine Darstellung, welche eingesetzt in das Fehlerquadratfunktional (6.31) zu
einem Gleichungssystem fiihrt, das sich in zwei Systeme entkoppeln 1dBt.




7 Besonderheiten bei Ansatzfunktionen, die Ldsungen des
Scheibendifferentialgleichungssystems sind

Un die Besonderheiten herauszustellen, seien zundchst die Merkmale bei den
Ansatzfunktionen der Standardelemente angefiihrt :

a) Es werden fiir u und v dieselben Ansatzfunktionsterme verwendet.

b) Die Ansatzterme sind fiir u und v mit verschiedenen freien Ansatz-
parametern i und ¥ versehen. Hieraus ergab sich, daB die Umrechnung
der Spaltenvektoren U und V in die Vektoren der Knotenwerte u bzw.
v fiir die Funktionen u und v getrennt erfolgen kann.

Im Gegensatz hierzu weisen Ansdtze, die das homogene Scheibendifferential-
gleichungssystem befriedigen, aufgrund ihrer Ldsungseigenschaft folgende
Charakteristiken auf :

a) Fiir u und v ergeben sich bis auf ein paar Ausnahmen verschiedene
Ansatzterme.

b) Je ein Ansatzterm fir u und ein Term flir v sind (bis auf ein
paar Ausnahmen) mit einem gemeinsamen Freiwert versehen.
In Gleichungsform ausgédrUckt, erhdlt man hier :

u=Uc - (7.1

v=Vc (7.2)

wobei c die freien Parameter beinhaltet.

Zusdtzlich zu den Funktionenfolgen mit noch bestimmbaren Koeffizienten kann
noch ein fest vorgewdhlter Losungsanteil, der sich aus up und Vp Zusammen-
setzt, in die Ansatzfunktion aufgenommen werden. Dieser Losungsanteil ohne
Freiwert kann fiir folgende Zwecke verwendet werden :

a) zur Erfillung der inhomogenen Differentialgleichungen oder
b) zur Erfiillung einer inhomogenen Randbedingung auf einem Teil des
Randes (einschlieBlich der Erfiillung des Differentialgleichungs-

systems).
Ein Ansatz mit fest vorgewdhltem Anteil (up, vp) 1aBt sich darstellen durch
u-= up +g£ (7.3)
vaw +tVe (7.4)

Aus dieser Form der speziellen Ansatzfunktionen wird ersichtlich, daB die
Umrechnung der freien Ansatzparameter in Knotenwerte fiir u und v im all-
gemeinen nicht getrennt durchgefiihrt werden kann.
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8 Grundgleichungen spezieller Elemente

8.1 Verwendung des Funktionals, das die potentielle Energie
beinhaltet
(Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials: WeggrdRenverfahren)

Wird ein Ansatz der Form

u u
Us=u, +uy= | Ple| " (8.1)
v A

gewah1t, wobei u, einen homogenen Losungsanteil des Differentialgleichungs-
systems, welcher mit noch freien Parametern versehen ist, darstellt und gp

einen fest vorgewdhlten Losungsanteil (zur Erfiillung der inhomogenen Dgln.

und einer Teilrandbedingung bzw. zur Erfiillung einer Teilrandbedingung und

des homogenen Differentialgleichungssystems, wenn _E = 0 gilt) enthdlt, so
1aRt sich das Funktional (4.1) in folgender Weise spezifizieren:

’7 ‘Qf'zL (unD')E(D u,)t dR2 +Qj(gI,QT)§(Q u,) tdR +
+f5’(yp9)§(9gp)td9 -f_thtdﬂ-fgpftdg+
Q Q o
[uh Ttds - ]uT Ttds

=- —uhDTEDu td+ [-L I,Qé'gghtd!%*
2"

ul Ftd - [ulTtds - [ulTtds (8.2)
I;

2

Fe
~




- 360 -

[T bezeichnet hier den Rand des Gebietes § , welcher sich aus F1 und Fé

zusammensetzt (s. Bild 8.1).

Da die Eulerschen Gleichungen von u exakt erfiillt werden, verbleibt gemaB
(4.5) in der 1. Variation

8= [64'[T-T]tds {0

0 - (8.3)

40 20 ~RB.(319)

ein Ausdruck, der die Spannungsrandbedingung (3.19) beinhaltet.

Wenn in einer Finite-Element-Losung fiir ein spezielles Element Ansdtze kon-
struierbar sind, durch die auch noch die Spannungsrandbedingung (3.19) auf
dem Teil des Elementrandes, der zu Fé gehort, exakt erfiillt wird, so geht
es nur noch um die ErfiilTung der geometrischen UObergangsbedingungen. Zunachst
sei jedoch in den fiir ein spezielles Element anzugebenden Beziehungen nicht
von der exakten Erfiillung der Spannungsrandbedingung auf dem Elementrand aus-
gegangen.

spezielles Element i:

~9A,
o, )
A,
Gebietsrand M= T, + T, A" = 3A} +3A), +dA,
RB: u=u auf aA§ cMy
I:_T_ auf M, aA‘2 clMy

Bild 8.1 : Randkurvenbezeichnungen




| Wird nun M nicht fiir den gesamten Losungsbereich, sondern fiir ein Teilge-
biet i mit der Fliche Al und der Randkurve A » welche sich im allgemeinen
aus aAi1 R aAiz und aAi3 gemdB Bild 8.1 zusammensetzt, angeschrieben,
so erhdalt man nach Anderung der Randkurven- und Gebietsbezeichnungen aus (8.2)

Ik =_[—2LuhnEDuhtds +f_uhnEDu t ds +

oA oA

fuhTtds+f-LuTnEDu t ds +

A, aa'
1.70AT ' TE i
-[L [0 EDy|taA - [uiFtda’ «
| A
-fg; Ttds (8.4)
oA},

Die vorausgesetzte ErfiilTung der Verschiebungsrandbedingung

u=-u auf BA: (mit us=u,+u,) (8.5)

erfolge nun in der Form

u, =0 auf A C (8.8
und
— i
U, = u auf A : (8.7)

Unter Beriicksichtigung der Beziehungen

T
Yy = [uh Vh] K (8.8)
T .
_l-!p = [up Vp] ) (8.9)
T
nEDuy, =1, = Th ) (8.10)
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nEDu =T = P (8.11)
- w— e _p Ty 4

erhd1t man den Ausdruck fir M s in dem nur die Erfiillung der geometrischen
Randbedingung auf E)Ai1 bzw. in dem aAi1 als leere Menge vorausgesetzt ist:

fz_hTtd5+fu I tds - ju Ttds +
DAL+ DA A, + A} oA,

+ Terme, die nur Anteile aus der speziellen Losung Hp enthalten

= [ L lu g +w 7, Jtase [ [a, Tp+thyp]tds+
DA, +dA, DAL + DA,

-[[uth +'vh7;]td5+
oA, (8.12)

+ Terme, die nur Anteile aus der speziellen Ldsung u, enthalten

Hier sind nur die Terme ausgeschrieben, welche zur Ermittlung einer
Naherungslosung relevant sind.

Neben der Befriedigung von Verschiebungsrandbedingungen kann unter Umstdnden
bei entsprechender Konstruktion der Ansdtze erreicht werden, daB auch die
Spannungsrandbedingung

_T - 2- an BA; ' (8.13)

exakt erfillt wird. Zur Betrachtung dieses Falles wird die Darstellung von T



_durch

I =.Q_E.Q(yh"'gp)
\.——r_—'
u
=pEDu, +nEDyY,
= _7_'h + Ip (8.14)

herangezogen, welche sich aus der durch u = U, + Ep erfolgten Aufspaltung des
Verschiebungsfeldes in einen homogenen und einen partikuldren Anteil ergibt.
Gewdhrleisten nun die Ansdtze die Erfiillung der Spannungsrandbedingung (8.13)
in der Form

I =0 auf aA; (8.15)
und
I = T auf aA; , (8.16)

so ergibt sich aus (8.12) der Ausdruck fiir N  eines speziellen Elementes
in der Form

i T T
n =f.zl_¢_1h_7'htds+j_gh I tds+
AL aA,

+ Terme, die nur Anteile aus der speziellen LOsung Ep enthalten

= f—z’- [uh T,(h + V), TYh ] tds+f.[uh T,(p »«vhl;,p ]tds +
A, OA}
+ Terme, die nur Anteile aus der speziellen LOsung enthalten (8.17)
Neben dem erwdhnten Fall, daB Verschiebungs- und Spannungsrandbedingungen auf
dem Elementrand schon exakt erfiillt werden, ist diese Beziehung zusdtzlich
auch fir Moglichkeiten gultig, bei der das_ErfU11en einer Randbedingung mit
dem Fehlen eines Randteiles E)A'1 oder aA'z kombiniert auftritt (s.Beispiel
in Bild 8.2). Die Beziehung (8.17) fiir ein spezielles Element mit der Element-
randkurve E)Ai gilt fiir folgende Fdlle:




Fall a) :

Fall b) :

Fall c) :

Fall d) :
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OA% ist nicht vorhanden und die Randbedingung

T =T  auf A,

wird exakt erfiillt.
aA'2 ist nicht vorhanden und die Randbedingung

— i
us=yq auf A,
wird exakt erfiillt.

Al , dAL  sowie dAL sind vorhanden und die Randbedingungen
2 3

auf A

u-= 1

1<)

und
T=1T auf BA;

werden exakt erflillt.
aA; und OA'Z sind nicht vorhanden, d.h. das Element ist voll-
kommen von anderen Elementen eingeschlossen.

spezielles Element :

s

1 A’ = 3A] + A

Bild 8.2 : Beispiel zur Zusammensetzung des Elementrandes aA!

bei einem Element mit zwelfachzusammenhdngendem
Bereich
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Bezliglich der in der Herleitung dieses Kapitels auftretenden Integrale der
Form

[u'T tas

A
seien noch folgende Bemerkungen angefiigt:
Die Integration entlang einer Randkurve erfolgt richtungsmaBig so, daB das
"umfahrene" Gebiet sich stets zur Linken befindet. Enthdlt ein spezielles
Element ein Loch (s. Bild 8.3), so kann man sich die 3duBere und innere Rand-
kurve durch einen virtuellen Schnitt miteinander verbunden denken und infolge
des zweimaligen Durchlaufens des Schnittes in entgegengesetzten Richtungen
heben sich die auftretenden Integrale entlang des Schnittes heraus. Das heift
also, daB entlang der virtuellen Schnittlinie keine Integrationen explizit
ausgefiihrt werden zu brauchen.

fuTTds - fu' Ids =

V ABCDEFGHIFEA

=fuTlds + [uTTds+ fulTds +|
Er== H ABCDE EF FGHIF

+[ulds + [WTTds
FE EA

=fu'Tds+ [uTlds
ABCDEA FGHIF

A= B

Bild 8.3 : Zur Ausfilhrung der Randintegration bel einem
zwelfachzusammenhangendem Geblet
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8.1.1 Darstellung des Funktionalanteils fiir ein spezielles
Element in diskretisierter Form

-Fiir den Bereich eines speziellen Elementes werden Losungsfunktionen des Dif-
ferentialgleichungssystems (3.6) als Ansdtze in der folgenden Form gewdhlt:

u=u,+ Uc ( U : Zeilenvektor (8.18)
¢ : Spaltenvektor )
V=v,+ Vc ( V : Zeilenvektor ) (8.19)

Die homogenen Ansatzanteile fiir die Verschiebungsfunktionen lauten hier also

u = Uc ‘ (8.20)

sowie

(8.21)

L

und die partikuldren Anteile sind mit u_. und vp bezeichnet. Die zu den Ver-
schiebungsfunktionen (8.18) und (8.19) gehdrenden Spannungsterme TX und Ty ’
welche durch die Beziehung

T u
' :I =ﬂ£ =!3§Q (8.22)
. 7; v

gekennzeichnet sind, seien in der folgenden Weise dargestellt:

I = 7;,, + I ¢ (8.23)

ho=% +Lc¢ (8.24)
Fiir die zur homogenen Losung gehdrenden Terme TXh und Tyh gilt hier also

L, = Ix € (8.25)
sowie

7;,h =T c (8.26)

Nach Einsetzen der erliuterten Ansatzfunktionsterme in den Ausdruck fir M‘
nach Gleichiung (8.12), in der keine exakte Erfiillung der Spannungsrand-



bedingungen auf E)Aiz durch die Ansdtze vorausgesetzt ist, ergibt sich

' T T T, T
m=Le [ LIUL+LU+VT +T,v]tds co

aAiz + aAI3

v flUTT + V7T, Jtds - [ [UTT, 4 VT, [ tds
dAb+ aAL oA},

+ Terme, die den Vektor c bzw. ET nicht enthalten (8.27)

Das Auftreten von vier anstatt von zwei Summanden in dem ersten Integral-
ausdruck von (8.27) erkldrt sich daher, daB sich die Terme, welche durch
die entsprechenden Ansatzfunktionen ersetzt werden, folgendermaBen um-
formen lassen:

“h&h”’hr ='2L[“hrx'h*r up + v, L+ Vh]

Yh (8.28)

Diese Umformung wird angewendet, damit sich zwangsweise eine symmetrische
Matrix, namlich

T
j’[ fINUSV'T oI V]t ds
i i
ergibt. Da den Gleichungen nun aber ein physikalisches Problem zugrunde

liegt, ergibt sich hier allerdings auch ohne den Aufspaltungstrick (8.28)
aus mechanischen Griinden { Satz von Betti ) schon fiir

[[U'1, +v T]tds (8.30)

0Af+ aAf
eine symmetr1sche Matrix. Weil bei einer numerischen Rechnung die ent-
sprechenden symmetrisch zueinander liegenden Koeffizienten der Matrix (8.30)
aber durch eine unterschiedliche Folge von Operationen ermittelt werden,
ist es vom Standpunkt der Numerik besser, zur Programmierung die Darstel-

(8.29)

Tung (8.29) mit den vier Summanden zu verwenden.

Da es sich hier ausschlieBlich um GroBen eines Elementes handelt, wird bis
zum Ende dieses Kapitels auf eine explizite Indizierung aller einzelnen
Terme ( ¢, u, v, g, etc. ) mit "i" verzichtet.



Wird nun in (8.27) der Vektor c , der die Ansatzfreiwerte enthdlt, mit dem
Elementknotenwertevektor q durch eine Matrix G und einem Spaltenvektor g

gemap
] ) (8.31)

verkniipft, so erhdlt man fiir den Potentialanteil l1i den Ausdruck

< I

C= (; C] (IT?it £Z<= [

n'=1q6'HGq+q'G'Hg+q'G'r,-q G I+
+ Terme, die g bzw. gT nicht enthalten (8.32)
mit
_ 1 [ T T T T ]
He[LUL L usv'T, +1) v ]tas
QA + DAY . (8.33)
(symmetrische Matrix)
=[[U' T, +V'T ]tds (8.34)
J L= X = Yy .
DA, + DA}
- Ts T+
£=‘[[L_J7;+y 7;]tds (8.35)
dA,
q : Knotenwerte des betrachteten Elementes
G : erlautert in Kapitel 8.1.2
9 : erldutert in Kapitel 8.1.2

(nur vorhanden, wenn eine spezielle Losung vorgegeben ist)

OAE : Teil des Elementrandes E)Ai , auf dem Tx und T-y vorgegeben sind.

aA:ii : Teil des Elementrandes E)Ai , der die Grenze zu Nachbarelementen
darstellt

Zwei Verknupfungsmgglichkeiten zwischen ¢ und q mittels einer Matrix G und
einem Spaltenvektor g werden im nachsten Kapitel erldutert.
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Flr die 1. Variation ergibt sich aus (8.32)

. |
Gnl = .a_,7| 6 = 6 T—-a,7
= — (8.36)
-6q'[6'"HGq+G'Hg+G' r, -G F]
- \__'——I \ —v— e
k P
bzw.
51" = GQT [’-‘ 9 "_5] (8.37)
mit
k = _G_Ttlg (Elementsteifigkeitsmatrix) (8.38)
p = QT [-l_-lg -+ f] (Elementbelastungs -
- B vektor) (8.39)

Einige Vereinfachungen beziiglich des Integrationsumfanges ergeben sich fiir
die zu Beziehung (8.17) angegebenen Fdlle, unter welche die erstellten Bei-
spielelemente sich einordnen lassen. Der wesentliche Teil von Ni reduziert
sich hier unter Verwendung von (8.17) gemdR folgender Beziehung:

n'=1gq'6'HGq+q 6" [Hg+r,] -
—v —v d
k B
+ Terme, die q bzw. gT nicht enthalten (8.40)
mit
T T T T
He [FUR LUV I+, ¥ ]tas (8.40
dAq
T T
e .—.f.[_L_/ Txp +V np]tds (8.42)

1
oA,
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Ix-
1]
Q

HG (Elementsteifigkeitsmatrix) (8.43)

- T _ i
p=0 [-ﬂg -[p] (Elementbelastungsvektor) (8.44)
Hier werden nur Integrationen ldngs Elementrandteilen erforderlich,

welche die Grenze zu Nachbarelementen bilden. Liegen gar keine speziellen

Losungsanteile vor, so wird aus p ein Nullvektor.

Um die Darstellung mit den Gleichungen in Kapitel 5 in Einklang zu bringen
und um zu kennzéichnen, daP es sich hier durchweg um Anteile des i-ten
Elementes handelte, seien die einzelnen GrioBen des Ausdruckes flr den
Potentialanteil M' noch formal mit dem (bisher aus Schreibvereinfachung
weggelassenen) Index "i" versehen :

it =i

n - -ZL qiT Lfi qi -q p + Terme ohne q' (8.45)

8.1.2 Beziehungen zwischen Ansatzfreiwerten und Knotenwerten
bei einem speziellen Element

Flir die Ansdtze spezieller Elemente des reinen WeggroBenverfahrens seien

nun explizit zwei verschiedene Wege aufgezeigt, Beziehungen zwischen Ansatz-
parametern und Knotenwerten herzustellen. Bei dem ersten Weg geht es - wie
schon in Kapitel 6 angeschnitten - um die zwangsweise Erfiillung der Element-
ubergangsbedingungen an den Knotenpunkten, wahrend bei der vorzuziehenden
zweiten Methode die Approximation eines zur Elementkopplung geeigneten Rand-
verschiebungsverlaufs U durch die Innenbereichsansdtze mittels Fehlerquadrat-
methode erfolgt.

8.1.2.1 Methode I zur Berechnung von Verkniipfungsmatrizen G
und g zwischen Freiwerten und Knotenwerten

Diese Methode beinhaltet das Standardverfahren, welches darauf basiert,
Bedingungsgleichungen aufzustellen, um flir die Funktionen die Annahme von
Knotenwerten an den Knotenpunkten zu erzwingen. Mit den speziellen Ansatz-
funktionen nach den Gleichungen (8.18) und (8.19) erhdlt man zundchst




..4/_

e S| mm————— S |- + v e

vi | Ivund| (v 0q.5) Vix,. 0 7| | cna

Vo | [vx.00)| Y% Xx2) | | Y(xuys )| | Cnaz

V3 V(X3,}’3) Vp (x3,}’3) V(X3,y3) Ches

_i'n ] .V(xl;:}'n)J _Vp (";n:yn)_ .'_/(";n:}'n )J BC.Zn

v —_— Y

q q‘;p ¢ [ (8.46)

bzw.
g=9,+d¢c (8.47)

Die Matrix § hat hier 2 n Zeilen und Spalten, wobei n die Anzahl der Knoten
des Elementes bedeutet. Weiterhin geben die Koordinatenpaare (xi, yi)

( mit i = 1,2,...,n) die Lage der Knotenpunkte an.

Aus (8.47) ergibt sich fiir den Vektor c der Ausdruck

c-d"g-8"9,
(8.48)
= (_3 q +g
mit
a-1
G=09 (8.49)
und
a-l a
g=-2 9 (8.50)
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An dieser Stelle sei zu einem Vergleich auf die Beziehungen (6.7) bis (6.10)
bei Standardelementen hingewiesen. Im Unterschied zu der entsprechenden dort
erhaltenen Verkniipfung von Knotenwerten und Freiwerten ergibt sich hier keine
Entkopplung in je eine Verkniipfungsmatrix G fiir u und v, weil die Ansatzfrei-
werte in ¢ sowohl in u als auch in v erscheinen,

Mit Hilfe der hier angeflihrten Methode 14Bt sich zwar erreichen, daP die An-
satzfunktionen an den Knoten die gewiinschten Knotenwerte annehmen, aber im
Hinblick auf eine Kopplung mit Polynomansatzfunktionen von Nachbarelementbe-
reichen muB erwdhnt werden,daB im allgemeinen Stetigkeit zwischen den Knoten-:
punkten nicht gewdhrleistet ist. In den Fdllen, bei denen vollkommene Stetig-
keit auf den Elementrandern nicht erreicht werden kann, stellt diese Methode
kein sicheres Mittel dar, um wenigstens die Abweichungen auf den Randern zu
den Nachbarelementen minimal zu machen. Fiir eine derartige Abweichungsmini-
mierung kann die im folgenden dargestellte Methode II verwendet werden.

8.1.2.2 Methode II zur Berechnung von Verkniipfungsmatrizen G

und g zwischen Freiwerten und Knotenwerten

Zu einer optimalen Approximation der fiir eine Elementkopplung geeignet zu
wahlenden Verschiebungsverldufe U und V auf dem Elementrand durch spezielle
Elementansatzfunktionen u und v nach (8.18) bzw. (8.19) wird das Funktional

J = -Z’—f(& - u)zds + %f{f/’ -v)2 ds — Minimum

LY aA), (8.51)
verwendet. Die Funktionsverldufe @ und V beinhalten die Knotenwerte des
Elementes und werden in Abhdngigkeit von einer Randkoordinate s stiickweise
lTinear oder quadratisch gewdhlt, je nach dem mit welchen Standardelementen
das spezielle Element gekoppelt werden soll. E)Ag kennzeichnet hier den Teil
des Elementrandes, an den andere Elemente stoBen; u und v stellen in (8.51)
die Verldufe der speziellen Gebietsansdtze auf dem Rand dar. Im einzelnen
werden folgende Ausdriicke benGtigt:

a(s) = Q(S) u ( u : Knotenverschiebungsvektor ) (8.52)
v(s) = _?(S) v ( v : Knotenverschiebungsvektor ) (8.53)
u(s) = up(s) + U(s) ¢ (8.54)

v(is) = vy(s)+ Y(s) c (8.55)
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Da bei Standardelementen fiir u und v die gleichen Polynomansatzterme ver-
wendet werden, gilt

U(s) = V(s) (8.56)

Im Ubrigen sei an die Ausfiihrungen in Kapitel 6 angekniipft, und zur
ITlustration der aktuellen Verhdltnisse diene Bild 8.4 .

o

S u S @ u
3 \/ 1 3 Vi
© U2 V3 “ ® U2 V3
U1 V2 U1 V2
Vi i
Annahme linearer Randver - Annahme quadratischer Rand-
schiebungen zwischen den verschiebungen zwischen den

Knoten @ - @ Knoten @ - @ - @
@ - O -©-6
® - ® U.S.W.

u.s.w.

Bild 8.4 : Zum Verlauf der abschnittsweise definlerten
Randkoordinate s (auf eine Indizierung in den
einzelnen Abschnitten wurde verzichtet)




Die Zeilenvektoren g(s) und g(s) werden abschnittsweise definiert, und
zwar enthalten sie jeweils zwei bzw. drei von Null verschiedene Terme an Posi-
tionen, die sich nach den zugehdrigen Spaltenvektoren der Knotenverschiebungen
u und v sowie nach dem betrachteten Teilintervall richten. Bei Tinearen Rand-
verschiebungen liegen zwei und bei quadratischen kommen drei Terme vor. Der
Aufbau der Vektoren Q und _\z sei durch

{ - =
[(1 512) S12 Y ]

zwischen Knoten (D - @
(mit 0=s=s,, )

0 (1-<) S 0
[ ( 523) 523 = ]
- zwischen Knoten @ - @

(mit 0=<s< Sq )

0 0 1-2) =

[ ( S3”  S3
zwischen Knoten @ - @
(mit 0=s=s,, )

0]

(8.57)
\
fiir 1ineare Randverschiebungen und durch
/
[(1-2)1-22) 45(1-5) 2 (22-1) 0 ]
Si3 Si3 Si3 S13 Si3 Si3

zwischen Knoten @D - @ - ®

(mit 0<s=<s,, )

35 S35 S35
zwischen Knoten @ -®-0®

(mit 0= 55535 )

Js)=<{[ 0 0 (1-£01-25) 4201-2) E(22-1) 0]

(8.58)




fiir quadratische Randverschiebungen angedeutet ( s. Bild 8.4). Hierbei geben
Sq2s Spgs S3gs Sq3 und S35 die Strecken zwischen den entsprechenden Knoten an.
Werden die Beziehungen (8.52) bis (8.55) in das Funktional (8.51) eingesetzt,

so erhalt man

oA,
+ zi_[[\_/Tfoy_-ZgT_l_/T_l?y -2v, Vy +0 VT Ve ZgT_Tvp+vg lds
9A3
(8.59)
Als Bedingungsgleichung fiir ein Minimum von (8.59) ergibt sich
3t =-[U'Gdsu- [V7ds v+ [[UU+VV]ds ¢+
= oAy oA, A,
_v— \__'___r N "7 ———
L, L, a
+ f_[uTup+.l.’Tvp]ds =0
9Aq
Lo
u
-[L L] (Y] aers
_r ‘v
L g
=-/_-Q+Q£+£p=_ (8.60)




- Jc =

mit

Q"[,[.L./TQ*L’T.L’]C/S (8.61)
oAy
L- [_[ngds fnyds ] (8.62)
A, D 0A,
und
Ip = _[[QTup + y’ vp] ds (8.63)
A,

Der Vektor ¢ 18Rt sich nach Gleichung (8.60) nun dastellen als

-1 -1

€c=Q Lg-Q 1,
B (8.64)
=Gg+g ,
wobei 1in diesem Falle
G =Q-1 L | (8.65)
und
9= '9-1 5L | (8.66)

gesetzt wurden.
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8.2 Verwendung eines erweiterten Funktionals fiir die potentielle
Energie
(Erweiterung des Prinzips vom Minimum des Gesamtpotentials:
Hybrides WeggroBenverfahren)

Ausgangspunkt fiir das hybride WeggroBenverfahren ist das Funktional (4.7),
dessen erste Variation gemdB (4.8) bei Verwendung von Ansatzfunktionen,
welche das die Gleichgewichtsbedingungen beinhaltende Differentialgleichungs-
system (3.17) schon exakt erfiillen, mit

T( - T !
on =I_{5_T [Q-y.]tds*l_fa-“-‘T[—T'I]tds =0 (8.67)

2
=0 ~R.B.(3.18) = 0~=R.B.(3.19)

nur noch die natiirlichen Randbedingungen enthalt, welche sich als die Ver-
schiebungsrandbedingung (3.18) und die Spannungsrandbedingung (3.19) her-
ausstellen.

In einer Finite-Element-L6sung kann der in (4.7) enthaltene Erweiterungs-
term nach einer Modifikation nicht nur auf dem duBeren zu C gehGrenden
Kurventeil Iy ausgewertet werden, um u an U anzupassen, sondern auch auf
den Elementgrenzen, um keine Obergangsbedingungen an die Ansdtze stellen

zu miissen und eine Anpassung von u an fiir eine Elementkopplung geeignet
gewdh1te Randverschiebungsverldufe iU (siehe Kap. 6 und Kap. 8.1.2.2) zu er-
reichen. Der Erweiterungsterm kann fiir ein Element mit der Elementrandkurve
E)Ai , welche sich gemdB Bild 8.1 aus aAi1 , aAiz und aAi3 zusammensetzt,
durch

f_TT(_q-_a)tds (8.68)
Al aAl

angegeben werden, wenn vereinbart wird, daf

a-= auf 3A1 (8.69)

I

zu setzen ist.



Explizit lautet das fiir eine Finite-Element-Losung zugeschnittene Funktional
folgendermaBen:

m
My => My (8.70)
i=1 '
mit

M= [[ 5@ O)EDY)-u"E]tdA - [u'Ttds s
Al oA,

T -~
-fI (u-a)tds (8.71)
dA{+dA)

und

m = Anzahl der Elemente

g stellt hier den fiir eine Kopplung sinnvoll zu wahlenden Elementrandver-
schiebungsverlauf des i-ten Elementes dar.

Das Funktional (8.70) soll nun fiir solche Fille verwendet werden, in denen
ein spezielles Element mit Losungsfunktionen als Ansatze ganz oder teil-
weise von Standardelementen umgeben wird, die auf der Basis von Polynomfunk-
tionen hergeleitet wurden. Bei Verwendung konformer Elemente fdllt der Er-
weiterungsterm (8.68) fiir diese Standardelemente weg, wenn man sinnvoller-

weise
(8.72)

i
a =u auf 3A3 (d.h. auf den Zwischenelementgrenzen)

setzt und vorausschickt, daB die Ansatze der konformen Elemente auf der Rand-

kurve F] vorgegebene Verschiebungswerte U exakt annehmen konnen, so daB man
also

I

=Ud =u auf BA: crl (8.73)

setzen kann. Fiir eine derartige Kombination von speziellen Elementen mit




_bb_

konformen Standardelementen gilt dann

/7' fiir ein Standardelement
nri'n = ﬁ fT (d-u)tds fir ein spezielles Element
aA,+aA3 ,
\ | (8.74)
ns

mit

= [[-2’- U'DVEQu-d'EltdA - [J'Ttds
aAl, (8.75)

Wie in Kapitel 8.1 werden die speziellen, das Differentialgleichungssystem
(3.17) erfillenden Verschiebungsansdtze wiederum durch u = u, + u, n
homogene und partikuldre Anteile aufgespalten. Der Term T in (8.74) ist in
direkte Verbindung mit dem Verschiebungsfeld u gemdB

I=nEDu (8.76)
zu setzen, so daB aus der Darstellung von u eine entsprechende fiir T folgt
I=1, +1I

Unter Beriicksichtigung der Beziehung (8.4) erhalt man nun aus (8.74) fir
ein spezielles Element den Anteil T1; Zu

-[2 uh tds+futhtds fuhTtd5+
oA} oA aA'

+ Terme, die gp und Ip enthalten, +
T
-p

flma-ra-

DAl + aAL - -v
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Vereinfachungen beziiglich des Integrationsumfanges ergeben sich, wenn die
Ansdtze beispielsweise eine Randbedingung schon exakt erfiillen oder das
spezielle Element so in das LOsungsgebiet gelegt ist, daB ein Randkurventyp
( OA% oder aA'2 ) gar nicht im Elementrand auftritt. Folgende Fdlle fiihren
nun von (8.78) auf ein und dasseTbe vereinfachte Ergebnis:

— .

Fall a) : dA! ist nicht vorhanden und die Randbedingung

T=T  auf DdA,

wird exakt erfiillt (s. Bild 8.5).
Fall b) : aAé ist nicht vorhanden, und die Randbedingung

u=u auf BA:

wirq exakp erfiillt. .
Fall c) : aA; s aA'2 sowie aA'3 sind vorhanden; die Randbedingungen

u=u auf aA}

T =T auf ‘r)Ai2

werden exakt erfiillt.
Fall d) : aA{ und aA'2 sind nicht vorhanden, d.h. das Element ist
vollkommen von anderen Elementen eingeschlossen.

M spezielles Element:
2 aAL
RB: aA|2 aAl = 8A'2 + 3A'3
u=u auf M — - i
= = exakt erfullt: T =
l = l auf r'2 1 I auf 8A2

Bild 8.5 : Spezlelles Element, das sich unter Fall a)
eilnordnen lasst
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Aus (8.78) ergibt sich fiir die genannten Fidlle die Gleichung

/7;= j-g-_TTy tds - fT utd3+
0A, A,

I dtdss [1) atds.

OA3 c'JA3
+ Terme, die u, und Ip enthalten ,
=-f—7—[—7-(u T +T u +v, T +T v)]tds+

.2 2 hxy = %y "h " Thly, vy Th

2Al

-[_Txhup+7yh vp]td5+

A,

+[ a+T V]l‘dS-r_[[ "+7;, V]tds
v 4]

EM\'

+ Terme, die Up > Vp > TXp und Typ enthalten , (8.79)

worin die Beziehungen (8.8) bis (8.11) sowie

- |a
=1 (8.80)
v
beriicksichtigt sind.
Noch zu erwdhnen ist, daB die Erfiillung der in den Fallen a) bis c)
erscheinenden Randbedingungsg]eichungen in folgender Form erfolgt:
Beziiglich u =T auf DA} gelte
i
u, =0 auf A, (8.81)
und
— i
U, = auf A (8.82)
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wihrend analog T =T auf aAiz durch

In=DEDu, =0 auf BA; (8.83)
und
I, =nEDu, =T auf A, (5.80)

erfillt werde.

8.2.1 Das erweiterte Funktional fiir ein spezielles Element in
diskretisierter Form

Fiir den Bereich eines speziellen Elementes werden die Verschiebungsansdtze
wie in Kapitel 8.1.1 gemacht, und in die Randspannungsverldufe T gehen wiede-
rum die den Verschiebungsansdatzen zugeordneten SpannungsgréBen ein. Mit den
vorliegenden partikuldren Anteilen up, v., T, Ty und den homogenen Ansatz-.

P> X
komponenten P P
up=U ¢ (8.85)
vi=V ¢ (8.86)
7;(h = _TX ¢ (8.87)
I;h = _Ty [ (8.88)
sowie mit den Randverschiebungsansadtzen
d=Uu ( u : Knotenverschiebungsvektor ) (8.89)
und
Vv=Vy ( v : Knotenverschiebungsvektor ) (8.90)

erhd1t man aus (8.79) fir ein spezielles Element den Anteil [1; in der
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I ¢

-cT_/'[TTup +TT Vo ]tds+
2A,

—_— —t

Lo

+gT_/.‘_7;TQtds u +£TfIyT_L7tdsg+
GLYA DAY

el

L, £T2

+ S!TJ[Z21- x tds + Vj-j[b’ t‘CtS +
aal dAl

+ weitere Terme, die ¢ , u und v nicht enthalten

N | T T ¢
=-5c He -l +cLg+q B oo

+ weitere Terme, die ¢ und g nicht enthalten (8.91)
mit
= [L VL L u«V' T, ¥]tas (8.92)
oA,
(symmetrische Matrix)
L= [f_TxT_L_?tds fT ths (8.93)

A} A,
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{ fQT T, t ds
. | 9A%
i = . (8.94)
[7" 1, tds
| 0A, _
Lp = f.[-TxT up + I v, | t ds (8.95)
9A;

ST'-' [.‘-!T !T] (8.96)

Die Darstellung von F]; nach (8.91) gilt den Ausfiihrungen in Kapitel 8.2 zu-
folge fir spezielle Elemente bei denen die eventuell auftretenden Randbedin-
gungen auf Elementrandteilen von den Ansdtzen exakt erfiil1t werden. Aus der
Beziehung (8.91) ergeben sich die Bedingungsgieichungen zur Ermittlung der
Ansatzfreiwerte im Spaltenvektor ¢ , und zwar gilt

an,
dc'

:-!-_-Ig-[p+L_q=_0 (8.97)
Hieraus erhdalt man nun
c=H'Lg-H'r (3.58)

Durch Einsetzen dieses Ausdruckes fir ¢ in die Beziehung (8.91) 1Bt sich
f1; nun unter Berilicksichtigung der wesentlichen Terme mit g in der folgen-

den Form schreiben:

i T, T, T[,T - "
=t adl W Lg-g [ H'r-5]
k 5

+ weitere Terme, die q nicht enthalten. (8.99)
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Als Elementsteifigkeitsmatrix erhdlt man hier

k =L'H'L

— — s

und als Elementbelastungsvektor ergibt sich

- T,,-1 -
P =L H -1,

(8.100)

(8.101)

Da es sich in diesem Kapitel durchweg nur um GroBen des i-ten Elementes han-
delte und keine Verwechslungsgefahr besteht, wurde wiederum zur Schreibver-

einfachung auf eine explizite Indizierung aller vorkommenden GroRen mit

verzichtet.

ll.i "

8.2.2 Methode III zur Berechnung von Verknilipfungsmatrizen G und
g zwischen Freiwerten und Knotenwerten sowie deren Verwen-

dung in der Darstellung des Funktionalanteils ﬂ;

speziellen Elementes

eines

Der Vollstdndigkeit halber sei auch fiir das erweiterte Funktional noch ex-
plizit auf die Beziehung zwischen Freiwerten ¢ und Knotenwerten g hinge-
wiesen. Aus der Herleitung in Kapitel 8.2.1 ergibt sich gemdB (8.98) mit

H' Lq-H"

2 :8-2 5

¢

= éi Ez + é?

die Matrix G zu

G

-1.L

"
[ o

und der Spaltenvektor g zu

-
g--H 1,

(8.102)

(8.103)

(8.104)
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Werden die Verkniipfungsmatrizen G und g nun in der Darstellung fiir IT;
verwendet, so erhdlt man aus (8.99) nacheinander

i 1 T,T,,-1 T o~
=549 qLH Lg-qLH I, +qF +
+ Terme ohneg
1 T T 4 -1 T =
-5Q.L.ﬂ ’_',ﬂ L‘l L_é',ﬁt’_;P+.q Lo+

G G G' -g

+ Terme ohne q

96'HGq+q G Hg+q F,e

:

+ Terme ohne q (8.105)

Der zuletzt erhaltene Ausdruck weist eine dhnliche Form auf wie die Beziehung
(8.40) fiir f1i beim nicht erweiterten Funktional. Wahrend die Verkniipfungs-
matrizen G und g jeweils auf verschiedenen Wegen ermittelt werden, sind bei
Verwendung des erweiterten und nicht erweiterten Funktionals die Gleichungen
fiir H mit (8.41) und (8.92) formal identisch. Der wesentliche Unterschied be-
steht jedoch darin, dap zur Berechnung der Matrix H des hybriden WeggroBen-
verfahrens wegen der zu bildenden Inversen von H die Ansatzfunktionen keine
Starrkorperanteile enthalten diirfen, wogegen sie in Kapitel 8.1 beim reinen
WeggroBenverfahren zur Ermittlung von H enthalten sein miissen.
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8.2.3 Interpretation der Kopplung von speziellem Elementbereich
und iibrigem Gebiet

Das auf einem erweiterten Funktional basierende Verfahren sei noch anschau-
Vich interpretiert, und zwar kann man sich hierzu das zu behandelne Losungs-
gebiet in zwei Bereiche geteilt denken, die zunichst einzeln behandelt und
dann geeignet gekoppelt werden (s. Bild '8.6).

Einteilung in
Bereichl Standard -
Lésungsgebiet Finite -
= Elemente
A}
+ Bereich |___ spezielles
/\nh finites Element
Randteil
von IF
Bild 8.6 : Auftellung des Ldsungsgebietes In zwel Bereiche

Bereich I wird in Standard-Finite-E]emente_aufgetei]t, so daB auf der Ver-
bindungslinie der beiden Gebiete - mit aA:'s bezeichnet - der Verlauf der Ver-
schiebungsgroBen u und v je nach Elementwahl durch lineare oder quadratische
Funktionen it bzw. V mit den Knotenwerten als Parameter dargestellt werden
kann.

Fiir den Bereich II werden Funktionen u und v gewdhlt, die das Differential-
gleichungssystem der technischen Scheibentheorie und die Randbedingungen auf
dem zum Element gehdorenden Teil von I erfiillen. Diese Funktionen sollen
nun auf dem Randstiick aAf,, den Verlauf von U und V annehmen, was durch die
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Gleichung
a u
- t =0
[o[nn]([5] - [}] ) es
aAS"—v——'
5T"

= 6 [{1lta-u)+ I(7-v)} tds
A}

agT{j_r,f_Utdsg-j:?L [Lu+U'1]tdsc- [T u,tds+
A} A} A}

= 5¢_;T [Lg -Hc -_p] =0 (8.106)

erreicht werden soll. Hierbei ergab sich aus der Definition fiir T, namlich

T b c TXP
L= £+ ’ (8.107)
1y N

der variierte Ausdruck §T zu

= (8.108)

Aus (8.106) folgt nun wiederum die Beziehung (8.98) zur Darstellung von ¢
womit sich die Losungsfunktionen u und v fiir Bereich II nun in Abhdngigkeit
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der Knotenwerte g angeben lassen als

=UH Lq-UH L, +u, (8.109)
und
= l’ﬂ-1£§ VH I, + v, (8.110)

Weiterhin folgt hieraus die Darstellung fiir die Spannungsgrofen TX und T.y zu

- -1
Tx =_rx_l-! .L.g -Ix!j .’:p+ rxp (8.111)
und
-y
hy=I,H Lqg-1h H Ip 7;',, (8.112)

woraus sich die Werte auf dem Rand aA'3- ermitteln lassen.

Fiir das Randstiick aA:; des Bereichs I kdnnen nun folgende Randbedingungen
formuliert werden:

-fx =-T auf BA; (8.113)
T, =-T, auf A, (8.114)

Da Bereich I nur mit Standardelementen behandelt wird, gehen die Bedingungen
(8.113) und (8.114) als Belastungsterme in die Rechnung ein, und zwar gilt
fiir den Anteil des variierten Potentials der &duPeren Krdfte auf é)A; s
bezeichnet mit

i
6 /7(1[ aA3)




- 66 -

Tl -[[ouT e ov T, ]tas
oAl

= f[rSu T, + Ov Ty.]tds
9A]

=f[6ng_7T7; s 6V VT ]tds

A}
[ ~T
u T
=6qT e | tds
IR L
dA, L
| r[¢'% o ([0
= 6q f 1 | tds(H Lq-H [P)*f : Pl tds
- U ; |7
oA, L A}
\ / \ /
g ;
& <p
.—.69T[_L_T_U"Lc_7-(LTﬂ'Igp-fp)] (8.115)
\ 1 - /
5/,

Da hier g die Knotenwerte auf az\g und gleichzeitig die Knotenvariablen des
speziellen Elementes (Bereich II) beinhaltet, fihrte die Betrachtungsweise
dieses Abschnittes also auf einen Ausdruck, der einer Variation von [1;

nach (8.99) entspricht.
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Zusammenfassend 1dRt sich die Kopplung von speziellem Elementbereich und iibri-
gem Gebiet stichwortartig in folgender Weise beschreiben:

Verwendung von Standardelementen im Bereich I;

Annahme von Verschiebungsverldufen auf der Grenzlinie aA'3 , die zu den
gewdhlten Polynomansitzen der Standardelemente passen;

Verwendung spezieller Losungsfunktionenfolgen im Bereich II;

Erzielung moglichst guter Ubereinstimmung der Verschiebungsfunktionen von
Bereich II mit den vorgegebenen Verschiebungsverlaufen auf der Grenzlinie
E)Aé durch entsprechende Verkniipfung von Freiwerten und auf 'c)Ai3 1iegenden
Knotenwerten;

Angabe der SchnittgroBen aus Bereich II auf E)Aé mit den noch unbestimm-
ten Knotenwerten als Parameter;

Aufbringen der SchnittgroBen aus Bereich II auf die Grenzlinie é)A:i3 des
Bereiches I als BelastungsgrdfBen.
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9 Konstruktion von Losungsfunktionen

9.1 Inhomogene Ldsungen

An dieser Stelle seien explizit nur fir den Fall konstanter Volumenkrafte
verschiedene Losungen der Problemgleichungen (3.6) bzw. (3.12) angegeben. Zu
deren Ermittlung geht man am besten von einer Formulierung mit Spannungsgrofen

aus, gemap
ao'xx +9:_X_L=_E
Ox Ay X
i (9.1)
9 Tyy . 9Gyy . _F
Ox oy y
Einige Losungen fiir Fk = const. und ?& = const. sind
GXX':-F;(XJ' G'yy-"-'-,:yy; Txy=0
ﬂ (9.2)
G'xx.:O ;G'yy=0 ; Txy:-f';x-ny
(9.3)
-_.1F -_-1F __1Fr . _1F
Oxx = }L’ixf oy=-5FH Y Sy=-5hx-5kKy
(9.4)

Weitere folgen aus

cxx=al-';x,- ny=bl:';y ; ‘l’xy=-(7+b)l-";X-(7+Cl)"_;}’

(9.5)
mit beliebigen Werten fiir a und b.

Die Verschiebungsfunktionen u und v erhdlt man ganz allgemein aus gegebenen
SpannungsgroBen durch die Gleichungen [19]

2p u(x,y) = j[axx - Cxx * Oyy )]'dx+ fily) (9.6)

_f\_(
2(A+p)

2u v(x,y) ’f["'yy‘ Gyx* GOyy )]dy+f2(x), (9.7)

__/\___(
2(A+u)




wobeji

Y 5
= 2(1+v)
und
_Ev fir ESZ
1-vy2
A =<
Ev fir EVZ
L(1+v)(1-2v)
bzw. .
L4 fir ESZ
A _ 1+v
2(A+p)
v fiir EVZ
gilt.

9.2 Homogene Losungen in komplexer Darstellung

Ausgehend von den Problemgleichungen

3G,y \ 'c)-rxy -0
Ax oy ‘
QT Y7

xy o, W _o
Ox Ay

(9.8)

(9.9)

(9.10)

(9.11)

lassen sich Losungen in den SpannungsgroBen mit Hilfe der Airyschen Spannungs-

funktion U(x,y) in der Form

. . U
X X 2
oy
2
U
G&Y - 23)(2
__ U
Tyy XYy

(9.12)

(9.13)

(9.14)
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darstellen [19] . Die Vertrdglichkeitsbedingung

4(6y +0,, ) =0 | (9.15)
liefert mit
Cyx *+ Oyy = 4U (9.16)
die biharmonische Gleichung
ddU - Uxxxx + 2Uxxyy + yyyy = 0 2 (9.17)
deren Ldsung mit Hilfe von komplexen Funktionen durch
U = X, (z) + xz(f) + f(pl (Z) + Z(pz(:-!') (9.18)
ausgedriickt werden kann. Hierbei gilt
Z=x+iy | (9.19)
und
Z=x-ly (9.20)

Unter der Einschrdnkung, daB U eine reelle Funktion sein soll, ergeben sich
die Bedingungen

X,(2) = x,(2) , (9.21)

%, (Z) = 9 (z) , (9.22)
und damit erhalt man

U= x,(2)+x,(2)+Z¢ (2)+2¢p,(2) (9.23)
Mit den Substitutionen

Xl = 2L X (9.24)
und

Q, = -21- ® (9.25)

gewinnt man die Losung der biharmonischen Gleichung in der Form

U=Re [Z®(z) + X(z)] |
(9.26)

=-2’—[z D(z)+ z2D(2)+ X(2)+ X(2)] .




Der Vorteil der Verwendung komplexer Funktionen besteht zundchst darin, daf
beliebige Funktionen ®(y3 und X(z) zu LOsungen der Bipotentialgleichung
fiihren.

Nun gilt es, alle Spannungs- und Verschiebungsgrdfen durch die komplexen Funk-
tionen ¢ und X auszudriicken. Hierzu bendtigt man die folgenden Ausdriicke:

U= RY - Lo(2)+ 28(2) + D(z) + 2002) + X(2)+ X12) ]
ox 2

(9.27)
U= BY =i L[- 0(2)+ 28(2)+ B(2)-2F(2)+ X2)- X (2)]
y (9.28)
Ug+ilU, = ®&(z)+z20(z) + X(2) (9.29)
o . ’ =, . " "
S—X-[UXHUY]=d>(z)+¢(z)+zd>(z)+ X'(z) (9.30)
-3"3}- lu,+iy,] = i@+ S2)-2072) - XT2)] (9.31)

Mit diesen Beziehungen erhdlt man unter Einbeziehung der oft niitzlichen Sub-
stitution

X'(z) = Y(z) (9.32)
Gex * i Tyy = Uyy =1 Uyy = =i .%3; [uc+iu, ]

®(z)+ ®(z) -2 '(z) - X'(2)

D(z)+ D (2)-2zD'(z) - ¥V'(z) (9.33)

und

Gpy - i Tyy = Uy #i Uy, =%([ux iU, ]

d'(z)+ r(z) +z®(z) + X (2)

¢'(Z)+ Cﬁz—hzdf’(z) + W'(z) (9.34)




In einer anderen Kombination lassen sich die Spannungen in den Beziehungen

Gyx * Gy = 2[ @ (2) + @'(2)] = 4Re [ (2)] (9.35)
und
Gy - Cyy = 2iTyy = 2[20'(2) + X'(2)] s
=2[z®1z) + V'(2)]
bzw.
Gyy - Oxx *+ 21 Tyy = 2{z®7z) + X(2)]
(9.37)
=2[Zd1z) + ¥'(2)]
zusammenfassen.

Um die Verschiebungsgrofen auf einfachem Wege zu erhalten, wird die Funktion
®(z) vorribergehend mit dem Realteil plx,y) und dem Imagindrteil
qlx,y) dargestellt gemdB

@(z) =p+iq, (9.38)

und im weiteren werden folgende Beziehungen ausgenutzt:

®(z) =p +iq = q,-ip, . (9.39)
AU = Uy + Uyy = 0y + Gy
(9.40)
= 4Re[@(2)] = 4p, = 4q,
Uyy = 4Px - Uxx (9.41)
Ugx = 4qy - U (9.42)
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Die Verschiebungsfunktionen u und v erhdlt man aus den Beziehungen fir u, und

v_, wenn die entsprechenden Ausdriicke so umgeformt werden, daB direkte Inte-
gration moglich wird. Aus den Identitdten

2u —%—)‘f: Gyx - E(A)i_p)(c"" +Gyy )
= Uy - 2(;\”‘) 4U
- by - U= A,
= - Uxx+2%ﬂpx (9.43)
und
2u %;_-_- Gyy -.2._(%:‘7)(6“ +Gyy )
= U, - 2(AA+;1) 4U
= 49y - Uy, ’2(,{\+#) 49y
- . Uyy,,_ZL:\\:_i_&}_ q, | (9.44)

ergeben sich durch Integration die gesuchten Funktionen zu

2puu = -U, + 20\;3:’ (9.45)
und
2uv = -U, + 2()’\\:5”) q (9.46)
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mit

E (9.47)

und

Ev fir ESZ

A= < (9.48)

Ev ..
T o)(1-2) fir EVZ

Integrationsfunktionen wurden in (9.45) und (9.46) weggelassen, weil sie nur
Starrkorperanteile beinhalten, welche aber spdter mitberiicksichtigt werden
kdnnen. Die Kombination (u+iv) liefert die gewlinschte Beziehung zu den
komplexen Funktionen &{z) , X(z) bzw. W(z) , und zwar gilt mit (9.29)
und (9.38) unter Berlicksichtigung von (9.47) sowie von (9.48)

. 1 2(A+ 2u) .
2utusiv)= -[Ug+iU, ]+ = K. (p+iq)
=x®(z) -z2®(2) - X(z)
=x®(z) -zd(z) -Y¥ (2) (9.49)
wobei
3-v fir ESZ
-é 1 +v
X = (9.50)

3-4vy fur EVZ




zu setzen ist. Starrkorperanteile lassen sich durch entsprechende Wahl von
& und X' mitberiicksichtigen.

Zur Berechnung der resultierenden Kraft mit den Komponenten ( Tx t ds )
und ( Ty t ds ) auf einen Randstiick ds mit der Dicke t ist es vorteil-
haft, die Beziehungen

d d x
A
dy dx dx
= — + U = —_—
Yiwas * Y gs [ ]ds ¥ ax U ds
_d
= d_s[UV] (9.51)
und
dx d
Ty = - Cyy ds +T"y_dsL

i dx dy __ 9 dx 9 dy
U g5 =%y g5 " 3x U, ] 42 "3y lul 3%

-9 [Ux] (9.52)
zu der Kombination ( Tx + 1'Ty ) in folgender Weise zu verwerten:

T, + 1 7;

L[, -iv]=-i L[y +iy,]

-jigd [cb(z} +20(z) + X'(z)] (9.53)
ds

Integration dieses Ausdruckes zwischen den Punkten @ und auf dem
Rand 1iefert sodann
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@
@

[(r,«iT )tds = -i [@(2)+ 2®(2) + X(2)] ¢

@ ®

i [@fz)+20z) » W) t, (o)

und somit erhd1t man die Komponenten der auf der Bogenkurve zwischen (:)
und wirkenden resultierenden Kraft aus

F;(+I'f'_y:-l.[¢(2)+2¢'(2)*w(z)] t (9.55)
®

Sind SpannungsgroBen T, und T, auf einem Randstiick I, mit Tg und T& vor-

geschrieben, so 13dBt sich die Randbedingung in der Form

@ s
O(z) +28(2)+ W(2) =i [(T,+iT,)ds =i [(T(s)+iT (s))ds

® %0

= f,(.‘s)w'f2 (s)+c1+ic2 auf l"2 (9.56)

verwenden, wobei hier von einem festen Punkt @ zu einem variablen Pvunkt
mit der Koordinate z entlang der Randkurve [, integriert wird (s. Bild 9.1).
Die Integrationsrichtung ist so zu wahlen, daB sich beim Durchlaufen der Rand-
kurve das Gebiet Q immer zur Linken befindet ( s. Bild 9.1). Da hier z einen
Punkt auf der Randkurve F} bezeichnet, ist die Randkoordinate s natiirlich
eine Funktion des Punktes z.



Bild 9.1 : Bezeichnungen zur Spannungsrandbedingung (9.56)
sowle Integrationsrichtungen

10 Verwendung der konformen Abbildung zur Angabe von L@sungs-
funktionen

Zur Konstruktion von Ldsungen partieller Differentialgleichungen fiir Gebiete
mit Réndern, die durch ihre "komplizierte" Form eine direkte Problembehand-
lung nicht erlauben, hat sich fiir zweidimensionale Probleme die Verwendung
der konformen Abbildung als sehr hilfreich erwiesen. Sie wird dazu benutzt,
um ein Gebiet mit seiner Randkurve auf ein anderes Gebiet mit einer geo-
metrisch einfacheren Randkurve abzubilden.

Bei dem vorliegenden Problemkreis geht es darum, auf besonders einfluB-
reichen Randteilen die Randbedingungen exakt zu erfiillen. Zur Ermittlung
derartiger Losungsfunktionen, die auf einem Teil des Randes den geforderten
Bedingungen geniigen, kann der entscheidene Losungsschritt sein, den betrach-
teten Randabschnitt auf eine einfach zu behandelnde Kurve mittels einer kon-
formen Abbildung zu transformieren.

Nach kurzer Charakterisierung der konformen Abbildung werden einige Beziehun-
gen zusammengestellt, die zur Behandlung von Randbedingungen dienlich sind.
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Weiterhin werden Formeln fiir eine Losungsdarstellung in transformierten Ge-

bieten aufgefiihrt.

10.1 Konforme Abbildung

Eine konforme Abbildung 138t sich kurz an Hand von Bild 10.1 folgendermaBen

charakterisieren:

Eine Abbildung, bei der alle Winkel erhalten bleiben, bezeichnet man als win-
keltreu oder konform. Sie wird durch eine analytische Funktion der Form

£ =9(z)
(10.1)
-1
=f (z)
vermittelt und bildet ein Gebiet Q der komplexen z-Ebene auf ein Gebiet Q'
der [ -Ebene ab.

B=argf(§0)

C) - Ebene - Ebene

I=£E+1In Z=X+ly

Bild 10.1 : Eineindeutlge konforme Abbildung und inverse
Beziehungen
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Umgekehrt, bildet die Funktion
z =f(y)
-1
=g (%)

das Gebiet Q' der {-Ebene in das Gebiet Q der z-Ebene ab. Hierbei bedeu-
ten £ die Umkehrfunktion zu f und g'1 die Umkehrfunktion zu g. Bei einer
konformen Abbildung z=f({ ) wird der Tangentenvektor einer jeden Kurve
durch go um den Winkel B=arg F(go) gedreht, was bedeutet, daB der Winkel
Y , der von zwei von §0 ausgehenden Kurven Ca und C, gebildet wird,
zwischen den zugehtrigen von Zy ausgehenden transformierten Kurven C1 und

C2 wiederzufinden ist. Insbesondere bedeutet dies, daB orthogonale Raster

in andere orthogonale Raster iiberfiihrt werden. Es 1daBt sich also mit Hilfe

(10.2)

von konformen Abbildungen eine Vielzahl von orthogonalen krummlinigen Ko-
ordinatensystemen gewinnen.
Fiir einen Punkt Eo, bei dem

f(yy) = O (10.3)

gilt, ist die Konformitat gestort.

Anzumerken ist noch, dap f(L) und g(z) zundchst mehrdeutige Funktionen
sein konnen, die sich jedoch durch Einschrdnken ihres Definitionsbereiches
eineinddeutig machen lassen.

Bei den vorliegenden Problemstellungen ist das Gebiet in der z-Ebene gegeben,
und zu einem geometrisch “"einfacheren" Bild in der [ -Ebene sind die Trans-
formationen (10.1) und (10.2) gesucht. Ist eine der beiden Beziehungen be-
kannt, so 1aBt sich die andere mittels der inversen Funktion daraus ermitteln.
Der Zweck einer konformen Abbildung ist in der Regel, eine der Problembe-
handlung nicht zugéngliche Randform auf eine einfacher zu behandelnde Rand-
. kurve wie zum Beispiel den Einheitskreis oder eine Achsengerade zu transfor-
mieren.
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10.2 Besondere Beziehungen, die man sich bei konformer Abbildung
auf eine Halbebene oder auf das Innere bzw. AuBere eines
Einheitskreises zur Behandlung von Randbedingungen zu Nutze
machen kann

10.2.1 Abbildung auf die obere oder untere Halbebene

///"/////[ g ein

4 | \Rand in der @-Ebene

Bild 10.2 : Zur Abbildung eines Randes auf die E -Achse
(transformiertes Gebiet liegt in der oberen
oder unteren Halbebene)

Auf der E -Achse (s. Bild 10.2) gilt mit ® =0

g = & ' (10.4)

und
Somit 1dBt sich zur Behandlung von Randbedingungen in der [ -Ebene die Be-
ziehung

4 (10.5)

I = auf der E-Achse (10.6)

ausnutzen. Weiterhin gilt fiir ganzzahlige Exponenten j

Zj = Zj auf der E -Achse (10.7)
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10.2.2 Abbildung auf die rechte oder linke Halbebene

*//// o in
A

Rand in der @ - Ebene

Bild 10.3 : Zur Abbildung eines Randes auf dle = -Achse
(transformiertes Gebiet liegt in der rechten
oder linken Halbebene)

Auf der m-Achse (s. Bild 10.3) gilt mit €=0

4

g =-In (10.9)

in (10.8)

und

Bei der Behandlung von Randbedingungen in der [ -Ebene steht einem also die
Beziehung

z = -Z auf der m-Achse (10.10)
zur Verfligung. Fiir ganzzahlige gerade und ungerade Potenzen lassen sich die
beiden Beziehungen

IEN1

auf der 1 -Achse

. . (10.11)
und fir gerades j

i j auf der 1 -Achse
g'=-¢ fiir ungerades j (10.12)
zu der Gleichung
;J (- 1)] zJ auf der v -Achse (10.13)

Zusammenfassen.




10.2.3 Abbildung auf das Innere oder AuBere eines Einheitskreises

Rand in der @ - Ebene

Bild 10.4 : Zur Abbildung eines Randes auf den Einheitskreis

(transformiertes Gebiet liegt im Inneren oder
KuBeren-des Einheitskreises)

Ein wesentlicher Vorteil, der sich bei der Abbildung auf einen Einheitskreis
(s. Bild 10.4) ergibt, ist, daB alle reellen Potenzen von R gleich "Eins"
werden und der Ausdruck

za= eiqe auf dem Einheitskreis : (10.14)
(11 =R =1)

nur vom Winkel © abhédngig ist. Fiir die konjugiert komplexe GroBe f ergibt
sich

[ = z"‘ auf dem Einheitskreis [l =1 (10.15)

und fiir ganzzahlige Exponenten j

zj= Z'j auf dem Einheitskreis I{I =1, (10.16)
sowie fir nicht ganzzahlige, aber reelle Exponenten a

E‘& - z-a auf dem Einheitskreis I{l=1. (10.17)
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10.3 Verschiebungs-, Spannungs- und Randbedingungsbeziehungen
bei konformer Abbildung

Werden nun die komplexen Funktionen ¢ und X bzw. W nicht in der als
Originalebene betrachteten z-Ebene sondern im transformierten Gebiet ange-
setzt, welches in der [ -Ebene liegt, so muB dies natiirlich bei der Bildung
von AbTeitungen beriicksichtigt werden. Formal miissen nun Funktionen, die
direkt von 2z abhdngig sind, von denen unterschieden werden, die direkt von
L abhdngig sind. Um im Endergebnis Indizierungen zu vermeiden, seien nun
die in Kapitel 9.2 verwendeten Funktionen &(z) , X(z) , W(z) in ¢,(z) ,
Xq(z) , W (z) umbenannt, und es werden die folgenden Beziehungen herge-
stellt:

®(y) = & (z) = D (F(5)) (10.18)
X(t) = X (z) = X\ (f(g)) (10.19)
W(g) = ¥ (z) = Y (f(L)) (10.20)

Fiir die ersten beiden komplexen Ableitungen der Funktion ¢ (L) nach z mit
der Abbildungsbeziehung

z=f(f) (10.21)

und deren komplexen Ableitung

dz _ df(y)
dy =~ di

®
= f(g) (10.22)
gilt dann:

o = dP(t) _ de(y(z)) de(y) di
dz dz - dy dz

. (10.23)
de(y) 1 @(y)

dy  dz  fy)
d3
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¢,,_d2¢(2;)_d2¢ ] do  di
© dz? dy? (_cza)’ d¥ (iz_)3

d
J (10.24)

PLE gy LB
f(zg) fo(g)

Die Verschiebungs- und SpannungsgrdBen, in Termen mit &(L) und W({) aus-

gedriickt, lauten nun:

O
€|

(10.25)

2u(u+iv) =2 @ -f — -

“he

2.«?-?(‘%—52)- v (10.26)
f f

Die (9.56) entsprechende Randbedingung erhdlt nun folgendes Aussehen:

208, Gy -

d(y) + f(y)

fy)
- - Llz)
coof 2. X oi[(T+iT)as
f - ®

f'+if, +const. auf I, (10.28)
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Der Ausdruck ( f1* + 1f2* ) ist hier als Funktion des auf der transformier-
ten Randkurve Fé liegenden Punktes [ zu verstehen.

10.4 Spezielle Formeln bei konformer Abbildung auf eine Halbebene

Das Gebiet der z-Ebene sei in den Bereich einer zur [ -Ebene gehdrenden Halb-

ebene ( rechte, linke, obere oder untere Halbebene) abgebildet.

Hierbei wird ein Teil einer Randkurve aus der z-Ebene auf die E- bzw. auf die
M -Achse abgebildet, und es erweist sich als niitzlich, die Verschiebungs-

und SpannungsgroBen auf das E- 4 -System bezogen vorliegen zu haben.

E=const.

71* \

B1ld 10.5 : Zur Abblldung der Koordinatenlinlen §g=const,
und m=const. (als Beispiel)

Die durch den Punkt Co gehenden Tangenten (€), (M) an die Kurven = const.
und M = const. erscheinen nach einer konformen Abbildung in die z-Ebene
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als senkrecht aufeinanderstehende Achsen durch den Punkt Z (s. Bild 10.5).
Die (E) -Achse bildet mit der x-Achse den Winkel @ , der sich zu

a = arg f(to) (10.29)

ergibt. Im allgemeinen ist @ ungleich ¢ , wenn ¢ der Winkel aus der
Polarkoordinatendarstellung

i
z2=re'? (10.30)

ist. Sollen nun die Verschiebungs- und SpannungsgroBen nicht auf das x-y-
System sondern auf das E -1 -System bezogen werden, so benttigt man fiir
el® und e2i® geeignete Darstellungen durch die Abbildungsfunktion. Diese
lauten nun

. [ ]
a
e = f' (10.31)
£
bzw.
.
e’ | (10.32)
| £
und
1 [ J
2ia 'a
elit . e __ . _f (10.33)
e-lu ®
f
Mit diesen Beziehungen lassen sich aus
. -ia .
u(g)uv(,q) = e (u+iv) , (10.34)
(ll(g) ’ V(“) . Verschiebungskomponenten in - und n-Richtung)
= 10.35
Ogg * Oam = Oxx * Oyy (1035
und
. , 2ia
Gyy = Ggg *+ 21 Tgy = (Gyy - Gyy + 2iTy )@ (10.36)

unter Beriicksichtigung von (9.49), (9.35) und (9.37) die gewiinschten GrdBen
angeben.
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10.5 Spezielle Formeln bei konformer Abbildung auf ein Kreisge-
biet

Das Gebiet der z-Ebene sei nun auf das Innere oder HKuBere eines Kreises in
der [ -Ebene abgebildet. Hierbei wird ein Teil einer Randkurve aus der z-Ebe-
ne auf einen Kreisbogen in der [ -Ebene abgebildet. So erweist es sich als
sinnvoll, die Verschiebungs- und Spannungsfunktionen auf das R-© -System be-

zogen vorliegen zu haben.

n‘ ©=const.

ITTT % x
R=const. \ & / /R:const.
@ - Ebene - Ebene
Z‘:=§~~i11=l:?eie z=x~~iy=rehp

Bild 10.6 : Zur Abbildung der Koordinatenlinien R=const.
und © =const., (als Beispiel)

Die durch den Punkt Qo gehenden Tangenten (R),(@) an die Kurven © = const.
und R = const. erscheinen nach einer konformen Abbildung in der z-Ebene
als senkrecht aufeinanderstehende Achsen durch den Punkt z4 (s. Bild 10.6).
Die (R)-Achse bildet mit der x-Achse einen Winkel & , der sich hier zu

o =60 +arg f.(go) (10.38)
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ergibt, wobei © der Winkel aus der Polarkoordinatendarstellung

g = Re'® (10.39)

ist. Die zur Darstelllung der Verschiebungs- und SpannungsgréBen in einem
(R)-(©)-System bendtigten GroRen e'® bzw. e '% und e2!® erhilt man hier

ZU
elu - e|(6+urgf(§0)) - eie eic:lrgf(t;ol
[ ] [ ]
= ’g C = & f ’ (10.40)
|l 1zl |7]
-ia I3 K v s
e - L - £ f (10.41)
R IFl 18] |£]
und
. ia :
2l _ — = E f (10.42)
e g f
Hiermit lassen sich aus
. -ia .
Upy * Vg = © (u+iv) , (10.43)
(u(R), Vig)* Verschiebungskomponenten in R- und © -Richtung)
G. +C =G +G (10.44)

RR 66 XX yy
und

-¢c._+2it._ = (G

. 2ia
- 0- 5
%o ~ °RR 26 vy ~Oxx t 20Ty ) € (10.45)

unter Berlicksichtigung von (9.49), (9.35) und (9.37) die gewiinschten GroRen
angeben.
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10.6 Formeln, bezogen auf Polarkoordinaten

Die Darstellung der Verschiebungen und Spannungen in Polarkoordinaten durch
Terme mit ¢ (L) und W(L) sei an dieser Stelle noch explizit angegeben.
Mit

ip

Z=re’ = f(Z) (10.46)
erhalt man
: _f @ T
2/.t(u(r)+lvw,)- F-I—[xda f ’_!_ W] ,
_ (10.47)
=e-I\P
(u(r), V“p): Verschiebungskomponenten in r- und ¢-Richtung)
¢ +c. =22 , @ (10.48)
rr (LY o 3
4. £
und (10.49)
Jlrr @ s f " f
Gop =Gy + 2Ty = f(7'_2--¢f3)+—,?_- -
Pl
Aus (10.48) und (10.49) lassen sich die niitz1ichen Kombinationen
° ry o0 'Y ® (10'50)
Orr iT}xp = -f%?- * -:%;- B f’(_é%%. N QB-:g-) * ‘%f -
f o f f f flf
und
Cpo* ITp = -+ 4| F(H - L) £ | L
f f f f f f
(10.51)

bilden.
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11 Die Struktur der komplexen Funktionen ® und W

Hier sollen die Funktionen ¢ und W unter dem Gesichtspunkt gesehen werden,
daR sie quasi als Ansatzfunktionen fiir wohldefinierte Elementbereiche benutzt
werden. Die Struktur der Funktionen ¢ und W hingt wesentlich von der Form
des betrachteten Teilldsungsgebietes ab bzw. von dem zugehorigen transfor-
mierten Gebiet, wenn die Funktionen dort angesetzt werden. Unter "Form" ist
hier zu verstehen, ob nun das betrachtete Gebiet ein einfach oder ein mehrfach
zusammenhangender Bereich ist. Durch eine Einteilung in finite Elemente ge-
lingt es, die Betrachtungen auf einfach und zweifach zusammmenh@ngende Bereiche
zu beschréanken. Im Prinzip wdre natirlich eine Einteilung des Losungsgebietes
in nur einfach zusammenhdngende Bereiche moglich, wie es mit den Standardele-
menten durchgefiihrt wird, aber es wird hier ein gewisser Vorteil darin gesehen,
um jedes Loch ein zweifach zusammenhdngendes Gebiet zu definieren und als
solches zu behandeln (s. Bild 11.1).

!
TS [T,
[T

[ [

Bild 11.1 : Einteilung eines Losungsgebletes in nur einfach
zusammenhdngende Bereiche (1inks) und in einfach
sowle zwelfach zusammenhédngende Bereiche (rechts)

In einem einfach zusammenhingenden Bereich, der sich in der @-Ebene oder in
der mit (;) bezeichneten Bildebene befinden kann (s.Bild 11.2), miissen die
Funktionen @ und W auf jedenfall eindeutig und komplex differenzierbar

sein.
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//,” nl ~\\\\\
// N
/ ) \\\
/ 2 \
i \
f |
: -
\ £ |
\ I’
\ /
\ /
N\ V4
\\\ ”R
\\___,”, 1
Z - Ebene ¢y -Ebene
Bild 11.2 : Einfach zusammenhangende Geblete in der z-
und € -Ebene mit kreisfdormligem Konvergenzbereich

Der Koordinatenursprung liege innerhalb des betrachteten Gebietes oder auf
seinem Rand. ¢ und W kinnen hiermit als Funktionen behandelt werden, die
innerhalb des zu untersuchenden Bereiches keine Polstellen aufweisen. Somit
konnen fiir ® und W Potenzreihenentwicklungen der Form

w »
®(z) = Zaj z! (11.1)
=0
bzw.
o0
@(y) = Zaj ! (11.2)
—
und ’
o0
W(z) = ijz’ (11.3)
i=0
bzw.
o0
V() = ij g’ (11.4)
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mit den komplexen Koeffizienten aj, bj gemacht werden. Weiterhin liege das
betrachtete Gebiet innerhalb eines kreisformigen Konvergenzgebietes mit dem
Konvergenzradius r bzw. R1.
Bei einem zweifach zusammenhangenden Bereich mit einem im Inneren des Loches
Tiegenden Nullpunkt der komplexen z- bzw. [ -Ebene (s. Bild 11.3) diirfen die
komplex differenzierbaren Funktionen ¢ und W Pole innerhalb des Lochbe-
reiches aufweisen und Funktionsanteile enthalten, die nicht eindeutig sind,
ohne dap dabei die Spannungs- und VerschiebungsgroBen mehrdeutig wiirden.

I//’ y‘ \\\\ //’ 12‘ \\\
/ . 7/
/ \ I “"\\
4 \\ ,’ ' \
,’ \ II ro ‘\
1 \ P ¥
! | I ¢ “R' }
\ x! 7 T
\ o AT N E {
\ ! \\ , l
‘\ ,’ ‘\l £ l /
\\ // \\ ‘__../,’
\\ s N\ V4
\\\ // \\ \/
N —— - rz \\5_— —’/ R2
z-Ebene ¥ -Ebene
Bild 11,3 : Zweifach zusammenhangende Gebiete mit ring-
formigem Konvergenzbereich

Flir die eindeutigen Funktionsanteile, die hier mit ¢0 und \Uo bezeichnet

seien, konnen Potenzreihenentwicklungen in Form von Laurentreihen gemacht
werden:

Po(2) = Z a; z! (11.5)
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bzw.
w .
By(L) = Zai ] (11.6)
=
w .
Y(z) = ij z’ (11.7)
. jg_m
bzw.

w .
Wolg) = ij 2;1 (11.8)

j=-00

Das betrachtete Gebiet 1iege innerhalb eines ringformigen Konvergenzgebietes
mit den Konvergenzradien r,, r, bzw. R,, R, ( s. Bild 11.3).

Im folgenden werden nur die in der z-Ebene giiltigen Funktionen verwendet. Die
Ergebnisse werden dann spiter auf die Funktionen in der { -Ebene iibertragen.

Die in Frage kommenden mehrdeutigen Funktionsanteile lassen sich aus der
Logarithmusfunktion

Inz =1Inre" = Inr+i¢ (11.9)

herleiten, die ja bei einem einmaligen Umfahren einer geschlossenen Kurve
einen Zuwachs von 2T erhdlt. Die Logarithmusfunktion 1dBt sich nur durch
entsprechende Wahl des Definitionsbereiches (z.B.0=s@ <2| oder-msyp < | etc.)
eindeutig machen, d. h. durch Definition eines Verzweigungsschnittes. Damit
ist sie aber nicht mehr fiir ein zweifach zusammenhdangendes Gebiet zu ge-
brauchen, sondern nur noch fiir ein Ringgebiet, das bei irgendeinem = const.
aufgeschlitzt ist. Das besondere an der Logarithmusfunktion ist, daB sie
selbst ohne Definitionseinschrdnkung mehrdeutig ist, aber ihre sdmtlichen
komplexen Ableitungen eindeutig sind. Durch die erste Ableitung

d—dz- [ln z] = -;’- (11.10)



und die zweite AbTeitung

.;;_22 [tn 2] = - -zlz- (11.11)

kommen die Terme z~' und z_z,welche beim Differenzieren der Laurentreihen
(11.5) und (11.6) verlorengehen, wieder in die Spannungs- und Verschiebungs-
beziehungen hinein.

Betrachtet man nun zundchst die Beziehungen fiir die Spannungen (9.35) und
(9.37), so ergeben sich aus der Bedingung, daR die SpannungsgroBen eindeutig
sein sollen, nacheinander die Forderungen, dap Re[¢'] , Re[¢"] , Im[¢"] ,
Re[W'] und Im[W'] eindeutig sein miissen. Hieraus folgt: W' und 4" kénnen
die Logarithmusfunktion nicht enthalten, wohl aber kann der Term ln z mit
einem reellen Koeffizienten versehen in & vorkommen, da der Realteil von
lnz eindeutig ist. So erhdlt man mit den eindeutigen Funktionen ¢0 und W,
folgendes Schema:

®(z) = Py(z)+Azlnz + Blnz (mehrdeutig) (11.12)
®(z) = ¢(') (z) +Alnz + A+ BZ-l (mehrdeutig, aber  (11.13)
eindeutiger Rea]tei])wa
@®(z) = dy(z) + A z' - Bz? (eindeutig) (11.14)
W(z) = ¥Yy(z)+Clnz (mehrdeutig) (11.15)
Wi(z) = Yy(z)+ C z™! (eindeutig) (11.16)

Hierbei sind B und C komplexe Koeffizienten, und A ist rein reell.




o

Zur ErfiilTung der Forderung nach eindeutigen Verschiebungsfunktionen gewinnt
man zundchst mit (9.49) nach dem Umfahren einer geschlossenen Kurve vom Punkt
zglrg ,9g) aus die Differenz

24 [U(’oa%+21r)+iv(6a‘l’o*27r)] - 2p [U(ro'%)”wro'%)] )

=x e A(Inreigy+i2m)+ x BN T +igysi2 ) +
-roei% Allnr -ipy-i2x)-C(lnr-ip, -i2m)+
'[xro ei“’o Allnr+igy)+ xB(lnr+ig,)+
-r. e A(lnr-ig,)-C(lnr-i )]
0 0 Yo
= 2mi [(x+1)Azy + x B + C|] (11.17)

Dieser Differenzausdruck muB fiir beliebige Punkte Z4 gleich Null werden. So
erhd1t man:

A=0 (11.18)

und

C=- x8 (11.19)

Flir eindeutige Verschiebungs- und Spannungsfunktionen in einem zweifach zu-
sammenhdngenden Gebiet miissen somit die Funktionen ¢ und W die Form

®(z)

@y(z) + Bln z (11.20)

bzw.

Y(z)

Wy(z) - x Binz (11.21)




_yb_

annehmen. Der Wert des Koeffizienten B 13Rt sich sogar explizit in allgemeiner
Form angeben, wenn man beachtet, daf man mit (9.54) durch Integration im Uhr-
;eigersinn auf der geschlossenen Kurve Fb , die das Loch des zweifach zusam-
menhdngenden Bereichs begrenzt, die Beziehung

f('r; +iT)t ds
o

[(r +iT)¢tds (mit e )
rO

= -i[®(z)+2 ¢'(z)+W(z)]rt
0
= -i[-i2xB -i2w x B] t
= =-2nw(l+x) Bt (11.22)
erhdlt. Hieraus ergibt sich fiir B der Wert
B=- ! [(T +iT,)ds (11.23)

2w (1+x) =
0

Somit beinhaltet der Ausdruck (-21t[1+u] B t) mit seinem Real- und
Imagindrteil die Komponenten der aufrb\ﬂirkenden resultierenden Kraft.
Die fiir zweifach zusammenhdngende Bereiche in der [ -Ebene geltenden Funk-

tionen zur Erzielung von eindeutigen Verschiebungs- und Spannungsgrofen
haben eine den Gleichungen (11.20) und (11.21) entsprechende Gestalt:

P(L) = P(t) + Blng (11.24)

wrg) =W(5) - xBliny (11.25)
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Auch die Beziehung fiir B gemdB Gleichung (11.23) bleibt hier giiltig wie aus

[ +iT)tds= [(7,+iT,)t ds
Mo Fo

Sifoe) . ey 282 3, urp

fey) Mo
-2r(l+x) Bt (11.26)

| SR
~

Zu ersehen ist.

Eine andere Betrachtungsweise der Problematik der mehr- und eindeutigen
Funktionen bei zweifach zusammenhdngenden Gebieten ist die folgende: Es wird
wiederum von den die SpannungsgroBen beschreibenden Gleichungen ausgegangen
und die Eindeutigkeit verlangt. Da in diesen Beziehungen nur Ableitungen der
Funktionen & und W vorkommen und @' sowie W' bzw. & sowie U die
niedrigsten Ableitungen sind, kann man annehmen, daB diese Funktionen selbst
bzw. deren eindeutigen Anteile durch vollstdndige Laurentreihen dargestellt
werden konnen. Betrachtet man wiederum nur die direkt von z abhéngigen
Funktionen und beriicksichtigt, daB nur der Realteil von @(z) eindeutig zu
sein braucht, so kommt man zu den Darstellungen

o0
®(z) = Za; zl+ Alnz (11.27)
= oo
und
Wiz) = Zb 2 (11.28)

J—...
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Die Integration von ¢ und W' fiihrt durch die in den Laurentreihen enthal-
tenen Terme mit 27! zu weiteren Logarithmustermen. Schlieflich liefert eine
Eindeutigkeitsbetrachtung beziiglich der Verschiebungen Beziehungen, die den
Gleichungen (11.20) und (11.21) unter Beriicksichtigung von (11.5) und (11.7)
dquivalent sind.

Es sei noch kurz auf den Fall eingegangen, daP das betrachtete Gebiet nur
ein Teil eines zweifach zusammenhdngenden Bereiches ist (s. Bild 11.4).

7 K
— T
i | - ’
T 0 L 2
s - 1 T
) 4 /
e X ;ooE
~———— f 4
: L T
b e e e e e e e e e J e -
Zz-Ebene §-Ebene

Bild 11.4 : Elnfach zusammenhdngende Gebiete als Telle von
zwelfach zusammenhdngenden Bereichen

In diesem Falle konnen Laurentreihen sowie Logarithmusfunktionen verwendet
werden, welche sich hier durch entsprechende Festlegung des Definitionsbe-
reiches eindeutig machen lassen, so daB man beispielsweise fir ®(L) und

V(L) die folgenden Ansdtze mit den komplexwertigen Koeffizienten a5 b.s

J
A, B, C machen kann:

w .
®(%) =D ajt’ + ALing + Bling (11.29)

j=-00

o0
v(g) =ij e Clny (11.30)
j=-00 . _




Eine weitere Bemerkung zur Struktur der Funktionen ¢ wund W sei noch an-
geschlossen: Wird ein Bereich der z-Ebene gemdB Bild 11.5, welcher als Teil
eines zweifach zusammenhdngenden Bereiches verstanden werden kann, jedoch
einfach zusammenhangend ist, auf ein einfach zusammenhangendes Gebiet abge-
bildet, das den Nullpunkt enthdlt, so sind fir (L) und W(L) bei einer
Potenzreihenentwicklung nur positive Potenzen moglich und Logarithmusterme
diirfen nicht erscheinen.

i
o= ————em—————— n
| %
: - .‘2 \
| ol
: '
| [}
| s . - =
.' l" :
| AN / |
| e |
| !
I |
e o ot s o o . . . e - - — — - — — — |
z - Ebene g -Ebene
Bild 11.5 : Einfach zusammenhingendes Gebiet (als Teil eines
zweifach zusammenhdngenden Bereiches) abgebildet
auf ein einfach zusammenh&ngendes Gebiet, das
den Nul]punkt enth&lt

Wie das Beispiel mit dem eine Ecke beinhaltenden Bereich (s. Kap.17) zeigen
wird, ist es nicht immer moglich, mit Potenzreihen, die nur ganze Exponenten
aufweisen, die Randbedingungen zu erfiillen. So kann es unter Umstdnden ge-
eignet sein, auch allgemeine komplexe Exponenten in einer Potenzreihe zuzu-
lassen. Da nun die exakte Erfiillung von Teilrandbedingungen nicht immer mog-
Tich sein wird unter der Annahme, daf sowohl ¢ als auch W 1im ganzen be-
trachteten Bereich giiltige Potenzreihenentwicklungen besitzen, kann unter
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Umstdnden folgender Weg zum Ziel fiilhren: Neben einem Potenzreihenansatz fiir
$(C) wird fir >'<(§) anstelle von W(L) ein Ansatz gemdB

)?(Z)= ij Z;j (11.31)
j

gemacht. Entsprechend der Substitution (9.32), namlich ausfiihrlich beschrie-
ben durch

X()

weg) = X(g) =
f(y)

(11.32)

bedeutet dies, daB eine Funktion 1/f bei der Darstellung von W ausgeklam-
mert wird laut

Y(g) = -7’— Z b ;j , (11.33)
fry) T

was sich als giinstig erweist, wenn das tatsdachliche W den Charakter einer
gebrochenen Funktion mit dem Nenner f infolge der vorgegebenen Teilrandbe-
dingung aufweist. Dann braucht also nur die Zadhlerfunktion von W (also X )
in eine Potenzreihe dargestellt zu werden. Die Eindeutigkeit wird nicht be-
troffen, da Z&hler- und Nennerfunktion eindeutig sind.
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12 Funktionen ¢ und W , welche Starrkodrperanteile

reprédsentieren

Die Funktionen
@ = Oo+iﬁ12
(12.1)
= ay f[?o + iﬁ?]'z
und

Y = l)o
(12.2)

7, * I'Go

filhren zu verschwindenden SpannungsgroBen. Hierbei bewirken die Funktionsan-
teile mit a, und bD Starrkorperverschiebungen in x- und in y-Richtung, und
der Term iB' 2 stellt einen Rotationsanteil dar, wie aus

2uuU = Re[x db-zg'- ‘-.U-]
(12.3)

(xa0-70) -(1+x)f3 y
und

/m[xcb-zg—W]

N
®

<

]

(12.4)

(x 3, +6,) + (1+x)f3 x

zu ersehen ist. Die GroBen (Wag -Yg) sowie (% Bg+ 8y) werden jeweils zu
einem Freiwert zusammengefafBt.



13 Finite Elemente mit kreisformigem Loch

Fiir finite Elemente, die ein kreisformiges Loch enthalten (s. Bild 13.1 als
Beispiel), sollen nun komplexe Ansatzfunktionen so konstruiert werden, daB
auf dem Kreisrand die vorgegebenen Randbedingungen exakt erfiillt sind. Zu-
ndchst sei hier der Fall des unbelasteten Kreisrandes behandelt, und hier-
nach werden die Fdlle konstanter radialer Belastung und gleichmédBig verteil-
ter Schubspannung betrachtet. Der erste Fall ist insofern von besonderer Be-
deutung, als die erhaltenen Funktionen, die freie Parameter enthalten, eine
Oberlagerung mit jedem beliebigen Lastfall gestatten. Bei einer konkreten
nicht homogenen Belastung hingegen weisen die speziellen Ldsungsanteile keine
Freiwerte auf.

Bild 13.1 : Finites Element mit kreisférmigem Loch

13.1 Konstruktion der Ansatzfunktionen bei unbelastetem
Kreisrand

Die einzuhaltenden Randbedingungen Tauten hier:

G, =0 auf dem Kreisrand r=r (13.1)
Tp = 0 auf dem Kreisrand r=r, (13.2)

Es werden drei Wege aufgezeigt, die zu den gewiinschten Funktionen fiihren. Zu-
vor ist als erster Schritt eine geeignete konforme Abbildung anzugeben, die
es erlaubt, das Tei]randwertprpb]em in allgemeiner Weise zu behandeln. 7
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13.1.1 Konforme Abbildung

Ein Kreis als Randkurve erscheint zwar schon sehr angenehm fiir eine Rechnung,
aber der allgemeine Radius o wirkt noch storend. Deshalb wird zunichst eine
konforme Abbildung vorgenommen, die einen transformierten Kreisrand mit dem
Radius Ry = 1 erzeugt (s. Bild 13.2).

z=x4-iy=l'ei‘p §=§+i1|=Reie
y# §=To-z
N
X
\\/
z=ry(
=f(C)
z - Ebene Y -Ebene

Bild 13.2 : Konforme Abbildung eilnes finiten Elementbereichs
mit kreisférmigem Loch von der z-Ebene 1in die

C -Ebene

Die Abbildungsfunktion f( L) und deren ersten beiden Ableitungen Tlauten hier:

z=f(y) =rgf=r, Re'® (13.3)
f(y) = r (13.4)
t"'(),") =0 (13.5)
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Sehr leicht ist die bendtigte Umkehrfunktion anzugeben mit

¥ =g(z) = _L.z (13.6)

Sie stellt sich sofort als eindeutig heraus und braucht nicht weiter disku-
tiert zu werden.

13.1.2 Ansdtze fiir @ und W in der C-Ebene

Da der Kreisrand unbelastet ist, werden fiir den vorliegenden zweifach zusam-
menhdngenden Bereich die Funktionen ¢({) und W(L) in der Form

o0
o(5) = D a - Z a, R’ (13.7)
j:-m jr.-oo

und

v(g) = Z Zb R ¢ (13.8)

==-cx: '--cx:

angesetzt. Es ist nun klar, daB bei Auferlegung von Randbedingungen die Ko-
effizienten a3 und bj nicht vollkommen unabhéngig voneinander sein konnen,
sondern es muB eine gewisse Beziehung zwischen ¢ und W vorliegen. Das
allgemeine Vorgehen wird nun sein: Die Funktion & wird mit ihren Koef-
fizienten aj zundchst als vorgegeben betrachtet, und W ist in Abhangigkeit

von & so zu ermitteln, daB die Randbedingungen zu erfiillen sind.
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13.1.2.1 Ermittlung von W in Abhédngigkeit von ¢ zur
Erfiillung der Randbedingungen

13.1.2.1.1 Verwendung der Randbedingungsform G,,.-itnp =0
und Durchfiihrung eines Koeffizientenvergleichs

Fiir die komplexe Kombination (Gpp - itTyp) erhdlt man den Ausdruck

Cry "irnp:?"?—[?;-é’?_)*?];

. - i oo ’i0

=-%+—;_‘#--[roRe'e(;%-0)+f]e',
=J_[<5+7-Reie$—e2|e 21 (13.9)

welcher zur Erfiillung der Randbedingungen auf dem Kreis R=1 gleich Null sein
muB. Mit den allgemeinen Ausdriicken fiir die Ableitungen, namlich

< < (j-1)6

o C e . -1 i(j-1

P(L) = .Z] a; ZJ =_Z! a; R e ; (13.10)
J=-00 J]=-00

.o & W - -2 ij-2)

d(z) = Z jtj-1) a; gi7c = Z J(j-1)aq R0 (13.11)
j= =00 j=-00

und |

. m . w - . .

Gry)= D jbgi™ =D jb RIT QU1 (13.12)
j=-00 j=-00

gewinnt man durch Einsetzen der Werte auf dem Einheitskreis aus (13.9) die
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Bedingungsgleichung

®(R= 19)+¢{R 1,0)- e ¢>(R 1,8) - e W(R 1,8)

w -
- Z jaj el(j-l)e Z ]a e-l(j 1)9

j=-00 j=-00
< i-ne < ilj+1)0
Zj(j l)ae N 'Zjbje”
i= =00 j=-00
w » m .
=D (ket)a, €%+ D (1-k)T_ €* .
k=-00 k=-00
< ke = ik®
D (kelka, e ® - (k-1)b_ e
k=-00 k=-00
2% kO
kz (1-k%)a,, +(1-k)a,_, -(k-1)b,_, |e !
=-00
m .
=k_z_°°”k)[”*k)ak+1 +0,_ + by ] e'®
o i(j+1)0
Z j)[(jqﬂZ)Cle-raj bJ] "
j=-00
.-':’ 0 (13.13)

Da (13.13) fiir alle moglichen Werte von © erfiillt sein soll, muB also

gelten:

(-i)[(j+2)a,,, +T_;+ b|=0 (13.14)
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Aus dieser Gleichung Tassen sich die Koeffizienten bj von der Laurentreihe
W nach (13.8) durch

b =-(j+2)a;,,-d; (mMit -co<j<oo) (13.15)

]

angeben. Weil Gleichung (13.14) mit j=0 flr beliebige Werte von b0 erfillt
ist, kann by auch entsprechend Beziehung (13.15) gewdhlt werden, um den
Schematismus nicht zu storen.

Somit muB man also zu der Funktion ¢ gemdB (13.7) die Funktion W durch

o0

- Z [(j+2)aj*2 + E_j ] gj

J=-00

(%, . .} P
OWELREDR- S

j=-00 Jj=-00

vig)

(13.16)

wahlen, um die Randbedingungen (13.1) und (13.2) zu erfiillen.

13.1.2.1.2 Verwendung der Randbedingungsform ¢+f =+ ¥ =0
und Durchfiihrung eines Koeffizientenvergleichs

Eine andere Moglichkeit die Funktion W in Abhingigkeit von einer vorgege-
benen Funktion ¢ so zu ermitteln, daB die Randbedingungen erfiillt werden,
ist die Verwendung der durch (13.7) und (13.8) definierten Laurentreihen in
der Randbedingungsform (10.28). Da keine duBeren SpannungsgriBen vorgegeben
sind, lautet die Randbedingung

o(5)+ f5) 28 L FEI= 0 auf[g|=R=1 (13.17)

f(y)
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Einsetzen der benotigten GroBen in die zu (13.17) konjugiert komplexe
Gleichung Tiefert nun mit dem Wert R=1

5 + F—?—-} Y =
f
N ij i0 N i(j-1e < ij©
=ZEJ. e'”e«rro e —’Zjaje”' +ij e
j=-00 0 j=-00 j==-00
N ijo N i(j-2)o N ij©
- =ij . - 1)
=.Zaje +.Zjaje +.Z by e
j=-00 j=-00 j=-00
00 oo o 00 o
.S = .ije . ij ij
_.Za_j e +.Z (j-r2)aj4_2 e +.Z bj e
=-00 J=-00 J=-00
< ijo !
=.Z[a_j+ (j+2) di,2* bj ] e =0 (13.18)
=-00

Hieraus gewinnt man wiederum die Beziehung fiir die Koeffizienten bj ent-
sprechend Gleichung (13.15).

Die hier verwendete Randbedingungsform bietet vor allem bei komplizierteren
Abbildungsfunktionen f({ ) gegeniiber der Verwendung der Kombination (Gyy =ity )
den Vorteil, daB weniger und niedrigerere Ableitungsterme vorkommen.

13.1.2.1.3 Verwendung der Randbedingungsform W:-E-?-?—

f
und Umgehung eines Koeffizientenvergleichs

Da es Fdlle gibt, bei denen die oben beschriebenen Wege zur Ermittjyng von
solchen Funktionen ¢ und W , welche eine Erfiillung der Randbedingungen
gewdhrleisten, nicht gehbar sind, sei am Beispiel des Kreislpches eine
weitere Moglichkeit beschrieben.
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Ausgangspunkt bei den oben geschilderten Wegen war die Annahme der Funktionen
® und W als Potenzreihen, und durch Koeffizientenvergleich in einer der
moglichen Randbedingungsformen sollten dann die Koeffizienten der Funktion

W in Abhdngigkeit der Koeffizienten von ¢ zur Befriedigung der Randbedin-
gungen ermittelt werden. Durch die Vorgabe von & und W in allgemeiner
Form war von vornherein sichergestellt, daB diese Funktionen analytisch, d.h.
komplex differenzierbar sind.

Anders stellt sich das Problem der Erfiillung der Randbedingungen nur dar, wenn
zundchst nur ¢ als Potenzreihe angenommen wird und in der Aufldsung von
(13.17) nach W gemdB

wz)=-¢(z)-fm%% auf [g]=R=1 (1519

uberpriift wird, ob die auf der rechten Seite stehenden konjugiert komplexen
Funktionen, welche im allgemeinen nicht analytisch sind, auf dem betrachteten
transformierten Rand identisch sind mit anderen, jedoch differenzierbaren
Funktionen. Wenn dies der Fall ist, so hat man W ermittelt.

In dem konkreten Falle 148t sich nun ¢ (L) mitIfl =R=1 in folgender Weise
mittels (10.16) umformen:

_OO

DT = Z Z - auf |g|=R=1 (13.20)

j=oo

Entsprechend 1dBt sich auch f({ f({) auf dem Rande des Einheitskreises um-
formen:

(

~h

auf |Z|=R=1 (13.21)

N
o
u
oﬁ
e

Durch Einsetzen von (13.20) und (13.21) in (13.19) erhdalt man

w(y) = - Za oot LDyl
j=-00 0 j=-00

(13.22)

-2 ae - et
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was eine analytische Funktion darstellt, die auf dem Rand sowie im transfor-
mierten Gebiet gililtig ist,.und natiirlich mit dem Ergebnis (13.16) iiberein-
stimmt.

13.1.3 Die Funktionen & ,W ' sowie u,v,Gyy s Oyy
und Txy fiir eine Finite-Element-L0sung

Fiir die Finite-Element-LGosung konnen natirlich nicht unendlich viele Reihen-
glieder verwendet werden, sondern es muB mit endlichen oberen und unteren
Summationsgrenzen gearbeitet werden. Mit den dem jeweiligen Anwendungsfall
angemessen gewdhlten GroBen N und M lassen sich nun die Funktionen ¢ und
WV darstellen als

M
d(L) = Z q, g (13.23)
j=-N
und
M . M .
V(g) = -Z jczj 2;"2 -ZCTJ. a (13.24)
j=-N j=~-N

Die komplexen Koeffizienten aj stellen hier die Freiwerte dar, welche durch
eine Finite-Element-Rechnung ermittelt werden kdnnen. Im Endeffekt werden
nun aber die rein reellen Funktionen U,V,Gxyx, Oyy und Txy bendtigt, was
bedeutet, daB in der komplexen Darstellung dieser GroBen durch (10.25),
(10.26) und (10.27) komplexe Multiplikationen in allgemeiner Form durchge-
flihrt werden miissen, und anschlieBend sind Realteil- und Imagindrteilfunk-
tionen zu sortieren. Die Aufspaltung des Koeffizienten 3y in Real- und
Imagindrteil erfolgt durch

a; = a; +1f3 , (13.25)

und die Aufteilung der Potenzfunktion gi wird durch die Schreibweise

g - Re[tj]+i/m[§j] (13.26)



vermittelt, wobei

Re[¢’]

R'cos j© (13.27)

und

Im[Y'] =R sinj e (13.28)

gelten.

Die Durchfiihrung des Einsetzens der bendtigten GroBen in die Definitions-
gleichungen der Verschiebungs- und SpannungsgroBen sowie die Ausfiihrung der
einzelnen Operationen ist vom Schreibumfang her etwas aufwendig, da eine all-
gemein gehaltene Multiplikation von zwei komplexen Ausdriicken immerhin zwei
Realteilterme und zwei Imagindrteilterme 1liefert. Infolge der komplexen Arith-
metik hat man besonders auf Vorzeichen zu achten, weil sich diesbeziigliche
Fehler leicht einschleichen konnen. Hier konnen programmtechnische (berpriifun-
gen der erhaltenen und programmierten Funktionen auf ihre Richtigkeit hin

sehr hilfreich sein (s. Kap. 19).

Die Verwendung der Funktionen ¢ und W nach (13.23) bzw. nach (13.24) lie-
fert die im folgenden aufgefiihrten Verschiebungs- und Spannungsfunktionen:

2/.¢u=Re[x¢> -23-3’-] = Re[xcb-f-‘-é_--W]
f

M

=D {[xRelt'1-i(Re(s""1Re [£ ]+ im[s™" 1im[£]) +

j=-N
+ Re[t7]+ jRe[t"]] a; »

+[-2im g1+ j(Im[5"" 1 Re[£] - Re[t)" 1Im[3]) +

+Im[z'j] _jlm[;j"z]]ﬁj} (13.29)



2pv = Im[x®-28 -F|=im[xo-r & _F]

M

=D {[xmI1+j(imle"" 1Re[£]- Re[t'" 1im[2]) »

j==-N
-im[g7] - jimy " 1]«

+[xRe[t']+ j (Re[t"" 1Re[]+ im[5"'1im[£]) +

+Re[r]-jRe[£'2]] ) (13.30)

Gix = faE[Q54'ag.- ZZEF-ZET]

=2Re[®] - Re[Z®'] - Re[¥’]

£ L {i[2Re (s )--n(Re(z]Refe] Im{z"* im[x])-

jge=-N 0

-Re[t' 7 1+ (j-2)Re[£'7°]] o »

ej[-2im[g" " 1-0j-n (-im[5' " |Re[5]+ Re[£' " 1im([x])

-im[y - 0j-201m ] A ] (13.31)



Cpy = Re[¢'+3+ z® + W]

=2 Rg [@']+ Re[zd"]) + Re[¥']

-3 L {j[2Relg"" ) +(j-1)(Re [5"* 1Re[5]+ imlx"*]im]x])-

j=-N 0

+ Re[?'j"] -(j-2)Re [Zj-?’]] a; +
vj[-2im 87 Je (i-0(-im[5"* 1Re (5]« Re [ 2 1im(z]) »

+ Im[z;'j" ] +(j-2) Im[l;j'3 ]] /3]} (13.32)

Ty = Im[Za"+ ']

i i L{i[ti-0(tm [z 1Re [£] - Re[£* 1im([£]) +

j=-N "0
s im [ - -2)Im [£7]] o o
v jlti-0(Re[5" 2 1Re (]« Im [ 2 Iim (1)) +

- Re[t7'] - (j-2)Re[£'7*]] A ] (13.33)
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13.2 Spezielle Ansatzterme bei konstanter radialer
Belastung (G, =const.)

Bild 13.3 : Kreisloch unter gleichmdssigem Druck

Zu der Randbedingung

Gy ==p auf dem Kreisrand Iy (s. Bild 13.3) (13.34)

lassen sich die Komponenten der auf einem Randstiick ds mit der Dicke t
wirkenden Kraft durch

Tetds = -p % tds = -ptdy (13.35)
und

F -d

T,tds:-pﬁ-tds =ptdx (13.36)

angeben. Hiermit 1dRt sich der folgende Ausdruck bilden:

if(T, +iT)tds = ift-p tdy+iptdx)
=ifptitidy+dx)
=-pt J[Ctz

:-ptz:-ptroz (13.37)
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In (13.37) wurde von der konformen Abbildung auf den Einheitskreis durch
z= f(L)=ryL Gebrauch gemacht. Die Verwendung von (10.28) liefert nun

®
-~

N

or) + ) 2L T =i [(T,+iT, ) ds
F(g) (13.38)

auf dem Einheitskreis,

PRt (gl =1)

und hieraus folgt die konjugiert komplexe Gleichung

| d
¢+f-47°-+ W=-pryt auf |g]=1 (13.39)
f
Da aber laut (10.15) auf dem Einheitskreis f:g" gilt, erhdlt man
schlieBlich

5+7-‘§-+ Y=-pr );'1 auf 1gl=1 , (13.40)
woraus leicht abzulesen ist, daB mit

®(r) =0 (13.41)
und

Yg) =-p r g (13.42)

die Gleichung (13.40) erflillt wird.
Die entsprechenden speziellen Verschiebungs- und SpannungsgroBen ergeben
sich mit (10.25), (10.26) und (10.27) zu

2pu=pr Re [t7'] (13.43)
2pv = -prylm [\Z" ] (13.44)
Gex = - P Re[t™?] (13.45)
Gy = P Re[z7?] (13.46)

Ty = pIm[g? (13.47)
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Es sei noch bemerkt, daB die angegebene LGsung nicht die einzig mdgliche ist,
sondern die "einfachste" unter beliebig vielen Losungsmoglichkeiten. Wenn man
sich die Bedingungsgleichung (13.40) genauer ansieht, so stellt man fest,

daB nach einer Wahl von ¢({) durch eine Potenzfunktion der Form

@o5)=pr, g’ (13.48)

und Ersetzen der konjugiert komplexen Ausdriicke ¢ sowie f durch die ana-
lytischen Funktionen

&) =pryg” auf |%|=1 (13.49)
und _
flg) =rpg™ auf |g|=1 (13.50)

sich immer eine analytische Funktion W(L) ermitteln 148t, so daB (13.40)
erfiillt ist.

13.3 Spezielle Ansatzterme fiir ein Kreisloch unter gleichmdBig
verteilter Schubspannung

Fiir den Fall einer konstanten Schubbelastung

Trxp = q auf dem Kreisrand [, (13.51)

erhd1t man mit

T.ds = q dx : (13.52)

X
und
T,ds = q dy (13.53)

den Ausdruck

if(-T;u'T;)ds iq[dz

iqz=iqr02;, (13.54)
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welcher der Beziehung (13.37) sehr dhnelt, so daB die weitere Rechnung so ver-
lauft, wie in Kapitel 13.2 angegeben. Man erhdlt hier als einfachste Ldsungs-
moglichkeit

P(%)

0 (13.55)

und

Wig) = -iqr g (13.56)

woraus sich mittels (10.25), (10.26) und (10.27) folgende Verschiebungs-
und Spannungsgrofen ergeben:

2pu = qr, Im[g™] (13.57)
2pv =-qryRe[g”] (13.58)
Gyx = q Im[§72] (13.59)
Cy =-9qIm [272] (13.60)
Tyy = § Re [57%] (13.61)

13.4 Kurzbeschreibung einiger finiter Elemente mit kreis-
formigem Loch

Zur Beschreibung der erstellten Elemente dienen hier und in den folgenden
Kapiteln einzelne Bilder, in denen zu der jeweiligen Elementfiqur charakte-
ristische KenngrdBen angefiihrt sind.

Die in den Bildern 13.4 und 13.5 verwendeten Bezeichnungen a , B  sowie
Funktional I wund II haben folgende Bedeutungen:

& i Vektor der Realteilfreiwerte aj (aus aj = aj+ iBj )
B : Vektor der Imagindrteilfreiwerte Bj
Funktional I : nicht erweitertes Funktional mit Vorabminimierung

der Randverschiebungsdifferenzen (s. Kap. 8.1)
(Starrkdrperanteile beriicksichtigt)

Funktional Il : erweitertes Funktional (s. Kap. 8.2)
(Starrkdrperanteile weggelassen)
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A 7 3
® L 4 . T
sy Annahme linearer Randver-
fo 2 schiebungen zwischen zwei auf-
8@ +6 _l, einanderfolgenden Knoten,
Sy d.h. zwischen 1 - 5 ,
2 5 - 2,
P Ol 2 = Us.
]
X 2x
2 2
Anzahl der Knoten: 8
untere Summationsgrenze in (L) und W(L): -N = -4

obere Summationsgrenze in ®({) und W(L) : M

1]
I

Anzahl der KnotenverschiebungsgroBen: 16

a
Anzahl der Freiwerte in ¢ = ['] : T

[ 18=2N+2M+2 flir Funktional I
(hiervon 9 Werte in g
und 9 Werte inB )

15=2N+2M-1 fiir Funktional 1II
(hiervon 8 Werte in @
und 7 Werte in B )

Integration: zwischen den Knoten 1 - 5 - 2 - 6...... 8 - 1
oder bei Ausnutzung von Symmetrie- und Antimetr‘ieeigen‘-
schaften (z.B.) nur zwischen 8 - 1 - 5 - 2 - 6
oder zum Beispiel gar nur zwischen 8 - 1 - 5

Bild 13.4 : Charakteristische Daten fiur ein rechteckiges

Element mit krelsférmigem Loch unter Annahme
von bereichswelse linearen Randverschiebungen
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b 13

12 11

o

3
@ 9 ]r .
L sy Annahme quadratischer Randver-
10 2 schiebungen zwischen drei auf-

-0
14JI "o
15ﬁ @9 .l. einanderfolgenden Knoten,
, g, d.h. zwischen 1 - 5 - 6
154’ @8

e 4
2 6 - 7 - 2
Ll s 4 —@ — JL usw
1 5 6 7 2 y
s e = -]
2 2
Anzahl der Knoten: 16
untere Summationsgrenze in ®(L) und W(L): -N = -8

obere Summationsgrenze in (L) und W(L)

=
1}
oo

Anzahl der KnotenverschiebungsgrdoBen: 32

o
Anzahl der Freiwerte in ¢ = : J

"34=N+2M+2 flir Funktional I
(hiervon 17 Werte in a
und 17 Werte in E )

- 31=2N+2M-1 fiir Funktional 1II
(hiervon 16 Werte in a

2

L und 15 Werte in E )
Integration: zwischen den Knoten 1 - 5 - 6..... 15 - 16 - 1
oder bei Ausnutzung von Symmetrie- und Antimetrieeigen~
schaften (z.B.) nur zwischen 15 - 16 - 1... 8 - 9
oder z.B. gar nur zwischen 15 - 16 - 1 - 5 - 6
Bild 13.5 : Charakteristische Daten flr ein rechteckiges

Element mit kreisférmigem Loch unter Annahme
von bereichswelse quadratischen Randverschie-
bungen
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14 Finite Elemente mit elliptischem Loch

Ein wesentlicher Schritt zur Erstellung von finiten Elementen, die ein
elliptisches Loch enthalten (s. Bild 14.1 als Beispiel) , ist wiederum die
Bereitstellung geeigneter komplexer Ansatzfunktionen, durch welche nun die
ErfiilTung von Bedingungen auf dem elliptischen Rand sichergestellt werden

soll. Betrachtet werden die folgenden Fille:

lastfreier Rand,
gleichmaBig verteilte Druckbeanspruchung,
gleichmdBig verteilte Schubspannung.

ok
L . .

f——

a

Bild 14.1 ; Finites Element mit elliptischem Loch

14.1 Konstruktion der Ansatzfunktionen bei unbelastetem

elliptischen Rand

Die Randbedingungen werden in diesem Falle mit Hilfe krummliniger Koor-
dinaten definiert (s. Bild 14.2), und zwar werden sich hier R und ©
als Polarkoordinaten in der [ -Ebene herausstellen (s. Bilder 14.3 u. 14.4).

Einzuha]ten sind

CoR ° 0 auf dem Ellipsenrand (entspricht R=1) (14.1)
und
.. =0 auf dem Ellipsenrand (entspricht R=1), (14.2)

R©



i 4

7

G
RR
RO

"e\e/ \/ 6 = const.

/ —

R = const.

Bild 14.2 : Zur Bezeilchnung der krummlinigen Koordinaten
und der Spannungskomponenten

Es erweist sich aber als vorteilhafter, nicht mit einer Randbedingungsfor-
mulierung zu arbeiten, die diese GroBen GRR und RO direkt beinhaltet,
sondern mit der fiir belastungsfreie Rander giiltigen Randbedingungsform

auf dem transformierten

Bt)+ fig) 2080 L wiy)-

F (Z) =0 Rand in der { -Ebene
(14.3)
bzw. mit
é(g) ):’(Z) ) auf dem transformierten
L)+ f(Y) = t 3 =0 find in der C -Ebene
fey) f(g)
(14.4)

welche aus (10.28) als konjugiert komplexe Gleichungen hervorgehen.
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14.1.1 Konforme Abbildung

Zur Problembehandlung besonders geeignet erscheint hier eine konforme Ab-
bildung, die den elliptischen Rand auf einen Kreisrand mit dem Radius R=1
abbildet. In der umgekehrten Betrachtungsweise ist eine Abbildung gesucht,
welche das AuBere eines Einheitskreises auf das AuPere einer Ellipse ab-
bildet. Die Abbildung (s.Bild 14.3), die dieses leistet, lautet

¥ 4

f{;):C(;-ﬁ—'zﬂ) :c(Reie-o-mR—‘e-ie) (14.5)

mit
c= a+b
2
a-b
m:z=z ———— (14.7)
a+b
Hierbei gibt a den Wert der groBen und b den Wert der kleinen Halbachse

(14.6)

und

der E1lipse an.

C=Eein=Re " Y* z=x+viy.-.rei‘°
n z=c(§+%%)
~ =
R=

! 3

g -Ebene z - Ebene

Bild 14,3 : Die konforme Abbildung z=c([ + L‘E-)
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. ip
Z=X+ly=re
Ge otz Vz24ém))|
y —c/—_\*~
ﬁ{ _
~——__
zzc({+I0)
gt C
= f(T)
z-Ebene r-Ebene

Bild 14.4 : Konforme Abbildung eines finiten Elementbereichs
mit elliptischem Loch von der z-Ebene 1n dle
T -Ebene

Die bendtigten ersten beiden Ableitungen von f(L) Tlauten

f.(g):C[I-%]:C[’-mRaze_Zie] (14.8)
flr)= 26m . >cmR3e%® (14.9)

Die Auflosung der Gleichung (14.5) nach { 1liefert den mehrdeutigen Ausdruck

. _Z 2
g = 5o - -f?'-m (14.10)

Somit muB fiir eine eindeutige Umkehrfunktion der Wertebereich fiir { einge-
schrankt werden.
Vergleicht man nun gemdB Beziehung (14.5) die Ausdriicke (L) und f(Z) ,

g

so stellt man die Identitat

fly)s=Ff (-’é’-) (14.11)

fest. Das bedeutet also, daB die verschiedenen Punkte § und M auf densel-
ben Punkt z in der z-Ebene durch (14.5) abgebildet werden (s. Bild 14.5),
und umgekehrt gibt es laut (14.10) zu jedem Punkt z zwei mogliche Punkte in
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der C -Ebene. [ mup daher so gewdhlt werden, daB -%} und L nicht beide

zum Definitionsbereich von f gehoren. Da hier das AuBere eines Einheitskreises
in der [ -Ebene auf das AuPere einer Ellipse in der z-Ebene abgebildet werden
sol1, ist die Wah1l von

5] =1 (14.12)

naheliegend.
Die Punkte -- liegen dann innerhalb des Einheitskreises (s. Bild 14.5), da
mit (14.12) und

0 < |m| =1 (14.13)
die Beziehung
|—’-n—| . ml -y (14.14)
4 |1 ¢

gilt.
Eine eindeutige Umkehrfunktion {=g(z) 1dBt sich nunmehr in folgender
Weise definieren:

g =9(z) = —Z-Z-C—[Zt VZZ+4czm] (14.15)
mit einer Wahl des Wurzelzeichens derart, da8

|z] =1 (14.16)
gilt.

0 f
sy

X

LA

Z - Ebene {-Ebene

Bild 14.5 : Zur Abbildung z = flg)=c(( +-E‘—)




14.1.2 Ansitze fir & und W bzw. X in der [ -Ebene

Da es sich bei der vorliegenden Problematik um ein zweifach zusammenhdngen-
des Gebiet mit unbelastetem inneren Rand handelt, 1iegt es nahe, wie in Ka-
pitel 13.1.2 mit den Laurentreihen fir ¢ und W gemdB (13.7) und (13.8)

zu arbeiten. Aber aus der nach (14.3) glltigen Randbedingungsgleichung fiir

W gemaB

wiy)=-o5)-Fg) 282 qur x| =1 (1817
frr)

kann ersehen werden, daB infolge des Nennerausdruckes f , definiert in
Gleichung (14.8), sich die Funktion W nicht direkt als Laurentreihe in der
Form (13.8) ergeben kann, wenn ¢ eine Laurentreihe darstellt. Somit wiirde
ein Koeffizientenvergleich fehlschlagen. Prinzipiell TieBe sich aus (14.17)
hier eine Funktion W ermitteln, die die Erfiillung der Randbedingungen in
Verbindung mit ¢ ermdglicht. Aber im Hinblick auf eine einfache Handhabung
der Ableitungsausdriicke ist es zweckmaBig mit der Substitution W= X/ f=X
nach (9.32) zu arbeiten. Dies liefert also mit (14.17) die Gleichung fir X ,
namlich

X(3)=-Ff(y)@(L) -F(5)D(y)  auf |5| =1,

(14.18)
welche keine Tastigen Nennerausdriicke mehr enthalt.

Bei Vorgabe von ¢ als Laurentreihe ergeben sich hier mit der speziellen Ab-
bildungsfunktion f({) auf der rechten Seite von (14.18) nur Produkte von
Potenzausdriicken. Wird X nun als Potenzreihe in der Form

w . .
> )
X(Z)=ij 4 (14.19)
js-00
gewdh1t und ¢ wiederum durch

o0 .
b(L) = Zaj ZJ (14.20)
J=-00
vorgegeben, so wird die Durchfiihrung eines Koeffizientenvergleichs in (14.18)
moglich, und die Koeffizienten bj lassen sich in Abhangigkeit der Koeffizien-
ten aj ausdriicken.
Die Funktion W moge jedoch hier durch die weniger aufwendige Methode er-
mittelt werden, auf der rechten Seite von (14.18) die konjugiert komplexen
Funktionen in nicht konjugiert komplexe Ausdriicke (d.h. in analytische Funk-
tionen) umzuformen, was in dem vorliegenden Falle auf dem Einheitskreis
ICl1=1 moglich ist.
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14.1.2.1 Ermittlung von X und W in Abhingigkeit von
zur Erfillung der Randbedingungen unter Verwendung
der Randbedingungsform X =-f 5—?6
und Umgehung eines Koeffizientenvergleiches

Auf dem Rande des Einheitskreises in der { -Ebene gelten nun folgende Um-

formungen:

z (14.22)

Durch Einsetzen der entsprechenden GrdBen aus (14.8), (14.21), (14.22) und
(14.20) in Gleichung (14.18) erhdlt man

X(5)=-c[1- —] XALE

j=-00

c[-—+m§]Zja Z;”

_|-"

m -
-cZ’a_jz"+cmZa;
j=-00 =-00

(*.8) 9 (0. ®) .
chczj P - ¢ ij a, r! (14.23)

js-c0 j=-00

Die Funktion W (L) 14Bt sich nun explizit mit Hilfe von

wer) = x'(y) = X8 (18.28)
fz)

angeben, wenn die Beziehungen (14.23) fir X und (14.8) fir f beachtet
werden.
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14.1.3 Die Funktionen &, W, X sowie u,v,GCxy,Gyy
und tyxy fiir eine Finite-Element-LGosung

Fiir eine Finite-Element-Losung dienen nun die komplexen Funktionen ¢ und
X mit den endlichen Summationsgrenzen -N und M als Grundlage. Mit den kom-
plexen Koeffizienten

aj = @ + i/.?j (14.25)
lauten sie
M .
(L) =) a; ¢’ (14.26)
j:-N .
und
M , M )
— - — -J-
X(Z):-cZaj;J+cmZaJZ +
J:-N J:-—N
M - M .
’CZIGJZJ "sz}'ajlj (14.27)
j=-N j=-N

Zur Schreibvereinfachung seien nun die komplexen Funktionen F1, F2, F3,
sowie H1, H2 und H3 eingefilhrt und folgendermaBen definiert:

F = —.’—- = ! (14.28)
S 1€ 9 B PR
4
F, = _2 = ! 5 (14.29)
2 m
f c [7*- -E;E-
2m
f ’
Fy =-—5 =- (14.30)
3 *3 3
i g
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H1 = ! ' (14.31)

ST

(14.32)

H., =- 3 (14.33)

Die Formulierung der benttigten Ableitungsgrofen von & und W mit Hilfe
dieser Funktionen lautet nun:

¢ = L - @ F, (14.34)
f
" A | 'y .f.
¢-0bL - &
72 73
=@ F, + b F (14.35)
W =X':=X -—;— = X F,
f
= X -‘7:_ H, (14.36)

72 73
. %R . XF,
= "_.72.. H, + X _;._ H, (14.37)



Die Verschiebungs- und Spannungsfunktionen ergeben sich hier im einzelnen zu :

2uu=Re[x®-2¢-¥]
= Re[x®]-Re[z P] - Re[¥]

=i{[xRe[;i] _j(x[Re[t™ 1Re[F]-im[£"™ 1 Im[F;]] +

j==N

s {2 Rel 1o Role ) mA )

+Re[t ] Re[H,]-Im[t7]Im[H,] +

+j(Re[¢"21Re[H,]-Im[5?]im[H,]) +

-m(Re[r"?] Re[H,] - Im (572 1im [H]) +
emj(Re[g'1Re[H,]- Im[g'1im[H,])] &, +

o[- 2im[8]-j(-x [im [t 1Re[F ]+ Re[t " 1im[F ]| +

+y[Relt"1Re [F1-im[ " ImIF 1))+
+im[')Re [H]+ Re[§7]Im [H]+
-j(Im[5""?1Re[H]« Re[§"21im[H,]) +
-m(im[5'?]Re[H] + Re[t12]im [H,]) »

-mj (Im ('] Re [M,] +Re[§j]lm[H]])]ﬁj} (14.38)
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2uv=im(x ®-z20 -V ]

=Im[x®]-im[z®']+Im[¥]

M . . :
Z {[%1m[51-j (- x[im[5" 1 Re [F1+Relt ' 1im [F,]] .

j=-N

vy [Rely'"1Re[F1-m[ 5" )im 1))+
-(Im[gi1Re[H,]+ Re[t Tim[H,]) +
-j(Im[y"?1Re[H,] + Re[t"*]im[H,]) +
+m(Im[g""?1Re[H,]+Re[r' "2 1Im[H,])+
-m j(im[g]Re[H, ]+ Re[t']im[H,])] a; «

+ [xRe[%'1-i(- x[Re[t'"1Re [F] - Im[5*' 1im]F ] +

_y [Im[},’j'l]_Re F]+ Re[Zj'I]Im[F, ]]) *
+ Re [);'j]Re [H|]_ Im [g’j 1tm [H, ]+
-j(Re[t"?1Re[H,]- Im[t"21im[H,]) +

-m(Re[y' "2 1Re [H,]-Im [ 1im[H,]) +

-mj(Re[5'1Re[H,]-Im[5' lim [H,])] pj} (14.39)
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Cyy = Re[¢'+3-z<?--&7] =

= 2Re[®'] -Re[Zz®"] - Re[¥'] -

> {[24 (Rel&" 1Rl 1-ime" yimIF; 1)

j==N

-jti-1)(x[Re[t"?]Re[F,]-im[g" 21 im[F])] «
+ ¥ [Imlg21Re[F, ]+ Re[s"2 ] iml[F,]])+

-j (x[Re[t""1Re[F]- Im [t 1imIF,]]

+y[im[g"'IRe [F,]+ Re[t! 1im[F,]]) +
-j L (Re[g”" 1Re[H]- im (5" 1im [H,]) «

ci (Re[§”1Re[H,]-Im[{]im[H,]) +
+iti-2) L (Re[§"*1Re[H,] - Im([g!> 1im [H,]) +
+j L (Re[t""*1Re [H,]- Im[5"2)im([H,]) +
em(j+2) Ci (Re[t"*1Re[H,]-Im[g'2 1im[H,])+

-m -c’- (Relg"*1Re [H,]- Im (g2 1im[H,]) +

+mj2 L (Relt'" ] Re[H,]-Im[5!™"] im[H,]) +
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+mj L (Rels'1Re[H,] - im[y'] im[H,])] «; +

+[-2(img " 1Re[F ]+ Rel 1 imlF]) «
-jti-0(-x[im[5'"21Re[F,] + Re[t! 21 imlF,]] +
oy [Rels) 2 1Re 5] Im{gi2)im £]])
-j (-x[imlg’"1Re[F,]+ Re[s " 1imlF,]] +

cy[Relt™ IRe[£]- Im[zi™ 1imlF, ]]) +

iy C_I(/m 57 1Re[H,] + Re[t '] Im [H,]) +

+ L (imis 1Re[Hy]« Re 51 im(H, ]) «

-jti-2) L (Im[§1 1Re[H,)+ Re 1)) im[H,]) «
- L (im{y® 1Re[H,]+ Re [t 1im(H,]) +
+mi(j+2) L (im[511Re [Hy]+ Relg " 1im[H,]) +
-m L (im[s7"2]Re[H,] « Re 572 iml[H,]) +
-mj* L (im[g'™" 1Re[H,]+ Re[y'" 1im(H,]) +

-mj z{- (/m[l;j]Re [Hy]+ Re[gj]lm [H3])] A }
(14.40)
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Cyy * Re[¢'+<?+ 23"+ J]
=2Re[® ]+ Re[zZ® ]+ Re[¥']

M ) .
=2 {[2i(Relt"1Re[R]-im[z™ lim[F ]) +

Jj==N
+ii-(x[Re[s"*1Re[F,]- Im[5 ) im[F, ]]
+y [Im[g721Re[F, 1+ Re[¢! 21 im]F,]]) «
+j (x[Relt""" 1Re [F]-Im[t /" 1iml[F,]] +

+y[im[s' " 1Re [F,]+ Rels! ' Iim[F,]]) +
+j L (Rels”" 1Re[H,]-im[5”™" 1imIH,]) +
- L (Relt”1Re[H,] -im[{ 1im[H,]) +
-j(j-2) L (Rel[t'*1Re [H,]-Im[¢'~* Nim[H,]) +
-j L (Rely’?1Re[H;] - Im[x)~*]im [53 1)+
-m(j+2) L (Rels | Re[H,]- Im[g*1im([H,])
+m L (Re [y ]Re[H,]-1m[5 % 1im[H,]) «

-mj2 L (Rel¢'"' 1Re[H,]- im[z! Lim([H,]) + |
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-mj 27_ (Relz')Re[H,]-img 1im[H,])] «; +

e[-2j(Im[g"" 1Re[F, 1+ Re[t'' 1Im[F ]) +
ejtj-1(-x[Im[g21Re[F,] + Re[t!?]im[F, 1] +
e y[Relti 2 Re[F,]- im[5?1im[F,]])+

ej (- x[im[g " Re[F,1+ Re [t/ 1im[F,]] +

ey [Rels™ 1Re[F,]- im [¢/ 1imlF,]]) «

o _é. (Im[z7" 1Re[H,]+ Re[y ' 1im[H,]) +

- CL (im[g'1Re[H,] + Rely 1im[H,]) +

. j(j-2) -é— (Imlg'*1Re[H, 1+ Relt'* lim[H, 1)+
+j L (1m[5)"?1Re[Hy]+ Re[5'21im[H,]) +
-mi(j+2) -L(im[g'*1Re[H, ]+ Rels"*1im[H, 1)+
+m L (1m[5?)Re[H, ]+ Re[£'*11m M, 1) «
+mj2L (im[g" 1Re[H,] + Relt" 1im[H,]) +

+mj CL(Im [zj]Re~[H3]+ Re [gj]lm[H3])] B; }

(14.41)



Tyy =M Zo +v']

=.i{[j(j-v(x im[5)* 1Re([F,]+ Re[t"* 1im([F,]] +
j=-

-y[Re[gi"21Re[F,]- Im[gi-21Im[F,]]) +

e j(x[im[5"" 1Re [F,1+ Re[5! 1im[F, ]] -

-y [Relti" 1R [F,1- imlg"™" 1im[F, ]])«
+j L (1m[g" 1Re [H,]+ Re £ 1im[4,]) «
- L (im[z 1Re[H,]« e[ 1im[H,]) +
- j(j-2) L (1m[5 12 1Re[H,] + Re[t'* lim([H,]) «
- L (1mIE?1Re [Hy]+ Rel 2 1imlH,]) «
-m(j+2) L (Im[g1-*1Re[H,]+ Re [y7* im([H,))-+
em L(im[5'"?1Re [Hy 1+ Re[r "2 1im[H,]) +
-mj? L (im[5"~"1Re[H,]+ Relt/™ 1im(H,]) -

-mj ?7 (Im[gj]Re[H:,] + Re[tj]lm[Hal)]“j *



o[ jti-1) (x[Relg21Re[F,]-im[g"21im[F,]] +
+ y[Im[g"?1RelF, 1+ Re[t "] im[F,]])«
«j (x[Relt'"1Re[F,]-Im[5' ' 1im[F,]]+

+ y[im[5 1Re[F,]+ Rel! ' 1im[F,]]) -
-j L (Relg™" 1Re [H,] - Im[5"" 1im[H,]) «
« L (Re[s71Re[H,]- Im[5 "1 im[H,]) «

-iti-2) L (Re[/*IRe[H, - Im [§**1im[H,]) +
-j L (Relt"*1Re[H,]- im[z""*1im[H,]) «
em(j+2) ?’ (Rels"*1Re[H,]- Im[£" 1im[H,]) +
-m L(Re[g!? 1 Re[H,]-Im[s7"21im[H,]) +
-mj*L (Re[s'"'1Re[H,]- Im()"' 1im[H,]) «

-mj —C’-(Re[;j]Re[Ha]-Im[gj]lm[Hs])] 8 }

(14.42)
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In Hinblick auf eine Programmierung wurde fiir x und y hier nichtl?e[f(g)]
und Im [f(C )] geschrieben, da innerhalb der Rechnung x und y vorgegeben
werden, L hieraus ermittelt wird .und die Berechnung der GrdBen x,y durch Ein-
setzen des entsprechenden [ -Wertes in die Abbildungsfunktion f(L ) natiirlich
uberflissig ist.

14.1.4 Identifizierung von Starrkorperanteilen

Je nach dem, was fiir ein Funktional man verwendet, sind Starrkorperanteile
mitzuberiicksichtigen oder wegzulassen. Daher ist es wichtig,sie lokalisieren
zu konnen (s. Kapitel 12). In dem vorliegenden Fall sind die Starrkérperan-
teile in den Funktionen ¢ und W nicht ohne weiteres sofort ersichtlich.
Mit

®=a, (14.43)
) _ o _ ;
. W—-&- -ca0+cma0LI;2 ) -cao[l-mzz]
f c[1-mg? c[1-mg?]
= -a, (14.44)

bestdtigt sich das Vorhandensein der Starrkorperverschiebungsanteile, welche
in den Verschiebungsfunktionen dann als

-1 R _ 1
lund
V=3 Im[(x+1)a,] = 2. (x+1) 3, (14.46)

erscheinen. Da nun im allgemeinen Bildungsschema der Ansatzfunktionen in je-
dem Fall eine funktionale Abhéngigkeit von [ besteht, wie (14.44) zeigt,
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erscheint es angebracht, fiir die Starrkdrperverschiebungsanteile und die zu-
gehdrigen verschwindenen Spannungsgrofen gesonderte Zuweisungen in einem Pro-
gramm vorzusehen.

Der Rotationsanteil &=iB;z hdtte in der [ -Ebene mit (14.5) das folgende
Aussehen:

¢(l,’)=ic[2,'+ ’;;"]/31 =i[2;+ ’;’ ]/3: (14.47)

Dieser Term ¢ und der zugehdrige Anteil der Funktion W , namlichW=0 l?o1

lassen sich aber in den tatsdchlich vorhandenen, in Frage kommenden Anteilen

D) =iB L +if, g (14.48)
und
. -3 , -3
W(r) = -lmc[;+z l . lc[l;+2; ]_
O Timmel P meny

\j
. Uinear abhdngige Terme (14.49)

nicht erkennen. So hat es den Anschein, als wiirde der Rotationsanteil fehlen.
Bedient man sich aber des mathematischen Trickes, in (14.48) den Term
imB1§'1 dazuzuaddieren und anschlieBend wieder abzuziehen, so bekommt man
den Ausdruck

@(t)

iB % +if, 5 +imB Y -imp Y

. - . -1 . -1
i[gemy?|B «ip, 8" -imp, ¥ (14.50)
\ Il \ /
Y \ {
Rotationsteil linear abhdngige Terme

Somit lassen sich hier die Funktionsterme mit dem Koeffizienten |31 fol-
gendermaBen interpretieren: Zusdtzlich zu den Rotationsanteilen

¢=i[§+mlj'1]ﬁ1 und ¥Y=0

sind in ¢ ein Term mit ;'1 und in Y ein Term mit

[5+27%]
[1-m%?

iberlagert. Diese Zusatzterme sind aber an sich uberfliissig, da sie mit dem
Koeffizienten B‘ schon beriicksichtigt wurden.
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Es ist also moglich, anstelle von (14.48) und (14.49) die betrachteten
Funktionsanteile von ¢ und W zu

or) =g ,.»mg"]p1 +if, g (14.51)

und

_ i ey
Y(g) = 0 i TR B, (14.52)

zu vereinfachen. Die Vereinfachung betrifft hier nur die zu |31 gehorigen
Funktionsterme, alle anderen Terme bleiben unverdndert. Die zu B, ge-
horigen Spannungsterme werden nun natiirlich Null, wogegen das vor der Ver-
einfachung nicht der Fall war.

14.2 Spezielle Ansatzterme fiir ein elliptisches Loch unter
gleichmdBigem Druck p

Das Vorgehen zur Konstruktion einer LOsung ist im Prinzip das gleiche wie in
Kapitel 13.2 beschrieben. Hier erhdlt man nun mit

if(?x +i7y)ds=-pz=-pc(§+—'-§’-—) (14.53)

die Bedingungsgleichung

B+F L oy =-pe(ye ) auf [g]=1

f 4 (14.54)

welche nach Einsetzen von f sowie f und anschlieBendem Ersetzen der kon-
jugiert komplexen Terme f und ({+m/{) durch analytische Funktionen sich
zu

__ g (gemy)
P(g) +

beg) + W(g)=-pc(L+my)
g2 -m :
(14.55)

auf |g|=1

ergibt. Hieraus lassen sich wiederum beliebig viele LGsungen konstruieren,
wenn man beispielsweise ® 1in der Form & =Fpecm{J) (mit beliebigem j)
wdh1t. Die einfachste Losung ist jedoch
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@) =0 (14.56)

und
V(t) -pc(—§-+m;) (14.57)

Eine andere, fiir die die Spannungen im Unendlichen ilibrigens verschwinden,
lautet

®(f)=-pcmy’ (14.58)

und

2
V(g) =-pcy’ - pem(f+mg”) (14.59)

5052 -m)

14.3 Spezielle Ansatzterme fiir ein elliptisches Loch unter

gleichmédBig verteilter Schubspannung g

Der Fall konstanter Schubbelastung langs des elliptischen Lochrandes fiihrt

mit

if(7;+iTy)ds=iqz=iqc(§+-’zl) (14.60)
auf @hnliche Ldosungen wie in Kapitel 14.2 angegeben. Man erhdlt hier bei-
spielsweise ‘

®(r) = 0 (14.61)
und

VL) =-iqgc L+mz (14.62)

(g +m¥)

oder

o) =igqemy’! (14.63)
und

qcm(hmzz)

V() =-acht'1 + (14.64)

$(5% -m)



14.4 Kurzbeschreibung einiger finiter Elemente mit elliptischem
Loch

3
-9

—

y Annahme linearer Randver-
2

schiebungen zwischen zwei auf-

o ﬂ»
@3
o

8 J— @6 einanderfolgenden Knoten,
b Sy d.h. zwischen 1 - 5 ,
-f- F-tl-‘J 2 5 - 2 ,
dL o o L
1 5 2 usw,
e
. 3 et 3
2 2
Anzahl der Knoten: 8
untere Summationsgrenze in (L) und W(L) : -N = -4
obere Summationsgrenze in ®({) und W(L) : M=4

Anzahl der KnotenverschiebungsgroBen: 16

(18=2N+2M+2 fiir Funktional I
(hiervon 9 Werte ina
a und 9 Werte in B )
Anzahl der Freiwerte in ¢ = | T |: < : : -
- [E 15=2N+2M-1  fiir Funktional I1I
(hiervon 8 Werte in @
L und 7 Werte in B )
Integration: zwischen den Knoten 1 - 5 - 2 - 6....... 8 - 1
oder bei Ausnutzung von Symmetrie- und Antimetrieeigen-
schaften (z.B.) nur zwischen 8 - 1 - 5 - 2 =~ 6
oder zum Beispiel gar nur zwischen 8 - 1 - 5

Bild 14.6 : Charakteristische Daten flr ein rechteckiges
Element mit elliptischem Loch unter Annahme
von bereichswelse 1inearen Randverschiebungen

Die in den Bildern 14.6 und 14.7 verwendeten Bezeichnungen @ , B sowie
Funktional 1 und II haben folgende Bedeutungen:

@ : Vektor der Realteilfreiwerte @j (aus gj= aj + ipj )
B : Vektor der Imagindrteilfreiwerte Bj



Funktional

Funktional

R B S

I : nicht erweitertes Funktional mit Vorabminimierung
der Randverschiebungsdifferenzen (s. Kap. 8.1)
(Starrkérperanteile berlicksichtigt)

II : erweitertes Funktional (s. Kap. 8.2)
(Starrkdrperanteile weggelassen)

b 13 12 11 3
2 4 @ @

T . Annahme quadratischer Randver-
4@ ‘ +10 —%— schiebungen zwischen drei auf-
J_ einanderfolgenden Knoten,

15 @9 d.h .
b . .h. zwischen 1 - 5 - 6 |,
y
16@ ®8 | - -
=k -7 -
1% @ @ 4 2 ) usw.
1| 5 ,BI 7 2
Sx Sx
2 2
Anzahl der Knoten: 16
untere Summationsgrenze in ®(L) und W({) : -N = -8
obere Summationsgrenze in ®({) und W(L) : M =8

Anzahl der KnotenverschiebungsgroBen: 32

Anzahl der Freiwerte in ¢ = [

(34=2N+2M+2 fiir Funktional I
(hiervon 17 Werte in a
] und 17 Werte in E )
: <

31=2N+2M-1 fiir Funktional 1II
(hiervon 16 Werte in @
und 15 Werte in B )

~

Integration: zwischen den Knoten 1 - 5 - 6..... 15 - 16 - 1
oder bei Ausnutzung von Symmetrie- und Antimetrieeigen-
schaften (z.B.) nur zwischen 15 - 16 - 1....8 - 9
oder z.B. gar nur zwischen 15 - 16 - 1 - 5 - 6

Bild 14.7 : Charakteristische Daten fur ein rechteckiges

Element mit elliptischem Loch unter Annahme
von berelchswelse quadratischen Randverschie-
bungen
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15 Finite Elemente mit AuBenrip (geradliniger Schlitz)

Nun gilt es fir finite Elemente, die einen geradlinigen Schlitz enthalten
(s. Bild 15.1), geeignete komplexe Ansatzfunktionen zu konstruieren, welche
vorgegebenen homogenen Spannungsrandbedingungen auf den Schlitzrdndern (Rip-
ufern) gerecht werden.

Y\

Bild 15.1 : Finilte Elemente mit geradlinigem Schlitz (R1ss)

15.1 Konstruktion der Ansatzfunktionen bei unbelasteten
RiBufern

Die zu erfiillenden Randbedingungen lauten hier

Gyy = 0 auf den RiBufern (15.1)

y=+0,x<20

Tyy = 0 y=-0,x<0 (15.2)

Diese Randbedingungen gelten unter der Voraussetzung, daB die beiden RiB-
ufer unter der vorgegebenen Belastung nicht aufeinandergedriickt werden. Um
gine "saubere" Trennung der beiden RiBufer zu erreichen, wird wiederum eine
konforme Abbildung benutzt. In der transformierten Ebene wird es gelingen,
Funktionen zu ermitteln, welche eine Erfiillung der Randbedingungen ermdg-
lichen. In komplexer Form mit den Funktionen ¢ und W 1lassen sich hier
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die Bedingungen fiir einen unbelasteten Rand (TX = TX =0, T =T. =0) nach
Beziehung (10.28) durch

H auf dem trans-
D) + F( L) oE) vr) =20 formierten Rand (15.3)
f t in der [ -Ebene

beschreiben.

15.1.1 Konforme Abbildung

Die besondere Problematik des Schlitzes ist, daP zwei Randteile unendlich
dicht beieinander 1iegen. Als konforme Abbildung ist eine solche Abbildung
geeignet, die die gegeniiberliegenden Schlitzrénder voneinander trennt und
auf eine Gerade abbildet. Als Geraden kommen hier die - und die m-Achse
in der [ -Ebene in Frage. Man muB sich nun entscheiden auf welche Halbebe-
ne abgebildet werden soll. Hier sei die rechte Halbebene gewdhlt. Die Ab-
bildung welche den Forderungen der inversen Aufgabe gerecht wird und die
rechte [ -Halbebene auf die geschlitzte z-Vollebene abgebildet (s, Bild
15.2 und Bild 15.3), lautet

= f(y)=1r°

R? €29 - (gz - nz )+i2En (15.4)

=E+in Z=X+iy

v =7

/

I -Ebene z-Ebene

Bild 15.2 : Die konforme Abbildung z = ¢2
(hier: Abbildung der rechten {-Halbebene

auf die geschlitzte z-Vollebene)
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: ip
z=X+iy=re
)4
F
G 0
A
B
z- Ebene {-Ebene

Bild 15.3 : Konforme Abbildung elnes finiten Elementberelchs

mit geradlinigem Schlitz von der z-Ebene 1in

die {-Ebene

Die ersten beiden Ableitungen von f({) ergeben sich zu

f(r) = 2% (15.5)
und ' ‘
;.(Z) =2 | ‘ (15.6)

Da 1.‘(§=0)=0 gilt, ist die Konformitdt der Abbﬂdungsfunktion' f(C) in

dem Punkt L =0 gestort. Fiir die vorliegende Aufgabenstellung ist dies keaine
negative Eigenschaft, da hierdurch der spezielle Losungscharakter, namlich

das Auftreten singuldrer SpannungsgroBen in dem Nullpunkt, in Erscheinung tre-
ten wird.
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Die Aufldsung von (15.4) liefert mit

r=tyYz = ztrle

eine mehrdeutige Beziehung. Die Eindeutigkeit wird durch die Nebenbedingung

o
2 (15.7)

gewdhrleistet, daB von den beiden mdglichen Lsungen aus (15.7) nur die ge-
sucht ist, welche in der rechten [ -Halbebene 1iegt, fiir die also gilt

Re[f]=& = 0 (15.8)

Beschrankt man sich auf die Hauptwerte des Wurzelausdruckes in (15.7), das
heiBt, auf Werte, fir die

-T S P < (15.9)
gilt, so 1aBt sich die gesuchte Umkehrfunktion durch
 =g(z) = Vz mit vz : Hauptwert
% i% dh.:-t=yp<n
=r- e
=Vr cos—gl + iVF'sin—z‘P— (15.10)

angeben, da der Realteil §='|/r-'cos @/2 in dem betrachteten Bereich die Be-
dingung (15.8) erfiillt.

15.1.2 Ansdtze fiir @ und W in der U -Ebene

Fiir den einfach zusammenhdngenden Bereich in der [ -Ebene kommen die folgen-
den Potenzreihenansdtze in Frage:

o5)= 2 a5 =3 a R e (15.11)
i=0 j=0
und

o0

i S i iie
b; ¢ Z bR e (15.12)
j=0 j=0

Yig)
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Die Methode des Koeffizientenvergleichs zur Erfiillung der Randbedingungen
flihrt mit diesen Ansdtzen zum Ziel, die Koeffizienten bj durch die Koeffi-
zienten aj ausdriicken zu konnen. Hier sei die Funktion W jedoch wiederum
in Abhangigkeit von @ durch den einfacheren Weg ermittelt, bei dem der
Koeffizientenvergleich umgangen wird.

15.1.2.1 Ermittlung von W in Abhdngigkeit von ¢
zur Erfillung der Randbedingungen unter Verwendung
der Randbedingungsform W=-®-f &/f
und Umgehung eines Koeffizientenvergleiches

Nach der Randbedingungsgleichung (15.3) ist nun die nach W aufgeldste
Beziehung
[

(Z) auf der m -Achse
V(it) =-d(F) -f(f) ——= :
: ¢ ¢ f(;) (E=0,d.h. L=im) e-19)

zu betrachten. Auf der 1 -Achse sind gemdB der Beziehung (10.13) in Kapitel
10.2 folgende Umformungen erlaubt:

®(%) = Z ZE' -1))y) auf =in (15.14)
j=0 j=
f(r) = z- =y auf L=in (15.15)

Einsetzen der entsprechenden GroBen aus (15.14), (15.15), (15.11) und (15.5)
n (15.13) 1iefert nun

wey) g (-1) ¢ °§

M8

o

J:

00 S |
= -ja[a'i(-r)’ . 7] a;] ¥ (15.16)
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15.1.3 Die Funktionen &, W  sowie U,V, Gyy » Oyy
und txy flir eine Finite-Element-L&sung

Mit einer dem jeweiligen Element angepaBten oberen Summationsgrenze N lauten
die Funktionen ¢ und W nun

N
J
o) = Z a; & (15.17)
j=0
und
Nore, 0 j
w(r) = - .g [ j(-7) * -2—aj ] (15.18)
wobei 1=
a; = ¢ + iﬁj (15.19)

gilt. Hiermit und den die Abbildungsfunktion betreffenden Beziehungen (15.4),
(15.5) und (15.6) erhdlt man die im folgenden aufgefiihrten Verschiebungs- und
Spannungsfunktionen:

N : J
_ 1 j Jj+2(-1) j
m j=Zo{[xRe[; ]+ 5 Re[r’] +

- %(Re (21 Re[t) 2] im[?1im[3)-2])] «

N .
o[- ximie']- L2202 impyty

+ 4 (Rels?1im([s"*] - Im (5?1 Re[z!21)] ]

(16.20)




N o] |
o= g3 {[ximip1- LHL iy
j=0

+ £ (Relt?] im[t?] - Im[5?] Re (/7)) o,

o[ xRe['] - f‘zg")j Re[t) ]+
+ 4 (Rel®1Relt! ]+ im[x*)im(s"1)] ) ]

(15.21)

N . j .
- =‘ZO {[j(’* j+24(-7) ) Re[;J-Z] .
j=

- 2U=2) (e [¢2]Re (1) « Im[3? ] im(g1~41])] o

: J ,
o[- (e L2255) im0,

. j(f;"z) (Relg?1imlgi=“] - im[£ 2] Re[1i-4])] A}

(15.22)
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> {[(- ’.*22-”] ) Relg!™2] 4

j=0

: j(j4-2) (Re[t21Re [z i-“1+ im[£2])im[5i-*])]

. J _
o[-i (- L2 ) im 20

- 20720 (Re [ *]m[y! -1 - Im[x *] Relx'*1)] .}

(15.23)

Tyy = > {[ j(j['?) (Re [£%/m [;j"‘] -Im[t?]| Re[; j"‘])*

i=0

_jtj2(-1)}) j-2
y; Im % ]] Q,

+[L220 (Re (5?1 Relg 4] + Im[z 2] im[5-41) «

_jti-2(-4)" -2 |
Z Re[5’ ]]ﬁj} (15.24)
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15.1.4 Singuldre SpannungsgroBen fir z = 0 bzw. =0
und Spannungsintensitdtsfaktoren

Mit dem Summationsindex j=1 ergeben sich in den Beziehungen (15.22), (15.23)
und (15.24) fir L=0 singuldre SpannungsgroBen. Die betreffenden Terme seien
im folgenden angegeben:

Gy = R -43 cos 6+ 7’- cos26cos30 - -47- sin295in36] oy +

7 Sin6 + 7c0526 sin36 + i sin26 60539] B3,

(15.25)

R[5 ! - :
Gyy=R 7 cos 6 - 7c0529 cos36 + -}sm2951n36] o +

-1 . 1 . 1 ..
+R T sind - -4-«:0529 sin36 - V2 sin26 cos39] B,

(15.26)

Tyy = R [- -zf-sine + -4’- c0s26sin36 + %sinZG cosS‘e] o+

+ R'1 [- 2-f".c:ose- _47_‘c0526cos36 + T’sin295in36] B,

(15.27)
Geht man nun von den Polarkoordinaten der [ -Ebene auf die Polarkoordinaten
der z-Ebene mit Hilfe von

2
R=r (15.28)

und

2 (15.29)
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iber und verwendet anschlieBend einige trigonometrische Umformungen, so

gewinnt man nacheinander:

1
Gy, =T 2 cos -22_[7-51'n7'p sin% go] o+
1
2_;,. 9 4 3
+r “sin —2—[2+ cos — C057¢] B, (15.30)
-1
Cpy = T 2cos—2qi[7+sin-§- sin% (p] o +
1
2_.. 9 4 3
- - — - (15.31)
r sm2c052 c052 7/ /31
-7 4 4 3
2 .
Ty = 1 sm?cos—z—cos7 p oy ¢+
1
-r 2cos-;;[7-sin—g- sin-23—<p] /31 (15.32)

In der Ndhe des Nullpunktes ( r-=0) oder anders ausgedriickt, in der nachsten
Umgebung einer RiBspitze bilden die in (15.30), (15.31) und (15.32) aufge-
fiihrten Glieder die fiihrenden Terme und alle anderen Reihenglieder konnen
demgegeniiber vernachldssigt werden. Um trotz der singuldren Spannungen ein
MaB fiir die Intensitdt der Spannungen in Nullpunktndhe bei vorgegebener Be-
lastung angeben zu konnen, bietet es sich an, als KenngroBen die Koeffizienten
der fir r=0 singuldr werdenden Funktionsterme zu verwenden. Dies wdren hier
also die Faktoren a4 und By , die sich als Spannungsintensitdtsfaktoren de-
finieren 1ieBen. Die urspriingliche Definition der Spannungsintensitdtsfakto-
ren K1 und K2 enthdlt noch einen Faktor, und zwar erscheinen dort die Koef-
fizienten als

/
[+ 4 S evemm— K
1 ]/—-2 1 (15.33)
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und

(15.34)

A, =-_V’3__K2

Die Beziehung zwischen den hier verwendeten Koeffizienten a1,|31 und den als
Spannungsintensitdtsfaktoren bezeichneten Werten K1, K2 ist hier also mit

V2 «, (15.35)

i(I
und

K, =-V2 p, (15.36)

geggben. Die niitzliche komplexe Kombiﬁation
K1-I'K2=]/_2-a1+i]/3/31=V-2_[a1+iﬁ1]=]/-2_a1 (15.37)
liefert fiir den komplexen Koeffizienten ay den Ausdruck
a, = ZL ]/.2_(K1 -1K,) . (15.38)

Es sei hier noch darauf hingewiesen, daf in der Literatur [11] auch noch
eine andere Definition der Spannungsintensitdtsfaktoren zu finden ist, und

Zwar

K1 = V2r a, (15.39)

Ky=- V2 3 (15.40)

Im folgenden seien aber nicht diese Zuweisungen verwendet, sondern die
Gleichungen (15.35) und (15.36) als Grundlage fiir die Spannungsintensitédts-
faktoren herangezogen.



15.1.5 RiBuferverformungen bei singuldren Spannungen

im Nullpunkt

Die zu den im Koordinatenursprung singuldr werdenden SpannungsgrofBen
gehGrenden Verschiebungen lassen sich nach Ausnutzung von trigonome-

trischen Beziehungen durch
i

u -}Lﬂ-rzcos% x-7+25in2%?%K1 +
1
+-§7Er25in?¢ x+7+2c052%?—V%K2 (15.41)
und
1 ) 7
!
v -ﬂr sm—-[x+7 2 cos —2- 73- y
2
-2—L-r cos—[x 1-2sin %]-V% 2 (15.42)
ausdriicken,
— 1
y
/ X
/
a) RiRoffnungsart 1 b) RiR6ffnungsart 2
Bild 15.4 : Rissverformungsarten zu den mit K, und K,
behafteten Verschiebungstermen
(schematisch dargestellt)




Auf den RiBufern ist @¢=%tm , so daB sich mit cos{tn/2)=0 durch den
Funktionsanteil mit K1 eine RiBoffnung gema Bild 15.4a einstellt und durch
den Funktionsantei] mit Ky eine RiBverformung gemdn Bild 15.4b hervorgerufen
wird.

K1 bezieht sich also auf eine eventuell kritisch ausfallende Zugbelastung
senkrecht zur x-Achse (senkrecht zu den unverformten RiBufern), und K2 be-
zieht sich auf eine Scherbeanspruchung parallel zur x-Achse.

15.2 Nutzung von Spannungsintensitdtsfaktoren

Um mit Hilfe von Spannungsintensitdtsfaktoren zu Aussagen ilber die Gefdhr-
lichkeit eines Risses unter konkreter Beanspruchung kommen zu koénnen, sind
fir verschiedene Werkstoffe an Standardproben der ASTM (American Society

for Testing and Materials) kritische Spannungsintensitdtsfaktoren experimen-
tell ermittelt worden, bei denen sich die Risse derart ausbreiten, daf ohne
Laststeigerung Bruch eintritt [1,2,11] . Diese kritischen Intensitdtsfaktoren
konnen gewissermaBen als WerkstoffkenngroBen aufgefaBt werden und werden im
englischen Sprachgebrauch mit "fracture toughness" (RiBzihigkeit) bezeichnet.
Nach Berechnung der Spannungsintensitatsfaktoren fiir einen RiB in einer
Scheibe unter konkreter Belastung konnen diese ermittelten Werte mit den
kritischen Intensitdtsfaktoren verglichen werden und entscheiden helfen, ob
ein kritischer Zustand erreicht ist oder noch eine Laststeigerung moglich ist.

Natiirlich gibt es Grenzen, in dieser Art RiBprobleme zu behandeln, da mit den
linearen Problemgleichungen nicht alle wirklich auftretenden physikalischen
Vorgdnge wie die Ausbildung von plastischen Zonen miterfaBt werden und bei-
spielsweise auch die Annahme eines geradlinigen RiBabschnittes eine starke
Modellvereinfachung darstellt.

Der Gebrauch von Spannungsintensitdtsfaktoren, der ja unter dem Gesichtspunkt
zu sehen ist, mit relativ einfachen Problemgleichungen zu einer ungefdhren
Beurteilung der physikalischen Gegebenheiten zu kommen, sei hier nicht ndher
diskutiert, da es hier nur um die moglichst genaue numerische Ermittlung ven
Losungen der vorgegebenen linearen partiellen Differentialaufgaben geht.
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15.3 Gewinnung der Spannungsintensitdtsfaktoren aus der
Funktion ®(z) bzw. aus ¢'(L)

Um fiir RiBprobleme in anderer Form (s. Kapitel 16) Spannungsintensitdtsfakto-
ren auf einfache Art angeben zu konnen, ist es sinnvoll zu versuchen, diese
Faktoren direkt mit Hilfe der Funktionen ¢ wund/oder W anzugeben. Als ge-
eigneter Ausdruck erscheint hier die Summe der Normalspannungskomponenten
(Gxx +Cyy ) , welche ja invariant gegeniiber Koordinatentransformationen
ist, d.h. filir ein anderes Koordinatensystem x', y' gilt

Gy * Opy = Gy + Gy 2 4Re[d (2)] (15.43)

Hieraus scheint @ die geeignete Funktion zu sein, die Spannungsintensitats-
faktoren zu ermitteln. Verwendet man nun in Gleichung (15.43) fir ¢ die

Funktion
1 1
®.(z) = a z% = —27-1/5 (K, -/'K2)22 , (15.44)
deren Ableitung
1
cp‘s(z)=_(-’_‘1=4i1/§'{K1 -iKy)z 2 (15.45)
2z2

lautet und fiir z=0 singuldr wird, so ergibt sich

G, * G, = Re[4 @ (2)]

XX yy

_1
Re [V2 (K, -iK,)z ?] (15.46)

=V_K17_—cos‘p V_KZV_sm-‘E-

Die, Verwendung der vollstdndigen Reihe fiir ¢'(z) gemiB

, N 77!
j=0
21 1
=_2La12 24.024--220322 +2042 +..... (15.47)




in der Kombination'(cxx-n-cyy ) nach (15.43) Tliefert

G.. +6,. =Rel4d & (z)]

XX Yy

(15.48)
1

2
+4a2+6032 +80‘Z+..;..]

Re[2012

In den Beziehungen (15.46) und (15.48) sind die Glieder mit z 2  fiir z=0

die fiihrenden Terme, und in (15.48) find dann alle anderen Terme klein und ver-
nachlidssigbar gegeniiber dem mit 2z~ /2 hehafteten Funktionsanteil. Daher kon-
nen die in eckigen Klammern stehenden Terme aus (15.46) und (15.48) fir z-=0

1
2

gleichgesetzt werden, gemap
1 1 1

V2(K, -iK,)z 2=2a,z 2+4a, +6a,22 +8a,2 +....
' (15.49)
fir z—0.

1l
Multiplikation der Gleichung (15.49) mit1/v€f-22 und Grenzwertbildung auf
beiden Seiten ergibt zundchst

1

1
V2(K,-iK,) 22 1 [2a, %

lim =lim 22+4a z2 +60,2+....
70 z% ]/2 20 ]/2 z% 2 3
\ 1 / \ / 1 /7
w‘()zz 4¢’()ZZ
S 2 2

und hieraus folgt

1 1
: : 2a, 3 5
K1-IK2=llm—I——1122+40222+5032+ .....
z=0[V2 \,7

= ﬁ‘h (15.51)

Diese Gleichung steht natiirlich in Einklang mit (15.37). Somit ist es also
m6glich, allein aus Kenntnis von ¢ die Spannungsintensititsfaktoren K1 und
K2 zu ermitteln. Der Zusammenhang zwischen ¢ wund den Intensitdtsfaktoren




fiir den Fall, daB das Koordinatensystem mit seinem Nullpunkt an der RiBspitze
Tiegt und sich der Schlitz auf der negativen x-Achse befindet, lautet (15.5C)
und (15.51) zufolge

1
K -iK, =212 zang[tb’ (z) zz] (15.52)

Wird nicht mit einer direkt von z abhangigen Funktion ®'(z) sondern mit
einer Funktion ® ({) gearbeitet, so lautet mit z=f({) die (15.52) ent-
sprechende Beziehung

; 1
K, -iK, = 2VZ lim[ S5 fg)?] (15.53)
(0" f(5)

Hierbei wurde beriicksichtigt, daB der Punkt 2z=0 dem Punkte {=0 entspricht.
Der Term ®(L)/F(L) in (15.53) entsteht, wenn in Gleichung (15.52) zur
Unterscheidung der direkt von z und der von [ abhdngigen Funktionen

¢'(z) in ¢'1(z) umbenannt und sodann ¢"|(z) = (L) =®(L)/F(L) gesetzt wird.

15.4 Verwendung eines Skalierungsfaktors in der Abbildungs-
funktion aus numerischen Griinden

Um bei der numerischen Durchfiihrung der Integrationen auf dem Elementrand den
durchlaufenen Zahlenbereich zu begrenzen, kann mit einem Skalierungsfaktor
gearbeitet werden. Eine Skalierung wiirde man beispielsweise vornehmen, wenn
die Elementlangen zahlenmdBig als besonders groB erscheinen. Der Skalierungs-
faktor (Streckungs- bzw. Stauchungsfaktor), hier mit ¢ bezeichnet, erscheint
dann explizit in der Abbildungsfunktion f(L) in der Form

z=f(f) =cl? (15.58)

und in der inversen Abbildung gemaf
]/z ! mityz : Hauptwert
- z - — 2 z
§ =9(z) - y ( )

dh -t = p <«
(15.55)




Durch geeignete Wahl des reellen Wertes c, wie zum Beispiel durch

¢ = |zmc|x |= Fmax (15.56)
oder durch
c = Izmaxl ’ |zmin | - max * "min (15.57)
2 2

lassen sich der Betrag von [ (IfI =R ) und damit auch die vorkommenden Po-
tenzen von R gezielt auf einen Zahlenbereich um "1" begrenzen. Fiax und Foin
sollen hierbei den maximalen bzw. minimalen, an den Rand des Elementes rei-

chenden Radius r in der z-Ebene kennzeichnen (s. Bild 15.5) .

x1

o Tmax
min

Bild 15.5 : Zur Auffindung eines geeignheten Streckungs-
bzw., Stauchungsfaktors ¢ mit Hilfe von r
und  rpa«

min

AuBer der Anderung, daB [ sich jetzt nach Gleichung (15.55) berechnet,
miissen nur die Spannungsfunktionen in (15.22), (15.23) und (15.24) jeweils
auf der rechten Seite noch mit dem Faktor 1/c versehen werden. Die Formeln
fiir die VerschiebungsgroBen (15.20) und (15.21) behalten ihre Giiltigkeit,
ebenso die Gleichung (15.53) fiir die Spannungsintensitdtsfaktoren, da dort
(in (15.53) ) mit (L) und f( L) der Skalierungsfaktor Beriicksichtigung
findet.

Es sei noch erwdhnt, daB bei allen mit den RiBelementen durchgefiihrten Bei-
spielrechnungen, bei denen sich auch zufriedenstellende Ergebnisse ergaben,
auf die Verwendung eines expliziten Skalierungsfaktors verzichtet wurde,
d.h. er war dort also durchweg c=1 .




15.5 Kurzbeschreibung einiger finiter Elemente mit AuBenrip

8 7 6
@ @ —$
Yi s Annahme 1inearer Randver-
'T%‘ schiebungen zwischen zwei auf-
9 .
: .5 e1nander.‘fo1 genden Knoten,
1 X d.h. zwischen 1 - 2 ,
Sy
2 2 - 3,
@ @ L | usw.
2 3 4
. |
2 2
Anzahl der Knoten: 9
8 fiir Funktional I
obere Summationsgrenze in (L) und W(T) : N ={

9 fiir Funktional II
Anzahl der KnotenverschiebungsgrofBen: 18

18=2N+2 fiir Funktional 1
(hiervon 9 Werte in

und 9 Werte in B )
Anzahl der Freiwerte in c¢ = -

™ IR
A

17=2N-1 fiir Funktional II
(hiervon 9 Werte in a
L und 8 Werte in B )

Integration: zwischen den Knoten 1 - 2 - 3 - 4...... 8 - 9
oder bei Ausnutzung von Symmetrie- und Antimetrieeigen-
schaften (z.B.) nur zwischen 1 - 2 - 3 - 4 - 5§

Bild 15.6 : Charakteristische Daten fir eln rechteckiges
Element mit Aussenriss unter Annahme von
bereichsweise linearen Randverschiebungen

Die in den Bildern 15.6 bis 15.9 verwendeten Bezeichnungen @ , B sowig
Funktional I wund II haben folgende Bedeutungen:

@ @ Vektor der Realteilfreiwerte @j (aus aj = @j +ip; )
B : Vektor der Imagindrteilfreiwerte Bj




Funktional 1 : nicht erweitertes Funktional mit Vorabminimierung
der Randverschiebungsdifferenzen (s. Kap. 8.1)
(Starrkorperanteile beriicksichtigt)

Funktional II : erweitertes Funktional (s. Kap. 8.2)
(Starrkorperanteile weggelassen)

15 14 13 12 11
& @ —@
Annahme quadratischer Randver-
]
16 ' 0 |=L _ .. . .
2 schiebungen zwischen drei auf-
17 9 einanderfolgenden Knoten,
1 X g, d.h. zwischen 1 - 2 - 3 ,
| e B
2 8 2
3 - 4 - 5
. *—©
3 5 6 7 usw.
]
s, . s, -]
-2 2

Anzahl der Knoten: 17

16 fiir Funktional I
obere Summationsgrenze in ®(L) und W(L) : N = {

17 fir Funktional II
- Anzahl1 der KnotenverschiebungsgroBen: 34

(34=2N+2 filir Funktional I
(hiervon 17 Werte in @

a und 17 Werte in B )
Anzahl der Freiwerte in ¢ = P < -
B 33=2N-1 flr Funktional II
(hiervon 17 Werte in @
L und 16 Werte in B )
Integration: zwischen den Knoten 1 - 2 - 3 - 4...... 16 = 17
oder bei Ausnutzung von Symmetrie- und Antimetrieeigen-
schaften (z.B.) nur zwischen 1 - 2 .......8 - 9

Bild 15.7 : Charakteristische Daten fir eiln rechteckiges
Element mit Aussenriss unter Annahme von be-
reichsweise quadratischen Randverschiebungen




Annahme 1linearer Randver-
schiebungen zwischen zwei auf-

einanderfolgenden Knoten,

d.h. zwischen 1 - 2 ,
2 - 3 ,
USW.
Sx = Sx l Sx |
3 3 3

Anzahl der Knoten: 7

6 fiir Funktional I

obere Summationsgrenze in @®(L) und W(L) : N =

7 fiir Funktional II

Anzahl der Knotenverschiebungsgrofen: 14

(14=2N+2  fir Funktional I
(hiervon 7 Werte in &
a und 7 Werte in B )
Anzahl der Freiwerte in ¢ =| | : J
E 13=2N-1 fiir Funktional 1II
(hiervon 7 Werte in @
. und 6 Werte in B )
Integration: zwischen den Knoten 1 - 2 - 3 ....... 6 - 7
oder bei Ausnutzung von Symmetrie- und Antimetrieeigen-
schaften (z.B.) nur zwischen 1 - 2 - 3 - 4
Bild 15.8 : Charakteristische Daten fir ein dreleckiges

Element mit Aussentriss unter Annahme von
bereichswelse linearen Randverschiebungen
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10
1 1{5 Annahme quadratischer Randver-
‘LB Y schiebungen zwischen drei auf-

einanderfolgenden Knoten,

d.h., zwischen 1 - 2 - 3

3 -4 -5

usw.

Anzahl der Knoten: 13

12 fiir Funktional

obere Summationsgrenze in ®(L) und W(L): N =

13 fiir Funktional

Anzahl der KnotenverschiebungsgroBen: 26

I

II

(26=2N+2 fiir Funktional I
(hiervon 13 Werte in a
a und 13 Werte in B )
Anzahl der Freiwerte in ¢ = | J
E 25=2N-1 fiir Funktional 1II
(hiervon 13 Werte in g
L und 12 Werte in B )
Integration: zwischen den Knoten 1 - 2 - 3 ....... 12 - 13
oder bei Ausnutzung von Symmetrie- und Antimetrieeigen-
schaften (z.B.) nur zwischen 1 - 2 ..... 6 - 7
Bild 15.9 : Charakteristische Daten fiir ein dreieckiges

Element mit Aussenriss unter Annahme von be-
reichsweise quadratischen Randverschiebungen
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16 Finite Elemente mit InnenriB (eingeschlossener geradliniger
Schlitz)

Die finiten Elemente mit eingeschlossenem Schlitz (s. Bild 16.1) lassen sich
als Elemente mit elliptischem Loch auffassen, das den Sonderfall einer ver-
schwindenden Halbachse b=0 aufweist.

r - 1

T

Bild 16,1 : Finites Element mit geradlinigem Innenriss
(mit einer zu einem Schlitz entarteten Ellipse)

Die speziellen Parameter ¢ =5 und m =1 fiihren hier nach (14.5) auf die
konforme Abbildung

b 4 =f(t)=-g-(§+ —é—) (16.1)

mit der ersten Ableitung

. .
=2 (1- ) -
die fir die Punkte g,;1 und [ =-1, welche den RiBspitzen entsprechen,
verschwindet. Da nun f an den genannten Punkten gleich Null ist, wird die
Konformitdt dort gestort, und zudem ergeben sich dort singuldre Spannungs-
gradfen.
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Weiterhin ist nicht sofort ersichtlich, daB die Verschiebungsfunktionen u und
v an den betreffenden Punkten endlich bleiben, da sie den Ausdruck f(T) im
Nenner enthalten. Hier ist also zu liberpriifen, ob etwaige Grenzwerte existie-
ren.

Zur Behandlung von Spannungsintensitdtsfaktoren miissen hier zwei Dinge be-
ricksichtigt werden: Zum einen handelt es sich bei der vorliegenden Proble-
matik um zwei RiBspitzen, und zum anderen liegt das urspriingliche Koordinaten-
system der z-Ebene, das durch die Abbildungsfunktion z =f(C) in Verbindung mit
dem Koordinatensystem in der { -Ebene gebracht ist, mit seinem Nullpunkt in
keiner der beiden RiBspitzen. Es sind also Formeln fiir die Spannungsintensi-
tatsfaktoren herzuleiten, die es erlauben die Problematik in anderen Ko-
ordinatensystemen zu behandeln. Nach Herleitung einer allgemeingiiltigen For-
mel fir Intensitdtsfaktoren wird diese fiir die zwei speziellen RiBspitzen an-
gewendet.

16.1 Spannungsintensitdatsfaktoren bei Betrachtung in einem nicht
an der RiPBspitze liegenden Koordinatensystem

Nun sei der Fall betrachtet, daf filir ein RiBproblem unter einer bestimmten
vargegebenen Belastung die Funktion ¢’ nicht in einem Koordinatensystem
vorliegt, das an der RiBspitze mit seinem Nullpunkt liegt und auf deren ne-
gativen reellen Achse sich die Rifufer befinden, sondern in einem transfor-
mierten System. Zundchst sei eine Achsendrehung und -verschiebung untersucht.

Z=X+iy
Riflspitze z=12z5 bzw. y+ Z=x+iy’

2'=0
‘\\\\\\\\\\\ 1{’ﬂL\43
geradliniger

y Schlitz

P —— A

Bild 16.2 : Zur Beziehung der Koordinatensysteme X,V
und Xx',y’
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GemdB Bild 16.2 sei das Koordinatensystem an der Rifspitze nun mit x', y' be-
zeichnet. Zwischen den komplexen Variablen z=x+iy und z'=x'+iy' besteht fol-
gende Beziehung

z=2 %+ z, (16.3)

bzw. .
-ia
(z -zo) e ’ (16.4)

!

Z

mit dem Winkel a , um den die x'-Achse gegeniiber der x-Achse gedreht ist,
und dem Translationsvektor Zg

Die Funktion ¢ 1iege vor als ¢ = ¢'(z)

Wegen der Koordinateninvarianz der Norma]spannungésumme auf der linken Seite
von (15.43) kann auf die Invarianz der rechten Seite beziiglich einer Koordi-
natentransformation geschlossen werden. Dies bedeutet nun, wenn die Funktion
¢'(z) vorribergehend mit ®,(z) bezeichnet sei, daB man eine Funktion ®,(z')
in dem neuen Koordinatensystem einfach erhdlt durch

®(z) = D, (z) = D, (z'e® + zy) =P, (Z') (16.5)
Damit wird aus (15.43) nun
Gex * Gy = Ogx + Opy = Re[@y(2")] (16.6)

Es 1iegt nun gewissermaBen der Standardfall des Kapitels 15 (speziell Kapitel
15.3) vor, bei dem das Koordinatensystem an der RiBspitze liegt und die RiB-
ufer sich auf der negativen reellen Achse befinden. Fir z' = 0 weist somit
die Funktion ¢2(z'] eine Singularitdt der Form 2" V2 auf. Die Spannungs-
intensitdtsfaktoren lieBen sich hier also gemdB (15.52) durch

1
K -iK, =2V2lim|[®,(z) 2% | (16.7)
Z' =0

angeben. Beriicksichtigt man nun, daf der Punkt z' = 0 dem Punkt z = Zg ent-
spricht und nimmt die Beziehung (16.4) sowie (16.5) hinzu, so erhdlt man aus
(16.7) die Gleichung flir die Spannungsintensitdtsfaktoren bezliglich einer bei
z =2 befindlichen RiBspitze gemaB

1
K, -iK,=2V2lim [cb'(z){(z—zo )e"“}z] (16.8)
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Bei einer reinen Verschiebung des Koordinatensystems erhdlt man aus (16.8)
mit a=0 den Ausdruck

K1 =2 V_llm [cb{z) (z - zo) ] (16.9)

2—»20

Nun soll aus (16.8) eine Formel hergeleitet werden, bei der die Intensitdts-
faktoren mit Hilfe einer in der { -Ebene giiltigen Funktion (L) angegeben
werden. Zur Unterscheidung der direkt von [ abhdngigen Funktion ®(L) von
einer entsprechenden direkt von z abhingigen Funktion sei in (16.8) #(z)

in ¢ﬁ(z) umbenannt, so daB nun von der Beziehung

1
K -iKy=2VZ lim [&(2) {(z-2,0¢®}*] 6.0

Z—DZO

ausgegangen wird. Verwendet man nun die Abbildungsfunktion z=f(() , be-
riicksichtigt, daB der Punkt 2z = 8 einem Punkte ( = go entspricht und
setzt

b, (z) =D, (2(F)) = P (F) , (16.11)
so erhdlt man aus (16.10) mit

o(z)

D(z) =P (§) = == (16.12)
! fre)
den Ausdruck
1
Ky-iKy= 21/"um[d;((z{(f(z) f(z;o e .
20 (16.13) -

Um die einzelnen GroBen in dieser Beziehung zu verdeutlichen, sei das
Bi1d 16.3 herangezogen.
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Rifspitze: z=2z,=f((,) transformierte RiBufer
bzw. 2'=0

zZ=Xx+iy nf C=E+in

~

ol

~——
z=f(() /

transformierter
Rifspitzenpunkt  =C,

x',y' : an der RiBspitze befindliches (gedachtes) Standardkoordinaten-
system zur Definition von a und zg
(RiBufer befinden sich auf der negativen x'-Achse)

a  Verdrehwinkel der x'-Achse gegeniiber der x-Achse

Bild 16.3 : Zur Erlauterung der Formel (16.13) zur Berechnung
der Spannungsintensitatsfaktoren

Die Verwendung der Formel (16.13), die ja aus Betrachtungen an einem AuBenriB
(also an einem RiB mit nur einer RiBspitze) hervorgegangen ist, fiir die zwei
RiBspitzen eines Innenrisses erfolgt unter der Annahme, daB die Spannungen an
den RiBspitzen wiederum eine Singularitdt der Form z"qlzaufweisen, wenn der
Koordinatenursprung der z'-Ebene in die jeweils betrachtete RiBspitze gelegt
wird, Bei Richtigkeit der Annahme miiBte der jeweilige Grenzwert existieren,
Fiir die RiBspitzen einer zu einem Schlitz entarteten Ellipse wird sich die
Existenz der Grenzwertausdriicke fiir die Spannungsintensitdtsfaktoren heraus-
stellen, woraus die Richtigkeit der Annahme liber die Art der Spannungssin-

gularitdten bestatigt wird.
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16.1.1 Spannungsintensitatsfaktoren fir die RiBspitze bei
z =a bzw. [=1

z=X+iy L= E+im

1

2b=0 ( — ) € =-1 g
Z=-4 =
L 1

]

z - Ebene { -Ebene

Bild 16.4 : Rissufer und Rissspitzen in der z-Ebene und
auf die {-Ebene abgebildet

Die Anwendung der Formel (16.13) fiir eine bei zp = a liegende RiBspitze
(s. Bild 16.4) Tiefert mit Ly=1 , @ =0 und (16.1) sowie (16.2) die
Beziehung
’ 1
K -iky =2 V2 lim[ 20 {2 (. L) _q]]
(=1" Loy r? 2 4
2

1t a ! 2
=2V7 1 afy. L _>
V—E’T, %(7-2:-2) {F( )}

1
/ 2
. (+ +—-2)
- 4 @(g =1)lim R4 (16.14)
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Flir den verbleibenden Grenzwert ergibt sich

1

lim =lim
{—1 ]- g-z g—bl Zz -1
§2
-1)2
]/(ZZ) ]/;—4
=lim
L—=1 (Z-1)(g+1)
2 43
=lim Vig-1)? ¢
C-=1  (g-1)(y+1)
3
= lim 1/2;-
C—=1 L+l
=1L
2

Mit diesem Grenzwert erhd1t man nun aus (16.14)

K, -iK, = Fﬁ b(y=1)

(16.15)

(16.16)
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16.1.2 Spannungsintensitdtsfaktoren fiir eine RiBspitze bei

z = -a bzw. [ =-1

Zur Ermittlung der Spannungsintensitdtsfaktoren nach der allgemeinen Formel
(16.13) fir den speziellen Fall einer bei z = -a Tliegenden RiBspitze seien
die Bilder 16.3 und 16.4 herangezogen. Mit a=1 , §0=-1 ,» sowie den Be-

ziehungen (16.1) und (16.2) ergibt sich hier
1

K -iKy= 2VZ lim] ¢mz'2) (EX(2 .é-)+a)(-z)}2 |

(1" g
2(’

. 1
_ : ®(y) ! 2
_Zﬁgll_g’_?l[ Q.(]_z'z) {%(’,w ?-:-2)(-7)} ]
2
i

. (L+ L +2)2
= — cé(;:-r) lim (16.17)
Va L=l -7

Der Grenzwert in (16.17) ergibt sich zu

1
(Z+-1-+2)2 53
lim = lim Vige 12y

S Lot (Z-1)(F+1)

/ (16.18)

Aus (16.17) erhdlt man bei Beriicksichtigung des Grenzwertes (16.18) die
Spannungsintensitatsfaktoren fiir eine bei z = -a 1liegende RiBspitze gemdB

Ky -1 K, = -—V%—d'b(z=-l) (16.19)
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16.2 Nachweis von endlichen VerschiebungsgroBen fiir die
RiBspitzen bei z=%ta bzw. [ = %1

Da die Funktion f({ ) nach Gleichung (16.2) bei L=1 wund L=-1 , was den
RiBspitzenpunkten z=%*a entspricht, Nullstellen besitzt, mu fiir die Ver-
schiebungsgroBen u und v, die sich aus

21 (u+iv) =2xDP(L) - (L) ) _ X(3) (16.20)
fcy) f(y)

ergeben, die Existenz der Grenzwerte nachgewiesen werden. Da die betreffenden
Punkte sich auf der Randkurve befinden, auf der die Randbedingungen durch ent-
sprechende Konstruktion der Funktionen ¢ und X erfiillt werden, kann die
Randbedingungsform (14.4} hier zu Hilfe genommen werden. Aus der zu (14.4)

konjugiert komplexen homogenen Randbedingung
s, X
fry)  fy)

ist bei Beriicksichtigung von f({)=0 fir {=%1 nach der Umformung

¢(Z)+f();) auf |yg]=1 (16.21)

i?¢+fg+-)?=0 :
S —v (16.22)
=0 =0 fur ¢ =21

zu erkennen, daB sich mit

fF(5) D) + X(g)
)

eine'Beziehung ergibt, welche auf der linken Seite fiir die beiden kritischen
Punkte L=%1 einen unbestimmten Ausdruck der Form 0/0 aufweist und auf der

o(y) f[ir'|g| =1 (16.23)

rechten Seite einen endlichen Wert. Wenn der Grenzwert auf der Tinken Seite
von (16.23) fir { —=1 bzw. {— -1 existiert, muB er also gleich der rechten
Seite von (16.23) sein, namlich ¢(L=1) bzw. &(L=-1)

Zur Berechnung der Grenzwerte

(16.24)

L%, f
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fiir §o =*1 , kann nicht direkt die Regel von 1'Hospital bezliglich der kom-
plexen Variablen [ herangezogen werden, da der Ausdruck (16.24) auch kon-
jugiert komplexe Werte von L enthdlt und die komplexen Ableitungen dadurch
nicht existieren. So wird hier die Variable [ durch

I = Reie (16.25)

ausgedriickt, und man erhdlt somit die Aufgabe, fiir einen Ausdruck, der von
zwei Variablen abhangig ist, die Grenzwerte zu ermitteln.

Da es fiir einen Grenzwert egal sein muB, aus welcher Koordinatenrichtung man
sich zuerst dem betrachtenden Punkt nahert, ist hier also zu uberpriifen, ob
die notwendige Bedingung

(im|tim f(R.8) (R.6) + X(R.O) | _
OO R-=1 f(R,0)
_=lim[lim f(R,8) ®(R,8) + X(R,8) ]
=- ®(R=1,86=86) mit 6, = {9; (16.26)

erfullt ist,
Einsetzen der bendotigten Ausdriicke, die man aus (14.26), (14.27), (16.1),

(16.2) und (16.25) erhdlt, in die fraglichen Terme von (16.26) liefert nun
zum einen

f(R,8) ®(R,8) + X(R,6) ]

tim [tim
f(R,0)

6 =6y R -1

. M -
. __%_ [1 _ e-2|9 ]ng.Naj eIJG
6-+6, LZI_[’_ e-ZIG]
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M . .
=-‘zNaj e'1% =-@(R=1, 6=6,) mit90={70¢-
J=- (16.27)
und zum anderen
“.m[“.m f(R,8) ®(R,8)+ X(R,8) ]
R-»>1 9"’60 ;(R,G)
a 2] -j ij©
~2[1-R*] 3 ajRT &
- (i j=-N
={m
R—1 a -2
}'["R ]
(16.28)
-2 M T
=-lim 1 R2 lim ZajRJe|Jeo
R—=1 4_ R~ R—1 j-_N
M .
. _
==Y a; '™ - -o(R=1,0-6) mit 5= {2

j=-N
Die Ergebnisse zeigen, daB die notwendige Minimalbedingung (16.26) fiir die
kritischen Punkte erfiillt ist.

Nun kann aber aus der Gleichheit von (16.27) und (16.28) noch nicht die Exi-
stenz der Grenzwerte (16.24) gefolgert werden, da fiir jede Anndherung an einen
kritischen Punkt aus einer beliebigen Richtung sich der gleiche Wert ergeben
muB. Zur Konstruktion eines moglicherweise vorhandenen Gegenbeispiels wird
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eine Anniherungsrichtung gesucht, die einen anderen als in (16.27) und (16.28)
ermittelten Wert liefert. Hierzu wird nun anstelle des Grenzwertausdruckes
(16.24) der konjugiert komplexe Ausdruck betrachtet, fiir den sich bei Existenz
eines Grenzwertes nach (16.23)

1

lim J(B) @MY« X(8) ®(5,) mit o=

L—=Co fry)

(16.29) |

ergeben muB. Die linke Seite von (16.29) liefert nun nach Einsetzen der ent-
sprechenden GroBen

lim -f-(i hd X. =
(~l,  f
(Z+—)Z jayg - (7-—)205‘ C(’ +§)Z/a g
= lim { =N j=-N
)

=lim _J=-
g"go ’..
« 7
~. 1 1 !
AN i
= lim lim Zja;”-llm lim Za;
(=g,  1--L 1=, ieN L, ,-_L (T, j=oN

z? g2
(16.30)

Der letzte Term in (16.30), bei dem nur Grenzwerte analytischer Funktionen
mit der Variablen [ zu bilden sind, kann sofort hingeschrieben werden, und
zwar ergibt sich mit Hilfe der Regel von 1'Hospital
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!

Ty M CM .
-lim —=— lim X a; ¢’ =-) aj ¢y
=L, ,__’2_ {—~L, j=-N j=N

4

M e
-2 e P:=- ®@(R=1,6:6,) (16.31)
j=-N
0

= - CD(zO) mit go = {_: bzw. 80 = { |

T

Zu untersuchen bliebe in (16.30) nur noch der Grenzwertausdruck, der sowohl

L als auch 'E enthdlt und der zur Bestdtigung von (16.29) gleich Null wer-
den miiBte. Dieser Ausdruck enthdlt eine Realteil- sowie eine Imagindrteil-
funktion, welche beide von § und M abhdngig sind, da { = +im gilt.
Fir eine Anndherung an den Punkt [=1 auf einer Geraden m=m,(E-1) mit der
Steigung m, wird nun

g=85+im(§-1) (16.32)
gesetzt und entsprechend fiir eine Anndherung an den Punkt { =-1
E=f+imy(g+1) . (16.33)
Unter Anwendung der Regel von 1'Hospital beziiglich der reellen Variablen §
erhalt man
~. 1 1 ) ! !
t— - -ZIm( -’)4' - - -
”mt y & Z_”m (8 E-im(E-1)  E+im (E-1)
(=1 gLk g ! >
4 [§+im,(E-1)]
. 1-im, 1+im,
"'2Im<| - - 2 + - 5
=lim [g"m1(§"’)] [g*’ml(g"”]
B . 3
[g+im (§-1)]

(16.34)
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Entsprechend ergibt sich bei Anndherung an den Punkt = -1

-2im2+2im2
= - =0 (16.35)
2(1+im,)

lim
{—>-1 1

Fol_ L.
Te 5 g
1

ZZ

Somit sind die Ergebnisse von der jeweiligen Anndherungsrichtung unabhdngig
und mit (16.30), (16.31), (16.34) und (16.35) ist die Giltigkeit von (16.24)

gezeigt.

Mit der Existenz der Grenzwerte fiir die kritischen Punkte ergibt sich, daB
Beziehung (16.23) tatsédchlich fiir den gesamten Rand I{| =1 einschlieBlich
der Punkte {=1 und {=-1 giiltig ist, und somit lassen sich die Verschie-
bungen nach Einsetzen von (16.23) in (16.20) durch

2u(u+iv) =x @(5)+ (L) =(x+1) ®(%) auf |5|=1
(16.36)

darstellen.
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17 Finite Elemente, die das besondere Losungsverhalten an einer
Ecke beriicksichtigen

Enthd1t ein Losungsgebiet eine Ecke mit einem Winkel B , der kleiner ist als
180° (s. Bild 17.1), so ergeben sich fiir den Eckpunkt singuldre Spannungs-

groBen.

&

Bild 17.1 : Losungsgeblet Q mit einspringender Ecke

Mit Standard-Finite-tlementen wird im Eckbereich der singulédre Losungscharak-
ter nicht erfaBt. Sollen nun trotz der vorhandenen Spannungssingularitdten
Aussagen uber einen Spannungszustand unter konkreter Belastung und Vergleiche
bei unterschiedlichen Belastungszustanden moglich sein, so ist es erforderlich,
die Art der singuldren Funktionen zu analysieren und die problemangepaBten
Funktionen mit in die Finite-Element-Rechnung aufzunehmen. Die Koeffizienten
dieser singuldren Funktionsterme konnen als Spannungsintensitdtsfaktoren ver-
wendet werden. Beispiele fiir mogliche spezielle Eckelementformen sind in Bild
17.2 aufgefiihrt.
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aab”
2

Element mit

spitzer Kerbe

/
DA}, Q

Winkelelement

dA3: Randteil,
auf dem die
Spannhungsrand-
bedingungen
exakt erfillt
sein sollen.

Bild 17.2 : Belsplele fu_r miégliche Eckelementformen

Mit Hilfe von Winkelelementen ist beispielsweise auch die Untersuchung von
Gebieten mit polygonzugartig begrenzten Lochern moglich.(s. Bild 17.3).

B1ld 17.3 : Lbsungsgeblet mit 4 speziellen Winkelelementen
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Zur Konstruktion von geeigneten Ansatzfunktionen geht man von einem Gebiet
gemdB Bild 17.4 aus, in das sich der jeweils ausgewdhlte Elementbereich hin-
einlegen 1apt.

z=x+iy=re“p

4

x|

a) b)

Bild 17.4 : a) unendliches Gebiet mit keilformiger Begrenzung

b) finiter Elementbereich (Beispiel) als Tell-
geblet des unter a) aufgefihrten unendlichen

Gebletes
4
Die einzuhaltenden Randbedingungen lauten hier:
(04
- + =
G 0 auf =1 > (17.1)

(17.2)

~
1
o
Q
S
e Y
€
n
"+
hohz
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17.1 Schwierigkeiten beziiglich der Gewinnung von Ansatzfunktionen
bei konformer Abbildung auf die rechte Halbebene

Durch die konforme Abbildung

o8

z=fy) =" (17.3)

wird die rechte { -Halbebene auf das unendliche Gebiet mit keilformiger Be-
grenzung in der z-Ebene abgebildet. (s. Bild 17.5)

Z=X+iy C=E+im
)4 n
Egzg%éggzzzaj; E::z%% t?fj;;;jjjjjjj
a N /
P4 2
23 “ gl
X s
Zz - Ebene " Y-Ebene
Bild 17.5 : Die konforme Abbildung =z -_-g% und
die inverse Abbildung ¢ = z%

Geht man von der Randbedingungsgleichung (10.28) fiir einen unbelasteten Rand

( Tx = TX = 0, Ty = Ty = 0 ) aus, so erhdlt man die nach WY aufgeldste Be-
zjehung

W(y) =- () - FT) -i;i‘-?- auf 1 =in

(e (auf der n- Achse)

(1?.4)
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Bei einer Potenzreihenentwicklung der Form

< oy
®(5) = a; ¢ (17.5)
j=0
kann zwar ® (L) gemdB (10.13) durch
00 —
d(r) = Zajz Za (-1)} ) auf L=1in (17.6)
j=0 j=0

ausgedriickt werden, jedoch findet sich zu der verbleibenden konjugiert kom-
plexen GrioBe

F(g) =t

auf der rechten Seite von (17.4) fiir allgemeine Werte von & keine ana-
Tytische Funktion, die auf der M-Achse identisch ist mit ?7_53 . Dies liegt
daran, daB aufer fir a =2m (geschlitzte Ebene) und a = m (Halbebene) keine
ganzzahligen Exponenten in Eujrt erscheinen, und somit die Beziehung (10.13)
nicht ausgenutzt werden kann. Somit 1dBt sich unter der Annahme, daB ¢ eine
Potenzreihe der Form (17.5) darstellt, keine analytische Funktion W({) fiir
allgemeine Werte von a finden. Bis auf die zwei Ausnahmewinkel gibt es in

Al

der [ -Ebene keine unendlichen Potenzreihen mit ganzzahligen Exponenten fiir
® und W derart, daB die geforderten Randbedingungen exakt erfiillt wiirden.

Moglich sind jedoch unendliche Potenzreihen, deren Exponenten reelle oder
komplexe GroBen darstellen. Um die Randbedingungen erfiillen zu konnen, miissen
diese Exponenten zundachst ermittelt werden. Da es keine besonderen Vorteile
mit sich bringt, weiter in der rechten [ -Halbebene zu arbeiten, werden die
Randbedingungsbetrachtungen in der z-Ebene durchgefiihrt.

17.2 Konstruktion der Ansatzfunktionen bei unbelasteter Ecke

17.2.1 Potenzansdtze fir ¢ wund W in der z-Ebene mit reellen
Exponenten

Die komplexen Funktionen ¢ wund W werden in folgender Weise angesetzt:

®(z) = Z a; Z' Za rhoehie (17.7)
j=0
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V(z) = sz’ ib P e'hi? (17.8)

Mit Aj sind hier die zu den Randbedingungen passend zu ermittelnden Expo-
nenten von z bezeichnet.

17.2.1.1 Ermittlung der Beziehung zwischen ¢ wund W zur Er-
fiillung der Randbedingungen unter Annahme von nur
reellen . Exponenten

Mit (17.7), (17.8) sowie der ersten Ableitung von @ nach z gemd

®(z) = ZA a e ZA a; il elthi-te (17.9)

gestaltet sich die homogene Randbedingung nach (9.56) nun zu

d(z)+Z @ (2)+ Y(z) =

o0 o0 o0 .

— A =i -i Ai-1 i -1) A i

=Za-r1e'1‘p+re‘p Aair! e’ ‘°+Zb-r’e,1¢
~ "] : ¥ L V]
j=0 j=0 j=0

j=0 (17.10)

Hierbei stellt a den Winkel nach Bild 17.4 dar.
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Zum Erfiillen der Gleichung (17.10) ist es notwendig, daB der Ausdruck in den
eckigen Klammern fiir die beiden angegebenen Winkelwerte von ¢ verschwindet.
Hieraus folgen fir ¢=a/2 und ¢ =-a/2 die beiden Gleichungen:

T ia _
a; e”\’avﬂ ajAje' + bj =0 (17.11)
und
— ina ia
aj e 1™+ Clj A] e + bj = 0 (17.12)

Um nun die komplexen Koeffizienten b, durch a. und @. ausdriicken zu konnen,
miBten die beiden Gleichungen (17.11) und (17.12) linear abhédngig sein, was
sie aber fiir allgemeine Werte von @ und Rj nicht sind. Die Werte lj
missen nun also so ermittelt werden, daB die genannten Gleichungen linear
abhangig werden. Hierzu werden die komplexen Koeffizienten durch

a; = oy +if3 (17.13)

und

b;

7, +i9 (17.14)

explizit mit Real- und Imaginarenteilen dargestellt. Dies liefert nun die
beiden Gleichungen

-iA;a - g -in;a -ia .
[e J +Ae ]aj—/[e y -Aje ]ﬁj+7j+16j=0 (17.15)
und -
iAa ia .[ iA;a iu.] .
J . . 17 2. . . . -
[e +Aje ]aj-/ e Aje /314»7J +161-0 (17.16)
Es wird jetzt zundchst angenommen, daB die Grofen kj reelle Werte sind. Mit

dieser Annahme erhdlt man nach Aufteilung von (17.15) und (17.16) in reelle
und imagindre Terme vier Gleichungen, welche sich in Matrizenform darstellen

durch L ]
K -K, 1 0] [e
Ky K0 ’ ﬂj =0 (17.17)
K1 Kz ! 0 71 -
Ky -K, O 1 61




= 1063 -

mit den Abkiirzungen:

Ky = cosaA; + Ajcosa (17.18)
K, = sin a Aj - Ajsin a (17.19)
Ky = sina Aj + Ajsin a (17.20)
K, = cos« Aj - Aj coSs « C(17.21)

Nichttriviale Ldsungen des homogenen Gleichungssystems (17.17) erhd1t man aus
der Forderung, daB die Determinante der Koeffizientenmatrix gleich Null wird.
Der Wert der Determinante ergibt sich zu

K, -K, 1 0
-Ky -K, 0 1
det =-2K, Ky (17.22)
Kk K, 1 0
Ky -K, 0 1
Die Bedingung fiir das Verschwinden der Determinante liefert aus
-2 K, K; {0 (17.23)

mit den Beziehungen (17.19) fiir K2 und (17.20) fir K3 die zwei Nullstellen-
gleichungen fiir die Werte Aj in Form von

sinaAJ - Aj sinae = 0 (17.24)

und

sinaAj + Ajsina = 0 (17.25)
Jede dieser Gleichungen hat unendlich viele Nullstellen. Als rein reell stel-
len sich allerdings (auBer in den Fdllen a=2m und @ = W ) nur wenige
Werte Aj heraus. Da die Gleichungen (17.24) und (17.25) aber unter der An-
nahme entstanden sind, dap alle Aj reelle Werte darstellen, sind die kom-
plexen Losungen noch auf ihre Brauchbarkeit hin zu untersuchen. Zundchst sei-
en jedoch die Losungen mit reellen Exponenten ndher untersucht.
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17.2.1.1.1 Fall 1: L&sungen, die aus sinaAj-Ajsina=0
hervorgehen

Es ist nun giinstig fiir die erwdhnte Untersuchung die Nullstellengleichung
(17.24) in komplexer Schreibweise zu formulieren. Gleichung (17.24) ist dann
dquivalent mit

-iA; QA -ia ia
e ‘-e '-Afe -e )=0 (17.26)
Aus dieser Gleichung ergibt sich die Beziehung
-iaA; -ia QA ia
! - Aje =e I - Aje (17.27)

Wenn nun auf beiden Seiten der Gleichung (17.27) der Term lee""u dazu-
addiert wird, so erhdalt man

-ia\; -ig oA i -ia
e J+/\je = e ’-/\je'u+2/\je
iaA; ia ia -ia
= e !+ A’j e - ZAJ(e - e )
iulj i . .
- e + Aje -4iA;sina , (17.28)

woraus ersehen werden kann, daB bis auf die Sonderfdlle a=2m unda = T
(a=0 hat fir die Problemstellung keine Bedeutung) die Ungleichung

-iaA

; -ia i
e J+Aje ¢ e

: i
Y+ Aje (17.29)

gilt. Die Gleichungen (17.15) und (17.16) seien nun in neuer Form zum Verglei-
chen untereinandergeschrieben, wobei 'yj+i 6j= bj gesetzt ist und die Be-
ziehungen (17.27) und (17.28) ausgenutzt wurden:

[e"“i . A e’ -4i A sina] o -i[eim)‘j - A e’ ]ﬁj +bj=0
(17.30)

(17.31)
i i [ i, ia
[e "“'Aje ]aj-I e J-Aje ]ﬁj-!-bj:-’.a

Die Ldsungen Aj der Nullstellengleichung (17.24) bewirken also, daB die
Koeffizienten von Bj in den beiden Gleichungen (17.30) und (17.31) gleich
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werden, wahrend die Koeffizienten von aj im allgemeinen (bis auf die Fdlle
a=2m und o =T ) verschieden sind. Werden nun (17.30) und (17.31) als Be-
stimmungsgleichungen fiir bj aufgefaBt, so sind nichttriviale Losungen moglich
wenn

o = 0 (17.32)

gilt. Die komplexen Koeffizienten bj aus der Funktion W(z) ergeben sich
dann aus

iak; i
=i b A i .33
X [e A’j e ]ﬁj . (17.33)
Die entwickelten Funktionen ¢ und W Tlauten nun flr den 1. Fall:
X A
®O(z)= ) iy z7 (17.34)
j=0
, 0o _ .
. iaA; ia Aj
Wiz) =) i [e - A e ]ﬁ. z! (17.35)
=0 J J

mit reellen Koeffizienten Bj

17.2.1.1.2 Fall 2: LOsungen, die aus sinaAj+Ajsina=0
hervorgehen

Die Umformulierung der Nu]lste]lengleichung (17.25) fiihrt zu der Darstellung

-iaA; lak. ia
e - by A (e'® -e% )= , (17.36)
woraus sich die Bez1ehung
-au)\ iaA; o
V4 A e = e g4 Aje (17.37)

ergibt. Subtraktion des Termes 21je°'a auf beiden Seiten von (17.37) fiihrt

auf die Gleichung
-iaA; -ia |ak. -ia
e ’-Aje ) e A, e’ -ZAje

iakq ia

- Aje +2)Lj (t-:i'Jl -e' )

!
o
{
R
o

+4iA;sina, (17.38)
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17.2.1.1.3 Zusammenstellung der Ldsungen mit reellen Exponenten

Da sich herausstellte, daf es zwei LOsungsscharen fiir die Exponenten von z
gibt, seien die Losungen der Nullstellengleichung (17.25) zur Unterscheidung
von den iibrigen Losungen in Wj umbenannt. Die Funktionen ¢ und ¥ mit
ausschlieBlich reellen Exponenten lassen sich in folgender Weise schreiben:

00 1. (o] . W
®(z) = ) ajz !+ > i z! (17.46)
j=0 j=0

V(z) [eicl)‘j + A e'® ]aj 2N,

M8

0

—
n

[ oiaw; e *  W;
’[e '-wje [B;z (17.47)

+ j

‘™8

0

J

*
mit den reellen Koeffizienten Qj und Bj sowie lj und wj
als reelle Losungen von

sina/\j +Aj sine = 0 (17.48)

und

n
(=

. Sih o (17.49)

sinawj - w;

17.2.2 Potenzanséatze fir ¢ wund W in der z-Ebene mit komplex-
wertigen Exponenten '

Nachdem sich mit den Bestimmungsgleichungen (17.48) und (17.49) zur Er-
mittlung der Exponenten in den Potenzansatzen fiir ¢ und W herausstellte,
daB neben den reellen Losungen auch komplexe Werte die genannten Gleichun-
gen befriedigen, ist die Brauchbarkeit dieser komplexen Ergebnisse als Ex-
ponenten zu ﬁberprUfen. Niitzlich ist hierbei die Information, daB die LO-
sungen Aj und wj konjugiert komplex auftreten, wie aus der konjugiert
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komp]exen Darstellung der Nullstellengleichung [smalj-rkjsmu 0]

gemaR
-iaA; -ia QA ia
[ '+2;e ]-[e lene ]
\ —y— -
=0
-ia; -ia' BRELY i
[ T4 -le T+n;e
| J
iak; — iaq [ -iak; =— -ia]
[e b+ A -le +Aje
-iak; = -] iaN; = Q7
e +Aje - (e J +Aje =0
und der entsprechenden Darstellung der Bestimmungsgleichung
[sinawj-wjsina=0] gemd
-mwl -lw Idwj ia
] -we

[ -ia;] o -iE)'j] ) [eiuaj _ “_’] eiu] -0

(17.50)

(17.51)

zu ersehen ist. Mit den Losungen lj ,‘ij > Wj ah der angegebenen Null-

stellengleichungen werden nun die folgenden Ansdtze fir ¢ und WV

1
M8
Q
~
o_
>
©
+
g
o
Y.
o
>
©

gemacht:

(17.52)




Wiz)= 2 ¢z +) djz"
i=0 j=0
00 w o0 » QT
* j j
#2020+ djz (17.53)
j=0 j=0

17.2.2.1 Ermittlung der Beziehung zwischen & und W zur
Erfiillung der Randbedingungen

Zur Ermittlung der Beziehungen der einzelnen Ansatzkoeffizienten unterein-
ander, um die Randbedingungen zu erfiillen, ktnnen die Funktionsanteile mit
Aj und wj getrennt untersucht werden. Fir die Anteile von ¢ und W ,
welche Xj sowie Aj als Exponenten enthalten, ergibt sich mit

®(z) = i a Az . i b A 2 (17.54)
< i i '
j=0 i=0

o0 A=l - R _— -1 PN -1y
- . - , . . J
=D aqArie + > barie

j=0 j=0
und
fove) —_— S~ o0 .
— — A -iNy — Aj -ikjy
b = z ar’e + Z_bj r'e (17.55)
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die Randbedingungsgleichung in der Form

D(z)+ 2P (z) + Y(z) =

o0 - - o0
— A _-iNi@ — A =i
= E jre 17+ E jir ) +
J=0 J=0

e i
J=0 J=0
o0 o0 ~ ~
A iy iy
j j i A
e 2 cirie s > dire
j=0 J=0

j=0
2 -i2
o rh em"p[bJ '2h ajz\je| ‘p+cj]} Io
(17.56)
auf ¢ = ¢ —g—

Zur Erfiillung dieser Bedingungsgleichung ist es notwendig, daB die beiden
Ausdriicke in den eckigen Klammern fir ¢=ta/2 gleich Null werden. Somit er-
geben sich die folgenden Gleichungen:

— -k - -ja
aj e 1= bj Aj e' + dj =0 (17.57)
— _iNa — ia
aj e + bj Aj e ¢+ dj =0 (17.58)
- =jAjQ -ia
bj e ' + aAje +c¢ =0 (17.59)
— ikju ia
b. e +aQ.A.e +¢C =0 (17.60)
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Nichttriviale Losungen erhalt man mit

da aus den umgeformten Gleichungen (17.57) bis (17.60) gemdB

-k — =i —
[eljai- Aje| ]aj+dj =0 (17.62)
ffju -—_ i —
[e +Aje ] aj + dj =0 (17.63)
L Ve J
-ina  — -ia
(™. %)
-i\ja Y -ia 0
[e +t Aje ] aj +Cj = (17.64)
iAia ia
[e s Aje ] aj+¢;=0 (17.65)

-V

-iA;a -ia
(e ’+Aje )

unter Beriicksichtigung der Beziehung (17.50) ersehen werden kann, daB je
zwei aufeinanderfolgende Gleichungen identisch werden. Die Koeffizienten

cj und dj ergeben sich zu

iAa ia
C| =-[e ™ s z\je ]aj (17.66)
und

in; — ia]—
dj - [e' i? . Aj em]aj (17.67)

Die Funktionsanteile von ¢ und W , welche wj sowie Eﬁ als Exponenten



enthalten, fiihren zu der Randbedingungsgleichung

®(z) +Zd(2) + V(z) =

o0 — .
W; lw -|2w * o =12 *
-'-'Z{ J‘p[ J‘p"' waJe Lp-l-dj]-'-
j=0

w; uu —t -i2W -i2 l
re? [b i aJ*wJ ? +cj ]} =

+

auf @=12 (17.68)

<
2

Die vier Gleichungen, die aus dieser Bedingungsgleichung hervorgehen, lauten:

ae S, b;a—J] e'% 4 dj =0 (17.69)
T e bwme® «d =0 (17.70)
5]* e %, aJ' w; Raali cj* =0 (17.71)
b e, a; w; e'® 4 ¢ =0 (17.72)

Aufgrund der Losungseigenschaften der Nullstellengleichung fiir wj s,
welche aus (17.51) abgelesen werden kdnnen, ergeben sich flir

b = - E'J:* (17.73)

nichttriviale Losungen, wie aus den umgeformten Gleichungen (17.69) bis
(17.72) gemdB
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-jw;a -— =] —
[ -we ]a, +dj=10 (17.74)
iw: o — T — *
[e ). w; e ]aj*+ dj=0 (17.75)
\ —\ /
(-iu‘:}a —_ -m)
e -
j
-iw: o -ia . .
-le ! - wje }aj+cj=0 (17.76)
w;a ol . »
-le - wje aj + ¢ = 0 (17.77)
| ‘l
"4

-iwja -ia
e - UJj e

* *
entnommen werden kann. Die Koeffizienten cj und dj lassen sich durch

. iwja ia N
Cj = |e - wj e aj (17.78)
und
* |w—a —_ i —
d; =-[e T -wje ]aj* (17.79)
angeben.

Zur Erfiillung der Randbedingungen stehen einem nun folgende Funktionen ¢
und W zur Verfiigung:
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=02
o0 w-
o> [Lo(21-2%) «i L Btz 2] (17.80)
j=0
= Na T oiall)
Wiz) =-) J[ce')‘m4»/1 e'm]zJ Za[| <JL~~)\jemlz’+
) (17.81)
. aJ [elw Cl- wJ e|a ]zwj -Z Ejk[eled _ wJ e|a]zwl
j=0 j=0
mit
aj = 2—’((!]- + Iﬁj) (17.82)
a}’ =?7(cxf+i/3;) (17.83)

sowie )‘j und Wj als reelle und komplexe LOosungen von

sinaAj+Ajsina = 0 (17.84)

und

'sinczwj - szinoz 0 (17.86)

Fiir reelle Exponenten ergeben sich mit Tj = Aj und Gj = Wj aus (17.80)
und (17.81) die in Kapitel 17.2.1.1.3 dargestellten speziellen Losungsfunk-
tionen ¢ und WV
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17.2.3 Ansdtze fir ¢ wund W in einer Ebene, die durch
Streckung bzw. Stauchung aus der z-Ebene hervorgeht

Da die Funktionen ¢ und W als Ansdatze fiir ein numerisches Verfahren in
einem bestimmten Gebiet verwendet werden, ist es sinnvoll, auf den benutzten
Zahlenbereich zu achten. Da bei den einzelnen Elementen nur Integrationen auf
dem Rand durchgefiihrt werden, kann ein Intervall fiir die vorkommenden Werte
von r angegeben werden, und zwar brauchen nur der maximal und minimal vor-
kommende Radius in der betreffenden Elementfigur gesucht zu werden. (s. Bei-
spiel in Bild 17.6).

auf diesen
beiden Seiten wird r, bzw.R,: minimaler Radius in
nicht integriert z- bzw. [-Ebene

ry bzw. Rzz maximaler Radius in
z- bzw. [-Ebene

Bild 17.6 : Illustration zur Auffindung elnes geeigneten
Streckungs- bzw, Stauchungsfaktors ¢




- 130 ~

Hierbei ist zu beriicksichtigen, daB auf den beiden Elementseiten, die auf den
betrachteten Eckpunkt zulaufen, nicht integriert wird.

Bei einer numerischen Rechnung, die auf in der z-Ebene giiltigen Funktionen
basiert, ist darauf zu achten, daB die vorkommenden Potenzen von r weder zu
groB oder zu klein werden noch sehr grofe Unterschiede in der GroBenordnung
aufweisen. Glinstig ware es natiirlich, wenn die vorkommenden zu potenzierenden
Zahlen in der Ndhe des Wertes "1" ldgen. Eine Skalierung kann einfach dadurch
vorgenommen werden, daB nicht mit z sondern mitz/c als Argument in den
Funktionen @ und W gearbeitet wird. Dies entspricht einem Ansetzen der
Funktionen ¢ und W in einer [ -Ebene die durch

= £
g = - (17.86)

mit der z-Ebene in Beziehung steht. Anstelle des Intervalles

n=r =1rn (17.87)
wiirde dann ein Bereich

R =R = R2 - (17.88)

treten (s. Bild 17.6), der durch eine der Geometrie des betrachteten Ele-
mentes angemessenen Wahl von ¢ um "1" herum liegt. Beispiele filir die Wahl von
¢ mit den zugehorigen Intervallen fir R in Klammern sind

c-_-r1->(IsRsr—) , (17.89)

1

r
c = r ~>(r—2‘ =R =<1) (17.90)
oder

(17.91)

r,+r r,-r.

-1 2 _.2_L

cT—z M’([’ +r2] [“ ro+r, ])

Sollen die benotigten Funktionen nun in der T -Ebene angesetzt werden, so
hraucht in den Formeln (17.80) und (17.81) fir ® bzw. W nur z durch
C ersetzt zu werden. Diese von [ abhdngigen Funktionen erfiillen ebenfalls
die Randbedingungen, da der Faktor c keinen EinfluB auf die prinzipielle



= 127 -

Form der Randbedingungsgleichung hat, in welche die Abbildungsfunktion

zZ=1f(Y) =cyg (17.92)
und deren Ableitung
. v
f(g)=c (17.93)
nur durch den Faktor
—_— c._. _
= Z = z (17.94)

fey) c

eingehen und ¢ infolge Kiirzens herausfdallt. Die Randbedingung

Brz) « Frg) 202, wey) -
feo)

=Bg) + T DY) + W(L) =0 (17.95)

ist also von der Form her identisch mit der bisher verwendeten Gleichung

®(z) +z®(z) + Y(z) =0 (17.96)



17.2.4 Die Exponentenfolgen kj > Wj und Auswahl
zuldssiger Werte

Als Beispielfolgen sind fiir den Winkel a=3/2n in den Tabellen 17.1 und
17.2 einige Werte Aj und wj nach der GroBe fihrer Realteile geordnet. Die
Indizierung von Xj und wj ist so gewdhlt, dap alle Werte mit positiven
Realteilen positive und alle Werte mit negativen Realteilen negative Indizes
erhalten. Die konjugiert komplexen Werte 7[] und EE] ,» welche ja ebenfalls
Losungen der betreffenden Nullstellengleichungen darstellen, sind als Folgen
mit der gleichen Indizierung in den Tabellen enthalten.

j Ajo, ()
-4 -4.31037729154121 + 1 0.45549357908679
-3 -2.97184377315928 + 1 0.37393120541641
-2 -1.62925737675957 + i 0.23125054711511
|_-1_| _-0.54448373678246
0 0
1 0.54448373678246
2 1.62925737675957 + i 0.23125054711511
3 2.97184377315928 + i 0.37393120541641
4 4.31037729154121 + 1 0.45549357908679
5 5.64711177366080 + i 0.51368381202418
6 6.98287044150660 + i 0.55910826196299
7 8.31803368781652 + 1 0.59641942712571
8 9.65280394915790 + i 0.62809935979624
9 10.98729978336188 + 1 0.65563545682684
10 12.32159563549198 + i 0.67999171741576
Tabelle 17.1 : Nullstellen Aj ,%j von sina}j+ Ajsina =0
mit a=3/2rm2270°
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j wj ,(w_j)
-4 -3.64142009772159 i i 0.41878670205671
-3 -2.30132706071440 + i 0.31583674552509
-2 -1
-1 -0.90852918984610
0 0
1 0.90852918984610
2 1
3 2.30132706071440 + 1 0.31583674552509
4 3.64142009772159 + i 0.41878670205671
5 4.,97890219894980 + i 0.48662546812265
6 6.31508337763178 + i 0.53762738728742
7 7.65051117299749 + i 0.57859114200853
8 8.98545917844731 + i 0.61285433817006
9 10.32008076682346 + i 0.64231617951684
10 11.65446918131276 + i 0.66816431966449

Tabelle 17.2 : Nullstellen wj, wj von sina wj - wj sina =0
mit a=3/2n 2 270°

Es bleibt noch zu liberpriifen, welche von den unendlich vielen Ldsungswerten
lj und wj aus (17.84) bzw. (17.85) fiir eine Problemldsung zuldssig sind
und in Frage kommen. Hierzu wird zundchst die allgemeine komplexe Potenz Cq
mit

= R e (17.97)

und
a=a, +iaq; (17.98)

zwecks einer Untersuchung in einer geeigneten Form dargestellt, und zwar
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gilt:
a alng e(u,—+iui)(lnR+i9)

g -e

a,lnR-a;0+iq,0+iqg;lnR

(17.99)
a -4;0 ia,® iqilnR
e e e

R

ia,®

r . -a;6
R [cosc.zilnRu:slnailnR]ecl e

(cosa,B8+isina, 6 )

Der Term e’cie e'ure bleibt fiir endliche Werte von aj beschrankt, wahrend

der von R abhangige Teil in (17.99) beziiglich des Verhaltens fiir R-—=0 zu
untersuchen ist.

Zunachst sei der Fall ar:>0 betrachtet. Die Sinus- und Cosinusfunktionen
sind fiir alle reellen Argumentwerte zwischen -~o0 und +oo definiert und
1iegen zwischen -1 und +1 . Es kann also von den Ungleichungen

-1 = cosaq; InR = 1 (17.100)

und

-1 = sinag; InR = 1 (17.101)

ausgegangen werden. Multiplikation von (17.100) sowie (17.101) mit RYr
und Aufstellung der Grenzwerte fiir R-m(0 Tiefert zunadchst

. ar . .Clr . ar
-limR =lim [R cos q; ln R] =IlimR (17.102)
R-=0 R-=0 R -0
und
-limR" =lim [Rn'sin a; (n R] = limR"™ (17.103)

R-+0 R -»0 R-=0
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. a
Nach der expliziten Bildung von Llim R * kann aus

R-=0
. Qy
0 = llm[R cos a, lnR] =0
R-=0
und
; ar
0 = llm[R sin a, lnR] =0

R-+=0

geschlossen werden, daB

lim [Ru' cosa,(n R] =0 (mit a, > 0)
R -0

und

lim [Ru' sin a,ln R] =0 (mit a, >0)

R-=0"

gelten miissen.

(17.104)

(17.105)

(17.106)

(17.107)

Fur a, = 0 und a; $ 0 gibt es fiir die verbleibenden Terme cos(ailrlR)

und sin(ui InR) keine Grenzwerte mit R-=0 .

Ist nun ar<:0 » S0 liefern die Ungleichungen

limR"™ stim[R"*'cos ajinR] = limR"™

R-=0 R-+0 R->0

— - 00 -» 00

und
1im R <tim[R"™ sin a,inR] = timR
R-0 R-=0 R-=0

-» - 00 —» 00
die Aussage, daP die Ausdriicke

R cosatnR we R sinaiInR

"'Idr'

(17.108)

(17.109)
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a l1,(i})
20° 2.07947991720516 + i 6.38438830561358
30° 8.06296525882784 + i 4.20286708520903
40° 6.05783091161760 + i 3.09536590921922
50° 4.85735568851426 + i 2.41684016628022
60° 4.05932901215137 + i 1.95204994722751
70° 3.49140357875117 + 1 1.60849050128831
80° 3.06743447872039 + i 1.33958617004435
90° 2.73959335632460 + 1 1.11902453434242

100° 2.47921547212980 + i 0.93037330522173

110° 2.26809568641771 + 1 0.76211834738922

120° 2.09413910919242 + i 0.60458500270356

130° 1.94902321226400 + i 0.44635588346806

140° 1.82686861077354 + i 0.26169531720800

150° 1.53386000277759

160° 1.28841389377039

170° 1.12509643539585

180° 1.0

190° 0.90004381148814

200° 0.81869585132384

210° 0.75197454540764

220° 0.69716497209720

230° 0.65226955518163

240° 0.61573105949078

250° 0.58627886495729

260° 0.56283948048168

270° 0.54448373678246

280° 0.53039571912977

290° 0.51985430311392

300° 0.51222136116051

310° 0.50693284228647

320° 0.50349048318478

330° 0.50145300871355

340° 0.50042637542606

350° 0.50005298712644

360° 0.5

Tabelle 17.3 : Nullstellenwerte Ay

sinalj + 7\] sihna =0

(und A )

aus

mit kleinstem positiven
Realteil fur diskrete Werte von a
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+ t y + t { $ 1 -
a

30° 90° 150° 210° 270° 330°

Bild 17.8 : Verlauf der kleinsten positiven Nullstellen-
werte wy aus sinawj - Wj sina = 0
in Abhdngigkeit von a

a W

10° 1

20° 1
250° 1
257.4° 1
258° 0.99576576628600
260° 0.98047492545310
270° 0.90852918984610
280° 0.84343956892930
290° 0.78444055297409
300° 0.73090074151295
310° 0.68229483030706
320° 0.63818247129336
330° 0.59819184961408
340° 0.56200654961948
350° 0.52935473834138
360° 0.5

Tabelle 17.4 : Kleinste positive Nullstellenwerte wq aus
sinaw; -wjsina= 0 flr diskrete Werte von a
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Die Nullstellenfolgen kj und wj weisen folgende Eigenschaften auf:

1. -Werte Aj , deren Realteile in dem Intervall 0<Re[lj] < 1 liegen,
sind rein reell. Entsprechendes gilt fiir wj . Werte Ay und wy , die
kleiner sind als 0.5, treten nicht auf.

Fiir T=Ea=2m gilt: 12 A
Fir l43n=a<2ngilt: 1= W,y

0.5
0.5

=
=

2. Fiir die ndchsten Werte Ap , wo in den Losungsfolgen gilt Re[kz] =1
bzw. Re [‘”2] =1

3. Der Fall Re[kj] =0 und gleichzeitig In1[lj] 3 0 kommt nicht vor.
Die entsprechende Aussage gilt fiir W

Neben Ag=0 und wg=0 konnen alle aufeinanderfolgenden Werte der Null-
stellenfolgen verwendet werden, fiir die Re [7\j] > 0 bzw. Re[wj]>0 gilt.
Aufgrund der angegebenen Eigenschaften sind zwar singuldr werdende Spannungs-
groBen moglich, jedoch unendlich oft oszillierende und zusdtzlich unbegrenzt
anwachsende Spannungsfunktionen treten nicht auf. Die singuldr werdenden
Spannungsfunktionsterme, welche hier auftreten, gewdhrleisten auch die Kon-
vergenz der zu bildenden Integrale wie im Kapitel 18 angedeutet wird.

17.2.5 Die Funktionen &, W sowieu,Vv, Oyy , Oyy
und Tyxy fir eine Finite-Element-LOsung

Fiir eine Finite-Element-Losung wird eine endliche Anzahl von zuldssigen Ex-
ponentenwerten kj und wj aus den Bestimmungsgleichungen (17.84) und (17.85)
verwendet. Explizit ausgerechnet Tiegen die Exponenten fiir eine einspringende
Ecke mit rechtem Winkel (d.h. a = 270° gemdB Bild 17.4) in den Tabellen 17.1
und 17.2 vor.

Mit den der Knotenzahl eines jeweils betrachteten Elementes angepaBten
oberen Summationsgrenzen N und M seien die Funktionen ¢ , & , ® sowie
W und W nun in folgender Form angegeben:
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N
D(L) = Zo[ajA1(§,A-) + 113 31(?;,1,-)] *
]j=
Mo
o> [ AL, w) + iBBj(E v, )] (17.112)
j=0
. N
D(L) :Zo[ajAz(g,A-) + 13 Bz(Z,A,-)] +
]=
M * *
. Zo [O‘jAz(Z:‘”j) + ipj*B;(g,w-)] (17.113)
)=
[ 1] N
B(z) =Y [ Ay (5,40 +iB;By(5,4,)] «
j=0
M X 4 ¥
+-Z(:[ajA3(Z'wj) cifB3(L,w) ] (17.114)
]=
N |
W) =3 layAce,ay) +if;8c8,4)]
j=0
M x *
+%[°‘j41.(§o‘”') +i/3j*8,f(2;,w.)] (17.115)
J=
. N
Ge5) = (o A5 (5,00 + i By (3,A)] +

j=0

M
+j=Zg [a}'As(z,wj) +i[3j*B§(z,w])] (17.116) -
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nit ¢ = £ (c: zu wdhlender Normierungsfaktor)

c (17.117)
A(E,A) = -2’-[§kj + ZTJ] (17.118)
By (%,4) =-§7-[ij -ij] (17.119)
A;(Zawj) = _‘_27_[ng - gwj] (17.120)
By(y,w;) = ?’[ij +§aj] (17.121)
A)(8,A5) = -3’.- :/\j Z)\j-’ + /TJ ZT’A] (17.122)
Byt A ) = L (2,097 X ph7) (17129
Ay(L,w;) = -2’—[011- it EJ}ZQT]J] (17.124)
B;(ij) = 3’ [w, it w; ZuTj-1] (17.125)

g Aie —_— — X -
Ass,a;) = L -0 e A -] )
' Aj-2 =+ = Aj-
By(x,Ap) = LA -10852 - A - 0P )
Ays.wp) = Lwy (w1787 - @ @-10852] ()

By(y,w) = —2’_[wj(wj -1, wj (07}-7)ij-2: (17.129)
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+

At a) = et v eyp’]
B (5,2 = L [egh - eyrh]

A/,(Z,w)- —[e* Wi, ok w,]

B, (Y,w;) = '217 ert”i - e3g"i]

A5t ) = L2687 T

1 A -1
B._;(Z,l‘) s 3"[/\]- e,Z 1 Aj

A;(Z'wj) = --2-’—[(”J e’;zwj'l —

» * w._]
Bs(t,wy) = Lwj e -

In den letzten Gleichungen wurden nachstehende Ausdriicke verwendet:

ilja ia
-[e + A. e

e j

e;(4;)

_ Na  —
er= exXj) = -[e" + Xje']

x * iw;a i
- ol 1

& = e(w)=e -w; e

¥ L py— wia -_
- = - el

e, = &(w) = [ W, ]

e ij " ]

€2 gﬁ ]
ezl%_q

@, e; "]

(17.

(17.

(17.

(17.

(17.

(17.

(17.

(17.

(17.

(17.

130)

131)

.132)

133)

134)

135)

136)

137)

138)

139)

.140)

141)
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Die Verschiebungs- und Spannungsfunktionen ergeben sich mit den oben
angegebenen Ausdriicken im einzelnen zu:

2pu = Re[x @ - % g-W]:

=§ {[ xRela,]-( £Re[A,]+ nim[A,)) - Re[A]]e; «

+ :-;vclm[B1 ]1- (-E Im[52]+ n Re [32])* Im[B,.]]ﬁj }’

*

M . " - xq]
+.Z { xRe[A;]-( t Re[A,]+ 71/""’[Az])‘"?e[Al.],"‘j *

+ [-2im[8]1- (- £ im[B3]« n Re[B3]) « Im[B]1| 3 }
(17.142)
2uv = Im[x® -y b -F]-=

N
- Zo {[x 1m[A]-( nRel4)- £ Im[a])« Im[A]] o
j=
« [x Re [B,1-(-n Im[B,]- £ Re[B,]) « Re[B,]] B, } -

3 (e mlay 1- ( n Rela;)- g mlis]) il
j=

+ [x Re[B}1-(-n Im[B})- £ Re[B}]) +Re[8]]] ]

(17.143)



- 213 -

o < Re[L(E - &-T5 - 0] -
- i _CL[[z Re[A,]- (£ Re[As]+nim[A,]) - Re [Ag]]«; +
j=0
+[-21m[8,)-(-£/m[B;]+ nRe[B,]) + Im[B5]] B}

.go L{[2re[4;]- (Re[A3)enim[A}]) - Re [Ag]] ; «
+[-2im[B3]-(-£im[B})+ nRe[B;]) « im[B:]] 6]}

(17.144)

ny = f?e[?g-(é;.+ QB + E-&;-o QD)] =

S
=3 Fl[zRela)e (2 Rela]enim(a])« RelA] o,
j=
+[-2im 8,1 £imiB,JenRe[8,])- Im(8]]] 3} +

ﬁo CL{[ZRe [43]+(£ Re[A3)s nim[A]])+ Re[Ag]] a; «
J:

+[-2im[B}) +(-zim[B}]e nRe[8}])- Im[B]] A ]

(17.145)
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Tyy= IM Cl(f v)] -

N X
=.Z CL{ -7 Re[A3]+§ Im [A3] + /IT)[AS]] o +
‘ [TI Im[B,]+ Re[B,]+ Re[le]pj}*

M ] * x ¥ x
,Zo L{[-nrelazle £ im[A]] < im[A]] o «

. [nlm[B;]+gRe[B3*]+ Re[B’S]]ﬁ}} (17.146)

Beim Programmieren ist hier darauf zu achten, daB bei reellen Exponenten
*

)\j » Wj die Funktionsterme mit den Koeffizienten aj und Bj Null werden

und somit wegfallen.
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17.3 Spannungsintensitatsfaktoren bei spitzen Ecken

Bei Ecken mit einem Winkel a nach Bild 17.4, welcher im Intervallm<a <2mn
liegt, treten infolge der reellen Exponentenwerte A4 und wq , die in dem
Bereich 0.5=<Ay =< 1 bzw. 05 < wy =<1 liegen, singuldre SpannungsgroBen im
Eckpunkt auf. Als MaB der Intensitdt der vorhandenen singuldren Funktionen
konnen wiederum deren Koeffizienten benutzt werden. Die koordinateninvariante
Normalspannungssumme mit den betreffenden Termen aus dem singuldren Funktions-
anteil 65 lautet hier

Ogg * Oy 7 Oxx T Oy T ¢Re| d;'s ]
= 4 Re [Z{' (@ 2, 87 v ipywy )] (17.147)

Aq-1 * .
Ci[d:.)\.“‘? 1 COS(A“ ”)e’ﬁ‘ w1 Rm1 S’n(w1"’)e]

Mit den Polarkoordinaten in der z-Ebene, die mit den Polarkoordinaten in der
C -Ebene durch

6 = ¢ (17.148)
und
R = _&r_ (17.149)

in Verbindung stehen, 148t sich die Normalspannungssumme durch

- * -
Cyx*Oyy =4 [# oA, P cos(A-1)p - E’F‘ﬁ’ wyr ! 1sin(w1—7)¢]
(17.150)
ausdriicken, wobei ¢ ja einen gewdhlten Skalierungsfaktor darstellt. Aus der
Darstellung (17.150) kdnnen nun die Faktoren

A ¥ w
(4)\,1a1/c') und (-4w1/31/c 1)
als Spannungsintensitdtsfaktoren definiert werden. Moglich ist natirlich auch

eine Definition, bei der aus diesen Koeffizientenausdriicken noch jeweils ein
konstanter Faktor herausgezogen wird.
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17.4 Kurzbeschreibung einiger finiter Elemente mit spitzer Ecke

Annahme 1inearer Randver-
schiebungen zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Knoten,

d.h. zwischen 1 - 2 ,
2 - 3 ,
USwW,

Anzahl der Knoten: 9

5 fir Funktional I
obere Summationsgrenzen in ¢{{) und W(L) : N=M= {
6 fiir Funktional II

Anzahl der KnotenverschiebungsgroBen: 18

(19=2N+2M-1  fiir Funktional I
(hiervon 9 Werte in a

und 10 Werte in B )
Anzahl der Freiwerte in ¢ = -

= |r

20=2N+2M-4 fiir Funktional 1II
(hiervon 10 Werte in @
L und 10 Werte in B )

Integration: zwischen den Knoten 1 - 2 - 3 ....... 8 - 9
oder bei Ausnutzung von Symmetrie- und Antimetrieeigen-
schaften (z.B.) nur zwischen 1 - 2 - 3 - 4 - 5

Bild 17.9 : Charakteristlische Daten fir ein Element mit
spitzer Kerbe unter Annahme von bereichs-
welse linearen Randverschiebungen

renpeeree

Die in den Bildern 17.9 bis 17.12 verwendeten Bezeichnungen a , E
sowie Funktional I wund II haben folgende Bedeutungen:

Q@ @ Vektor der Realteilfreiwerte aj , af
(aus aj= aj + iBj und q’} = qj*+ i Bf )

B : Vektor der Imagindrteilfreiwerte Bj, ﬁj¥




- 217 -

Funktional I : nicht erweitertes Funktional mit Vorabminimierung
der Randverschiebungsdifferenzen (s. Kap. 8.1)
(Starrkorperanteile beriicksichtigt)

Funktional II : erweitertes Funktional (s. Kap. 8.2)
(Starrkorperanteile weggelassen)

15 14 13 12 11

Annahme quadratischer Randver-
schiebungen zwischen drei auf-
einanderfolgenden Knoten,

d.h. zwischen 1 - 2 - 3 ,

3 - 4 - 5,

Usw.
3 4 56 7
Sx o S
2 2

Anzahl der Knoten: 17

9 fiir Funktional 1
obere Summationsgrenzen in ®(L) und W(L) : N=M={
1

0 fiir Funktional II
Anzahl der Knotenverschiebungsgrdfen: 34

(35=2N+2M-1  fiir Funktional I
(hiervon 17 Werte in @

und 18 Werte in B )
Anzahl der Freiwerte in ¢ = -~

™ |n

36=2N+2M-4 fiir Funktional 1II
(hiervon 18 Werte in a
und 18 Werte in B )

Integration: zwischen den Knoten 1 - 2 - 3 .......16 - 17

oder bei Ausnutzung von Symmetrie- und Antimetrieeigen-
schaften (z.B.) nur zwischen 1 - 2 ,,.. 8 - 9

Bild 17.10 : Charakteristische Daten fiir eln Element mit
spitzer Kerbe unter Annahme von bereichs-
welse quadratischen Randverschlebungen
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7 6 5
o— -9
s s Annahme linearer Randver-
y 2y _2x . . :
2 -2 schiebungen zwischen zwei auf-
#54 einanderfolgenden Knoten,
X < d.h. zwischen 1 - 2 ,
e A
2 2 - 3 [}
— J' USW.
1 2 3
Sx Sx
2 2

Anzahl der Knoten: 7

4 fiur Funktional I
obere Summationsgrenzen in ®(L) und W(L) : N=M= ‘

5 fiir Funktional II
Anzahl der KnotenverschiebungsgroBen: 14

(15=2N+2M-1 flr Funktional I
(hiervon 7 Werte in @
und 8 Werte 1n.E )

[~

Anzahl der Freiwerte in ¢ = <

I

16=2N+2M-4 fiir Funktional II
(hiervon 8 Werte in @
L und 8 Werte in B )

Integration: zwischen den Knoten 1 - 2 - 3 ....... 6 - 7
oder bei Ausnutzung von Symmetrie- und Antimetrieeigen-

schaften (z.B.) nur zwischen 1 -~ 2 - 3 - 4

Bild 17,11 : Charakteristische Daten fir ein Element mit
einspringender 90°-Ecke unter Annahme von
bereichswelse linearen Randverschlebungen
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Annahme quadratischer Randver-
schiebungen zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Knoten,

d.h. zwischen 1 - 2 - 3 ,

3 -4 -5,

USW.

Anzahl der Knoten: 13
7 fir Funktional 1

obere Summationsgrenzen in ®(L) und W(L) : N=M=
8 fiir Funktional II

Anzahl der KnotenverschiebungsgroBen: 26

(27=2N+2M-1 fir Funktional I
(hiervon 13 Werte in a
und 14 Werte in J} )

Anzahl der Freiwerte in c =

™ iR

28=2N+2M-4 fiir Funktional II
(hiervon 14 Werte in @
L und 14 Werte in B )

Integration: zwischen den Knoten 1 - 2 - 3 ....... 12 - 13
oder bei Ausnutzung von Symmetrie- und Antimetrieeigen-

schaften (z.B.) nur zwischen 1 - 2 ..... 6 - 7

Bild 17.12 : Charakteristische Daten flr eiln Element mit
einspringender 90°-Ecke unter Annahme von be-
reichswelse quadratischen Randverschiebungen
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18 Konvergenz der Integrale bei Funktionen, die in einem Rand-
punkt singuldre SpannungsgroBen hervorrufen

In den verwendeten Funktionalen sind Integrale der Form f‘gT Ttds

zu finden. Werden nun Funktionsanteile aus T , worin ja die SpannungsgroBen
Oxx » Gyy > Txy mit Richtungskosinus versehen, enthalten sind, fir einen
Punkt auf dem Integrationsweg singuldr, so ist die Konvergenz der uneigent-
Tichen Integrale zu zeigen. In den behandelten Beispielen mit singuldrem
Verhalten in einem Randpunkt, wie etwa den Elementen mit AuBenriB, waren die
Funktionen so konstruiert, daB die Randbedingungen auf dem den kritischen
Punkt enthaltenen Teil der Randkurve erfiillt waren. Hierdurch wurde geschlos-
sen, daP auf dem entsprechenden Randstiick nicht integriert werden zu braucht
(s. Bild 18.1), was aber wegen der moglichen Singularitdt des Integranden
einer ndheren Betrachtung bedarf.

T=0 auf y r
den RiBufern ¥@= — 'A\P - T ist singular

® @ : im Punkt @

Wegen der Singularitdt von T im Punkt @ erfolgt

O]

Konvergenzuntersuchung, ob j[! Jtds =0 gilt.

O]

Bild 18.1 : Zur Konvergenzuntersuchung bei singulér
werdendem Integranden

Um zu entscheiden, wann nun die vorkommenden uneigentlichen Integrale exi-
stieren, ist es glinstig, die Integranden als Funktionen des Radius r-auf-
zufassen und die auftretenden Terme mit kritischen Exponenten zu betrachten.
Wenn der kritische Punkt wie in Bild 18.1 bei r=0 liegt, sind beispiels-
waise Integrale der Form

0 0
F(r,p =7)dr = M (18.1)
® /@

endlich endlich fir p<1
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zu betrachten, welche als uneigentliche Integrale existieren, sofern
p <1 (18.2)

gilt. Der groBte Wert p, der bei den Integralen fiir ein Element mit AuBenriB
auftritt ist p = 0.5

Eigentlich missen die Betrachtungen beziiglich singuldr werdender Integranden
schon friiher einsetzen, da in der Herleitung der modifizierten Funktionale
die Beziehung

/2 gQ E(Du)tdR -
£ (7
=-/’%QT[QT_E_Qg]td.Q+-2Z-/gTQ§Qgtds (18.3)
G " I

verwendet wurde, die sich auch mit

[Fw'ohEowtde - [Lu'DIEETEWDUItdR
T

7 (18.4)

iQ

durch
szgg gt 9”!—2"'QT[QT£]tdQ+?’r/g_TItdS

ausdriicken 1aBt. Es ist also zu zeigen, daB das Integral auf der linken Seite
von (18.5) trotz singuldr werdender Spannungen in ¢ einen endlichen Wert

bei Verwendung der jeweils konstruierten Funktionen besitzt. Hieraus kann dann
die Endlichkeit der Ausdriicke auf der rechten Seite von (18.5) gefolgert wer-

(18.5)

den,

8 der Aussage, daB Doppelintegrale der Form

[[ dx dyp_j/rd¢pdr /j

- dr dp (18.6)
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bzw.

i dx dy _; //;f_"’_yz_p f[#—dr’d:p

1/(x-x0)2+(y - Yo/

konvergent sind, wenn die Bedingung p < 2 erfiillt ist, 18Rt sich ein hin-

reichendes Kriterium fir die Konvergenz von uneigentlichen Gebietsintegra-
len angeben [8] : Ist F(x,y) in einem betrachteten Bereich stetig, abge-
sehen von einem Punkt Po(xo,yo) auf dem Rand des Gebietes, in dem F(x,y)
unendlich wird, und gibt es eine feste Schranke M sowie eine positive Zahl
p <2, so daB im ganzen Gebiet

M
Vix - x0)2 +(Y -y,

|Fex,y)| = (18.8)

5 P

gilt, so konvergiert das Integral _// F(x,y)dx dy . Diese Aussage ergibt
sich im Zusammenhang mit der Ungleichung

[JFec.yrdx dy| = [[|Fix.y|dx dy <m [[ 92

)
Vix-x)% + (y -y,

(18.9)

Fiir die Elemente mit AuBenrif, bei denen sich der Koordinatenursprung des
X-y-Systems an der RiBspitze befindet, sind die singuldren Spannungsgrofen

von der Form

-1
r2 hi(e) (mit beschrdnktem hj ),

so daB sich bei Bildung der einzelnen Terme zur Berechnung des Ausdruckes
ayf der linken Seite von (18.5) im ungiinstigsten Fall ein Integral der Form

[/-;- H. (9) dx dy = /[Hi (p)dpdr

ergeben kann, wobei Hj(yp) beschrdnkt ist. Hier ergibt sich also fir p als
groBtmoglichen Wert p = 1 . Somit konvergieren infolge p < 1 alle vorkom-
menden Integrale.
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Bei den Eckelementen ist der ungiinstigste Wert p fiir jeden Winkel a auf
jeden Fall = 1.

Im Falle eines Elementes mit InnenriB ist fiir zwei kritische Punkte ndamlich
den RiBspitzenpunkten

Pi(x,=a,y,=0) und Py(x,=-a, y,=0)
bzw.

P1'(§'-";71=0) s Pz'(g":-’: TI:O)
oder

P,(R=1,8=0) und P,(R=1,0=1)

die Konvergenz der Integrale zu zeigen. Das oben angefiihrte Kriterium kann
auch hier benutzt werden, um die Konvergenz nachzuweisen, welche sich hier
einstellt, da die auftretende Spannungssingularitdt laut Kapitel 16.1 so-
wie 16.1.1 und 16.1.2 iiber Spannungsintensitdtsfaktoren von der Ordnung

L (- ' )
Vr Vix-x)2+(y-y. )?
ist, wobei r' den Radius um einen kritischen Punkt Pi(xi’ yi) bedeutet. Ein-
facher ist es in diesem Fall allerdings, die auftretenden Integrale statt in
einem x-y-System in dem R-©-System zu betrachten. Die Koordinatenbeziehungen
konnen aus der Abbildungszuordnung (16.1) abgelesen werden und lauten

X = %(R+R'1)cose (18.10)
und
y = —g-rR-R“)sfne (18.11)

Die Ansatzfunktionen Tiegen in den Polarkoordinaten R,© vor, so daB man
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also die Integrale im x~-y-System in folgender Weise ersetzen kann:

[f"—i (R(x,y),68(x,y)) dx dy =

- [[F(r0) 422 [R?- 2cos 26 + R*]dR de
B (18.12)

Nun ist noch die Art der jeweils zu untersuchenden Integranden F;(R, 8 ),die
in {18.5) als einzelne Summationsterme bei Bildung von QT§'1Q_ auftreten,
zu betrachten. Die Spannungssingularitdt in den beiden RiBspitzenpunkten

wird durch die Nullstellen von f nach Gleichung (16.2) 1in diesen kritischen
Punkten hervorgerufen, da die Spannungen als Real- bzw. Imagindrteile aus
Ausdriicken der Form Gj(R,0)/f(R,©®) hervorgehen, wobei Gj(R,0) be-
schrankt ist. Durch geeignete Umformung von 1/f erhilt man mit C :F?eie

! ! 4

f.(Z) 7L ;-—’

Réie [Re-ie i R—1ei9]
[Reie g e-ie] [R 19 _p

-1 6 ]
e

Reie[(R-R-1)cose -i(R+f"€'1)sin6]
R2 -2Cc05 20 + Fw?.2

-(R+R")5in@_
(R-R')cos®

iarctan

R eie 1/R2- 2cos 26 + R 2e
R2-2c0526 + R

(18.13)
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bzw.

,_,,,,:‘
i iarctan M

i _p-

g  Re%e (R-R™")

fF(RB)  VYR?-2c0s26+ R

tan®

(18.14)

Der Zahler von (18.14) bleibt fiir endliche Werte von R beschrdnkt. Die Span-
nungsgroBen lassen sich als Real- bzw. Imagindrteile von Funktionen der Form

G,(R,8) H(R,8)
- (18.15)

f(R,6)  YR?_2c0526 + R’

ausdriicken, wobei Hj{R, ©) beschrankt bleibt. Bei Bildung von ng" G
konnen die Spannungsfunktionen schlimmstenfalls einen Integranden

Fi(R(x,y), 6(x,y))
in (18.12) bewirken, der als Nenner

(R’ -2cos26 +R?)

aufweist. Infolge der Multiplikation von Fi(R,e ) mit genau diesem Ausdruck

(R -2c0s26 + R

bei Integration iiber dR d® bleibt der neue Integrand

F.(R,8)a’ (R® -2cos26 + R™)
4

beschrdankt, und alle auftretenden Integrale konvergieren.
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Testhilfen zur Oberpriifung von Ansatzfunktionen fiir
U,v,0xx ,0yy ,» Txy und von Elementmatrizen

Um mégliche Fehler wie zum Beispiel Vorzeichenfehler beim Aufstellen der An-

satzfunktionen oder Tippfehler beim Programmieren der Funktionen finden zu

konnen, ist es sehr hilfreich, mittels spezieller Testprogramme die Richtig-

keit der Funktionen liberpriifen zu kdnnen. Stichwortartig seien hier einige

Tests beschrieben.

1.

Da die Funktionen nach Konstruktion gewisse Randbedingungen erfiiilen
miissen, konnen fiir eine Reihe von Punkten auf der betreffenden Randkurve
die Funktionswerte berechnet und mit den geforderten verglichen werden.

. Ausgehend von den konstruierten Verschiebungsfunktionen u wund v konnen

die SpannungsgrgBen Gyy s Oyy »Txy durch Bildung von Ableitungen gemdp
(3.9) und (3.10) ermittelt werden. Im Programm erfolgt die Berechnung der
einzelnen Ableitungen punktweise mit Hilfe von Differenzenquotienten bei
doppelter Genauigkeit. Die so aus u und v berechneten Spannungswerte
konnen punktweise mit denen der direkt programmierten Spannungsfunktionen
Gy x ,ny sTxy verglichen werden.

- Ausgehend von den konstruierten Spannungsfunktionen Cxy ,Gyy »Txy kann

per Programm die Erfiillung der Gleichgewichtsbedingungen gemdaB Gleichung
(3.12) punktweise iberpriift werden. Die auftretenden Ableitungen werden
wiederum durch Differenzenquotienten ersetzt.

. Es wird punktweise lberpriift, ob Starrkdrperanteile in den Funktionen Gy,

Gyy>Txy Vvorhanden sind oder nicht.

. Zur Oberprifung der Elementmatrizen werden fiir verschiedene Elementdimen-

sionen und unterschiedliche Werte v die Eigenwerte und Eigenvektoren
der jeweiligen Elementmatrix ermittelt. Jeweils 3 Eigenwerte miissen sich
zu Null ergeben, und die zugehorigen Eigenformen miissen die Starrkorper-
verschiebungsfiguren reprasentieren konnen.
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20 Hinweise zur numerischen Berechnung der Integralmatrizen
sowie Einsparung von Rechenoperationen bei Ausnutzung von
Symmetrie- und Antimetrieeigenschaften

Die zu berechnenden Integralmatrizen, in denen ja nur Randintegralausdriicke
auftreten, werden auf numerischem Wege mit Hilfe einer GauB'schen Quadratur-
formel von zu wahlender Ordnung ermittelt, wobei die benotigten Ordinaten
und Wichtungskoeffizienten den in vielen Finite-Element-Blichern aufgefiihrten
Tabellen (z.B. [37] Seite 151, [3] Seite 159) zu entnehmen sind. Da die
Tabellen fiir ein Integrationsintervall von -1 bis +1 gelten, sind andere In-
tegrationsgrenzen wie iiblich durch eine lineare Koordinatentransformation zu
beriicksichtigen.

Der Bereich einer Elementrandkurve zwischen zwei aufeinanderfolgenden Knoten-
punkten, in dem Tineare Randverschiebungen angenommen werden, und der Bereich
mit drei aufeinanderfolgenden Knoten, in dem quadratische Randverschiebungen
angesetzt werden, stellen das jeweils groBtmdogliche sinnvoll zu behandelnde
Teilintegrationsintervall dar, in dem Quadraturformeln mit beispielsweise 7
oder mehr Punkten verwendet werden.

Integrationsintervall
(xpy,
s|J
(x“y.

chne sowie  mit

Unterteilung in
O=<s= Sij zwisehen@und@ TTllntervalle *

hohe niedrige

Ordnung der Integrations-
formel

Bild 20.1 : Zur Integration zwischen den Knoten (D und Q)
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Um Quadraturformeln mit wenigen Punkten zur Anwendung bringen zu kOnnen, wird
ein betrachtetes Integrationsintervall in Teilintervalle unterteilt (s.Bild
20.1), in denen dann jeweils eine Quadraturformel niedriger Ordnung Verwendung
findet. Die Genauigkeit der Integrationen ist dann von der Anzahl der fiir
praktische Fdlle dquidistant gewahlten Teilintervalle abhdngig. Fiir die Bei-
spielelemente wurde zumeist fiir ein betrachtetes Intervall eine Einteilung in
10 Teilintervalle vorgenommen, fiir die jeweils eine 3-Punkte-Quadraturformel
zur Anwendung kam.

Die GrundgroBen, welche innerhalb der numerischen Integration der von s ab-
hangigen Funktionen zwischen einem Knoten (:) und einem Knoten (:) langs einer
Geraden gemd3 Bild 20.1 stets bendtigt werden, seien noch explizit angegeben:

Sij < V(XJ - X; )2 + (,VJ '}’|)2 (20.1)
nx - —yj-—yi. (20.2)
S}j
x. _x.
ny - MZX .2
i
x = (1-=1)x « 3~ x (20.4)
(1- )5 -2
y = ’__._S__ Y. +-§—y. (20.5)

Fir jede zu s gehdrige GauBordinate sind mit Hilfe von (20.4) und (20.5)

die zugehorigen x-y-Koordinatenwerte zu ermitteln, welche unter Verwendung
der jeweils fiir ein Element gewdhlten konformen Abbildung zu den diskreten
E-7-Koordinatenwerten in der Bildebene fiihren. Mit diesen zuletzt erhal-
tenen Koordinatenpaaren werden dann die zu dem betrachteten GauBpunkt ge~
horenden diskreten Verschiebungs- und Spannungsterme der speziellen Element-
ansgtze berechnet.

Betrachtet man nun Elementfiguren, bei denen mindestens eine Koordinatenachse
als Symmetrieachse anzusehen ist, so lassen sich infolge der Symmetrie- und
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Antimetrieeigenschaften der Ansdtze Einsparungen beziiglich des erforderlichen
Integrationsumfanges und weiterer Rechenoperationen sowie der bendtigten
Speicherpldtze machen. Fiir die folgenden Ausfiihrungen sei angenommen, daB die
Elementfigur symmetrisch zur x-Achse liegt (siehe beispielseise Bild 15.1).

Am geeignetsten kann die Ausnutzung der Symmetrie- und Antimetrieeigenschaf-
ten bei einer Anordnung der Ansatzterme erfolgen, bei der die zu den Realteil-
freiwerten Q; sowie oﬁ gehorenden Terme fortlaufend hintereinander in
Vektoren fiir die Verschiebungs- und SpannungsgroBen angereiht werden und da-
hinter anschlieBend jeweils die zu den Imagindrteilfreiwerten Bj und B}
zugeordneten Terme. Mit dieser Anordnung der Ansatzterme nimmt der Vektor der
Freiwerte ¢ in (7.3) und (7.4) nach Zusammenfassung der aus den komplexen Ko-
effizienten (aj+ iBj ) bzw. (a’} +i [3} )} herriihrenden Freiwerte aj’3j¥
zu einem Spaltenvektor @ und der entsprechenden Zusammenlegung von Bj,Bj

zu ‘einem Vektor‘E konkret folgende Darstellung an:

5 (20.6)

Fiir die weiteren Ausfiihrungen sei die Anzahl der Freiwerte in @ mit Ng
bezeichnet und entsprechend die Freiwerteanzahl in'E mit hJB . Wenn nun
ein Element die erwdahnte Symmetrie aufweist und zu den Ansdtzen ein Frei-
wertevektor der Form (20.6) gehdrt, so lassen sich in den zu berechnenden
Matrizen regelmdBige Muster im Aufbau erkennen. Beispielsweise 1dBt sich die
Matrix H nach (8.41), worin Starrkdrperanteile beriicksichtigt werden, bzw.
nach (8.92), worin keine Starrkorperanteile eingehen, durch zwei Hauptdiago-
nalmatrizen und zwei Nullmatrizen 1dngs der Nebendiagonale darstellen gemdB

H = 0 H,, und der Ng x Ng - Matrix H,,) (20.7)

H, 0 (mit der Ng x Ng - Matrix Hy,

Entsprechendes gilt fiir die Matrix Q, definiert durch Beziehung (8.61):

.G. = 0 sz und der NBx NB - Matrix 922) (20.8)

Qy, O (mit der Ngx Ng - Matrix Qy
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Da man die Ergebnisse der Nebendiagonalmatrizen in (20.7) und (20.8) schon

als Nullmatrizen kennt, brauchen die entsprechenden Integrationen nicht ex-
plizit durchgefiihrt zu werden. Weiterhin werden zur Berechnung der verbleiben-
den Untermatrizen H,,, H,5s Q;4s Qy, nur Integrationen oberhalb oder unterhalb
der x-Achse erforderlich. Fiir die erstellten symmetrischen Beispielelemente
wurde jeweils iliber den Teil des Elementrandes integriert, fiir den

y s 0

gilt. Nach Ausfiihrung der Integrationen 1dngs einer Elementrandhdlfte ergeben
sich die endgliltigen Integralmatrizen einfach durch Multiplikation der soeben
erhaltenen mit dem Faktor "2".

® @ ®

X‘—-
&
®

®
)
®

Uk, Yk
= qka qk-l' NU

Fall j # k : Fall j =k

(:) ist symmetrisch Der zu (:) symmetrisch
zu (:) 1iegender 1iegende Knoten (:)
Knoten. ist (3) selber.

Bezeichnungen : N Anzahl der Knotenverschiebungen in x-Richtung

NV = Anzahl der Knotenverschiebungen in y-Richtung
(NV = Nu)
Nuv = Nu + NV = Gesamtanzahl der Knotenverschiebungen

Bild 20.2 : Zur Berechnung der Matrix L bel Ausnutzung
der Symmetrie einer Elementfigur
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Ebenso wird fiir die in den einzelnen Verfahren mit (8.62) bzw. (8.93) defi-
nierten Matrix L nur eine Integration iiber die Hd1fte des zu durchlaufenen
Elementrandes erforderlich. Nach deren Durchfiihrung sind zundchst nur die
Spalten der (Na"NB ))(Nuv—Matrix L mit Zahlenwerten belegt, die zu Knoten-
verschiebungen auf dem durchlaufenen Teil des Elementrandes gehoren, Mit Nuv
wird hier die Anzahl der KnotenverschiebungsgroBen des Elementes bezeichnet.
Wie sich die endgiiltige Matrix L aus den durch Integration ldngs des Randes
der unteren Elementhdlfte gewonnenen Koeffizienten nun aufbauen 1dBt, sei

nach der niitzlichen Aufspaltung von L in zwei Untermatrizen gemdB

(20.9)

{ Ly (mit der Ng x Nyy - Matrix L,
£ = .L.2 und der NB x N,y -Matrix L,)

durch Programmzuweisungen beschrieben.
Voraussetzungen fiir die folgenden Angaben sind

a) die Integration iiber den Teil des Elementrandes, fiir deny < 0 gilt,
ist durchgefiihrt.

b} der Elementknotenverschiebungsvektor q , welcher multiplikativ mit L
durch L g zu verkniipfen ist, hat folgende Form (s. Bild 20.2) :

@] e ]
9, Y u
éNu dNu
q=|--—---—-- = [----- =|--- (20.10)
?Nu*1 4
qNu*j vi L4
INgeny] | Ny _
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Bei Beriicksichtigung der Bezeichnungen in Bild 20.2 ergeben sich fiir ein
Rechenprogramm zur Ermittlung der Spalten j und ( j + Nu ) aus den Spalten
k und ( k + N, ) folgende Zuweisungen:

a) flir den Fall j&k :
(20.11)
} mit 1 =1 = Ng

(20.12)

Liti,j) = Ly(i, k)
L1(I',j-rNu) :—L1(I.,k+Nu)

(20.13)

2l )= b2 } mit 1=j=<N
-0 =B

LyCi,j+Ny) = Lati, k+ Ny)

(20.14)
b) fiir den Fall j = k (Knoten auf Symmetrieachse):
Li(i,j) = 2 Ly(i,6 k) (20.15)
! .j. ! } mit 1 =i s N,
Ly(i,j+N,) =0 (20.16)
szf,j) -0 | | (20.17)
L . } mit 1 =1i= Ng

Lo(i,j+Ny) =2 Ly(i,k +N,) (20.18)

k durchlduft hier die Knotennummern der unteren Elementhdlfte und j diejenigen
der oberen Hdlfte.

Stellt auBer der x-Achse auch noch die y-Achse eine Symmetrielinie der Ele-
mentfigur dar wie etwa bei einem Rechteckelement mit Kreisloch gemdB Bild 13.1 ,
so lassen sich zweimal hintereinander reduzierte Rechenschemen zur Ermitt-

Tung der einzelnen Matrizen anwenden. Mit Hilfe der beiden sich dhnelnden
Rechenschemen wird in einem Fall von Doppelsymmetrie erreicht, daB nur Inte-
grationen 1angs eines Viertels des Elementrandes aA'3 numerisch durchzy-
fiihren sind.
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21 Kurze Darstellung einiger koppelbarer Standardelemente

Flir die erstellten speziellen Elemente wurden auf dem Rand entweder bereichs-
weise lineare oder bereichsweise quadratische Randverschiebungen angenommen.
Einige mit den speziellen Elementen koppelbare Standardelemente seien in der
folgenden Dbersicht aufgefiihrt und kurz durch ein Knotenbild sowie durch An-
gabe der Ansatzterme in einem Polynomschema charakterisiert. Alle Elemente
haben an ihren Knoten die Verschiebungswerte u und v als KnotengraBen.

Obersicht iiber einige Standardscheibenelemente mit linearen

bzw. quadratischen Randverschiebungen

1. Dreieckiges Element mit Tinearen Verschiebungsansdtzen
(nicht unbedingt gilinstig fiir eine Kopplung mit speziellen Elementen,
da nur konstante Spannungen im Dreiecksbereich eingehen)

y Polynomschema:

2. Viereckiges Element mit bilinearen Verschiebungsansatzen

m
[ T

y E Polynomschema:
n | M
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Ubersicht iiber einige Standardscheibenelemente mit Tinearen

bzw. quadratischen Randverschiebungen (Fortsetzung)

3. Dreieckiges Element mit quadratischen Verschiebungsansatzen

1 X x2
y Polynomschema:
& y yX
X Yz

4. Viereckiges Element mit quadratischen Verschiebungsansatzen

1 E | g2
Polynomschema: "
M nE | M€
y
12 [ 1%¢
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22 Beispiele

Flir die Demonstrationsbeispiele wurden im Hinblick auf die Fehlerbeurteilung
Probleme herangezogen, zu denen exakte LOsungen vorliegen. Samtliche Rech-
nungen wurden auf einem MODCOMP-IV-Rechner mit einer Zahlendarstellung von
32 Bits durchgefiihrt. (Zum Vergleich sei erwdahnt, daB beispielsweise der
Telefunken-Rechner TR 440 eine Zahlendarstellung von 48 Bits aufweist und
der Control-Data-Rechner CD CYBER 175 gar eine von 60 Bits.) In den fiir die
hier aufgefiihrten Beispiele verwendeten FORTRAN-IV-Programmen wurden aus-
schlieBlich einfach genaue GroBen benutzt.

Die zum Einsatz gekommenen Standardverschiebungselemente sind in Kapitel 21
charakterisiert, wdhrend die Kurzbeschreibung eines jeden speziellen Elemen-
tes sich am Ende des jeweils betreffenden Kapitels findet. In den Kurzbe-
schreibungen der speziellen Elemente wird nach dem verwendeten Funktional
unterschieden, und zwar ob die Elementbeziehungen aus dem erweiterten oder
aus dem nicht erweiterten Funktional hervorgehen. Zu einer erfolgverspre-
chenden Anwendung des nicht erweiterten Funktionals fiel die Entscheidung
fiir die zweite der in Kap. 8.1 dargestellten Mdglichkeiten, Verkniipfungs-
matrizen zwischen freien Parametern und Knotenwerten zu ermitteln, ndmlich
auf die Fehlerquadratmethode in Verbindung mit Randverschiebungsansatzen.

In den Beispielrechnungen werden nun die Ergebnisse, die mit speziellen Ele-
menten nach dem erweiterten Funktional erzielt wurden, denen gegeniiberge-
stellt, die sich bei Verwendung des nicht erweiterten Funktionals .ergaben.
Die zur Erstellung der speziellen Elemente dienenden Funktionale seien
wiederum mit I und II bezeichnet und mit folgenden Bedeutungen versehen:

Funktional I : nicht erweitertes Funktional mit Vorabminimierung
der Randverschiebungsdifferenzen mittels Fehler-
guadratmethode unter Einbeziehung von Randver-
schiebungsansdtzen (s. Kap. 8.1)

Funktional II : erweitertes Funktional unter Einbeziehung von
Randverschiebungsansédtzen (s. Kap. 8.2)

Es sei noch erwdhnt, daB allen Beispielrechnungen ein ebener Spannungszu-
stand zugrunde gelegt wurde.
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Beispiel 1 : Unendliche Scheibe mit kreisformigem Loch unter Zug in

einer Richtung

Eine analytische Darstellung der LGsung dieses Problems findet man beispiels-
weise in [10] auf Seite 142, in [14] auf Seite 303 und in [16] auf
Seite 195.

I e

E

1
—r

s

Bild 22.1 : Unendliche Schelbe mit Krelisloch
unter Zugbelastung

Fir eine numerische Rechnung wird die unendliche Scheibe durch eine im Ver-
hd1tnis zum Lochdurchmesser sehr groBe Scheibe simuliert. Das Ersatzsystem
mit der Finite-Element-Einteilung ist in Bild 22.2 dargestellt.
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Bild 22.2 :

Finite-Element-Einteilung des numerisch behan-
delten Ersatzsystems flr eine unendliche Scheibe
mit Kreisloch

Beispiel 1.1 :

Ermittlung der Spannungsverldufe Gy, , Gy unter Ver-
wendung von Elementen mit linearen Randverschiebungen (Funk-
tional 1 ).

Anzahl der Freiheitsgrade : 156

Kreisradius : rg = 2

In den Bildern 22.3 und 22.4 sind die Spannungsverldufe G,, , Gpep auf
der x- und der y-Achse im Bereich des speziellen Kreislochelementes darge-

stellt. Geplottet wurden die numerisch erhaltenen sowie die exakten Verlau-

fe. Die Abweichungen der approximativ erhaltenen von den exakten Kurvenver-
ldufen sind bei dem vorliegenden MaBstab kaum sichtbar. Als Spannungsspitzen
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ergaben sich fiir Gy anstelle von 3.0 der Wert 2.96 im Punkt A und an-
stelle von -1.0 der Wert -0.97 im Punkt B.

Bild 22.3 :

Goy
3
2d-
14. —
) } 4  —
2 4 6 8 10 f
A‘“rr
1+
[ $ —— n — ey
2 4 6 8 10 '
_H-
Spannungsverlaufe oyp , opp flir ¢ =10

Im Intervall 2=r=<10
(exakte und numerisch erhaltene Kurve sind jeweils in

dasselbe Achsenkreuz eingetragen)
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| Ovv

Bild 22.4 : Spannungsverlaufe oy, , 6 fUr ¢=l‘2-
im Intervall 2=r=<10
(exakte und numerisch erhaltene Kurve sind jeweils in

dasselbe Achsenkreuz eingetragen)




Beispiel 1.2 :
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Gegeniiberstellung der Ergebnisse flir Elemente mit Tinearen

Randverschiebungen bei Verwendung von Funktional I und II .
Anzahl der Freiheitsgrade: 156

Lochradius: rg = 2

rg = 2 exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
I II
c¢¢/p 3.0 2.961 1.3% 2.993 0.2%
im Punkt A
c¢¢/p -1.0 -0.973 2.7% -0.995 0.5%
im Punkt B

Tabelle 22.1 :

Ergebnisse flir die Spannungsspitzen in A und B

(Elementraster gemdf Bild 22.2 mit einem 8-Knoten-Kreis-

lTochelement, rg = 2 )

Beispiel 1.3 :

Gegeniiberstellung der Ergebnisse flr Elemente mit quadrati-

schen Randverschiebungen bei Verwendung von Funktional I u. II .

Anzahl der Freiheitsgrade: 436

Lochradius: rg = 2

rg = 2 exakt Funktional | Differenz | Funktional| Differenz
I I1
qulp 3.0 3.008 0.3% 3.009 0.3%
im Punkt A
Ggp‘p/p -1.0 -1.006 0.6% -1.007 0.7%
im Punkt B

Tabelle 22,2

Ergebnisse fir die Spannungsspitzen in A und B
(Elementraster gemaB Bild 22.2 mit einem 16-Knoten-Kreis-

lochelement, rg =

2)
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Beispiel 1.4 :

Rechnung mit unterschiedlichen Kreisradien rg bei Verwendung
von Elementen mit linearen Randverschiebungen.
Anzahl der Freiheitsgrade: 156

rg = 0.5 exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
I II
qulp 3.0 2.971 1% 3.000 0%
im Punkt A
qulp -1.0 -0.985 1.5% -1.000 0%
im Punkt B

Tabelle 22.3

Ergebnisse fir die Spannungssplitzen in A und B
(Elementraster gemaB Bild 22.2 mit einem 8-Knoten-Kreis-
lochelement, ro = 0.5 )

rg = 1.5 exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
I II
G¢¢/p 3.0 2.965 1.2% 2.996 0.1%
im Punkt A
qulp -1.0 -0.978 2.2% -0.997 0.3%
im Punkt B

Tabelle 22.4 : Ergebnisse fiir die Spannungsspitzen in A und B
(Elementraster gemdB Bild 22.2 mit einem 8-Knoten-Kreis-
lochelement, rg = 1.5 )




- HC -

rg = 3 exakt Funktional | Differenz Funktional | Differenz
I II
oqw/p 3.0 2.953 1.6% 2.987 0.4%
im Punkt A
G¢¢/p -1.0 -0.964 3.6% -0.993 0.7%
im Punkt B

Tabelle 22.5 : Ergebnisse flr die Spannungsspitzen in A und B
(Elementraster gemdaR Bild 22.2 mit einem 8-Knoten-Kreis-

lochelement, ro = 3)
rO =5 exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
I II
cmp/p 3.0 2.953 1.6% 2.983 0.6%
im Punkt A
c¢¢/p -1.0 -0.962 3.8% -1.013 1.3%
im Punkt B

Tabelle 22.6 : Ergebnisse fiur die Spannungsspltzen in A und B
(Elementraster gemdB Bild 22.2 mit einem 8-Knoten-Kreis-
Tochelement, ro = 5 )
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Beispiel 2 : Unendlich langer Streifen mit kreisformigem Loch
unter Zugbelastung

ARRRARARRART A

TFoo

E =1
t =1
v = 0.3
p=1

y
B

i!q\ |
Verhdltnis von
Lochdurchmesser zu
Streifenbreite:
Fo
M=
Y -00

et e s sttt

T

Bild 22.5 : Unendlich langer Streifen mit Kreisloch

unter Zugbelastung

Das vorliegende Problem wurde von Howland in [38] auf analytischem Wege

behandelt. Fiir verschiedene Werte A sind dort die maximalen Spannungen
am Lochrand tabellarisch aufgefiihrt.
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Um den EinfluB der endlichen Lange eines Ersatzsystems beurteilen zu konnen,
werden im Hinblick auf einen Vergleich mit der Losung des unendlich langen
Streifen zwei unterschiedlich lange Streifen berechnet (s. Bild 22.6) .

ASARARARARN
ARARRRARARE i

2h

o O O |ms

ERRRRRRRRRT 1
T

2b =20
Streifen 1 Streifen 2

Bild 22.6 : Numerisch behandelte Streifen

(als Ersatz fiir einen unendlich langen Streifen)
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Beispiel 2.1 : Behandlung von Streifen 1 fiir unterschiedliche Lochradien ro
mittels finiter Elemente mit quadratischen Randverschiebungen

ARASRRRRRR N

[ 6
%} 6
%k 8
4 O
-# 6
J{ 6
M

Bild 22.7 : Diskretisierung von Streifen 1 in finite Elemente
mit quadratischen Randverschiebungen
(Anzahl der Frelheltsgrade: 172 )

In den folgenden Tabellen sind in der Spalte "exakt" die Werte fiir einen
unendlich langen Streifen angegeben.
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rg = 2 exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
A=-2=02| [38] : 11

b
Gpy/P 3.14 3.141 0.03% 3.145 0.16%
im Punkt A
cq,q,/p -1.1 -1.114 0.4% -1.114 0.4%
im Punkt B

Tabelle 22.7 :

Ergebnisse flr die Spannungsspitzen in A und B

(Elementraster gemaR Bild 22.7 , ro =2 » hirg =10 )
ro =3 exakt Funktional | Differenz Funktional | Differenz
x=%§=03 [38] I 11

cwwlp 3.36 3.344 0.5% 3.351 0.3%
im Punkt A
G¢¢/p -1.26 -1.252 0.6% -1.250 0.8%
im Punkt B

Tabelle 22.8 : Ergebnisse flr die Spannungsspitzen In A und B
(Elementraster gemdB Bild 22.7 , ro =3 » hirg= 6.7)
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rg =4 exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
)\=r—°=0.[0 [38] I Il
b
Gop/P 3.74 3.673 1.8% 3.688 1.4%
im Punkt A
Gop /P -1.44 -1.431 0.6% -1.429 0.8%
im Punkt B

Tabelle 22.9 :

Ergebnisse fiir die Spannungsspitzen in A und B

(Elementraster gemaB Bild 22.7 , ro = 4 h/r0 =5)
rg = 5 exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
A= L=05| [3] I 1 |

Gmp/p 4,32 4.176 3.3% 4.197 2.9%
im Punkt A
c‘p‘p/p -1.58 -1.638 3.7% -1.640 3.8%
im Punkt B

Tabelle 22,10 : Ergebnisse flir die Spannungsspitzen in A ynd B

(Elementraster gemdB Bild 22.7 , ry =5 , h/ry = 4)




Beispiel 2.2 : Behandlung von Streifen 2 fiir unterschiedliche Lochradien ro

mittels finiter Elemente mit quadratischen Randverschiebungen

NI
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25 175 75 25

Bild 22.8 : Diskretisierung von Streifen 2 in finite Elemente

mit quadratischen Randverschiebungen
(Anzahl der Freiheltsgrade: 228 )
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rg = 2 exakt Funktional | Differenz Funktional | Differenz
atogz| (3] ! I
b
Gq,,p/p 3.14 3.138 0.06% 3.142 0.06%
im Punkt A
thtp/p -1.11 -1.109 0.09% -1.110 0%
im Punkt B

Tabelle 22,11: Ergebnisse fir die Spannungsspitzen in A und B

(Elementraster gemdf Bild 22.8 , rg =2 » h/rg =13 )
ro = 3 exakt Funktional | Differenz Funktiona1 Differenz
38 I Il

A=19-03 [38]
b
G¢¢/p 3.36 3.337 0.7% 3.345 0.5%
im Punkt A
G¢¢/p -1.26 -1.239 1.7% -1.237 1.8%
im Punkt B

Tabelle 22,12: Ergebnisse fir die Spannungsspitzen in A und B

(Elementraster gemdB Bild 22.8 , rg =3 » h/rgs= 8.7)
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rg = 4 exakt Funktional | Differenz Funktional | Differenz

r 38 I 11
A=-2=04 [ ]

b

Gq,q,lp 3.74 3.661 2.1% 3.676 1.7%

im Punkt A

Gq,q,lp -1.44 -1.401 2.7% -1.399 2.9%

im Punkt B

Tabelle 22,13: Ergebnisse fir die Spannungsspitzen in A und B

(Elementraster gemdf Bild 22.8 , ro=%4 » h/ry= 6.5)
ro = 5 exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
r 3 I II
A=-2:-05 [8]
b
G¢¢lp 4.32 4.157 3.8% 4,176 3.3%
im Punkt A
Gq,q,/p -1.58 -1.575 0.3% -1.577 0.2%
im Punkt B

Tabelle 22.14: Ergebnisse fir die Spannungsspitzen in A und
(Elementraster gemaR Bild 22.8 , 5.

rg = 5 ,

h/r0 =

B
2)
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Beispiel 3 : Unendliche Scheibe mit 2 kreisformigen Lochern

unter Zugbelastung

P
-—— B —i
To yl_-. fo
TX=P"'— C A M X@ _—Tx'-'P
L ——b—— —l—
-—p— l"0 ——
— I
SERARRRERRRRRRRRRINE
Ty=p
E =1
t =1
ve=20..3
p=1
Lochabstandsparameter A =1+ b
271,
Bi1ld 22.9 : Unendliche Scheibe mit 2 kreisfdrmigen Lbchern
unter Zugbelastung

Analytische Losungswege zu dem Problem der zweifach gelochten Scheibe finden
sich zum Beispiel in einem Aufsatz von C. Weber [40] und in Sawins Buch
iiber Spannungserhdhungen [39] auf den Seiten 150 bis 155 .
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Beispiel 3.1 : Behandlung der 2-fach gelochten Scheibe mittels finiter
Elemente mit linearen Randverschiebungen
(Lastfall: allseitiger Zug)

[-——{-—.-}-———4-—-'—-.'-—...{_——'-.—-—'-——{
12 12 8 4444 8 12 12

Grofle der beiden Kreisradien: ry =2

—
&~

o IR
= 5
sl ™

Bild 22,10 : Numerisch behandeltes Ersatzsystem fir eine
2-fach gelochte unendliche Schelbe mit Finite-

Element-Elntellung
(190 Freiheitsgrade bei Verwendung von Elementen mit
linearen Randverschiebungen)
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A=2 exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
[39] I 1§

Gyy /p 2.411 2.328 3.4% 2.298 4.7%

im Punkt A

oyy/p 2.158 2.112 2.1% 2.091 3.1%

im Punkt C

Lastfall: allseitiger Zug)

ro = 2

Tabelle 22.15: Ergebnisse fiir die Spannungsspitzen in A und C
(Elementraster gemdB Bild 22.10 ,

Beispiel 3.2 :

Behandlung der 2-fach gelochten Scheibe mittels finiter
Elemente mit Tinearen Randverschiebungen
(Lastfall: nur Zug in x-Richtung)

A=2 exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
[39] I I1

Gyexe /p 2.703 2.668 1.3% 2.688 0.6%

jm Punkt B

Tabelle 22,16: Ergebnisse fir die Spannungsspitze in B

(Elementraster gemidB Bild 22.10 ,

Lastfall: Zug in x-Richtung)

rU =2 ,
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Beispiel 3.3 : Behandlung der 2-fach gelochten Scheibe mittels finiter

Elemente mit quadratischen Randverschiebungen
(Lastfall: allseitiger Zug
betrachtet wird nur eine Hdlfte des symmetrischen Systems)
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PEE g ge bt no-2

A =2
}-———'———-’-——-!-c'—cl
12 12 8 4 4

Bild 22,11 : Numerisch behandeltes Ersatzsystem fur eine
2-fach gelochte unendliche Scheibe mit Finite-

Element-Einteilung nach Ausnutzung der Symmetrie
(265 Freiheitsgrade bei Verwendung von Elementen mit

quadratischen Randverschiebungen, A =2 )
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A= 2 exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
[39] I 11

Gyy /p 2.411 2.426 0.6% 2.421 0.4%

im Punkt A

ny /p 2.158 2.159 0.05% 2.154 0.2%

im Punkt C

Tabelle 22,17: Ergebnisse fiur die Spannungsspitzen in A und C

(Elementraster gemdB Bild 22.11 , ro = 2 , A=2)
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Beispiel 3.4 : Behandlung der 2-fach gelochten Scheibe mittels finiter

Elemente mit quadratischen Randverschiebungen fiir einen
Fall sehr dicht beieinanderliegender Locher [40]
(Lastfall: allseitiger Zug |,

betrachtet wird nur eine Hilfte des symmetrischen Systems)

Je dichter die beiden Locher zusammenliegen, um so schwieriger wird die nu-
merische Problembehandlung, zumal im Grenzfall sich beriihrender Kreisrander
(XA =1) die Spannung Gyy im Punkt A unendlich wird. Das konkret vorlie-
gende Problem mit A = 1.25 st einer Arbeit von C. Weber [40] entnommen.

PEEEEEE R Y
P E' T
-—— | 35
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g (:) 12 —
- B | =
—— | %35- lsg
I
- <l =
W, oo et
| I 1 et A= 125
15 1 10 5 5
6 6 8 6 6
Bild 22.12 : Numerisch behandeltes Ersatzsystem fur elne
2-fach gelochte unendliche Scheibe mit Finite-
Element-Eintellung nach Ausnutzung der Symmetrie
(265 Freiheitsgrade bei Verwendung von Elementen mit
quadratischen Randverschiebungen, A= 1.25)
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A=125 exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
[40] I 11

ny /p 3.65 3.680 0.8% 3.682 0.9%

im Punkt A

Gyy /P 1.68 1.683 0.2% 1.699 1.1%

im Punkt B

ny /p 2.38 2.254 5.3% 2.236 6.1%

im Punkt C |

ny /p 2.96 2.797 5.5% 2.800 5.4%

im Punkt M

Tabelle 22.18: Ergebnisse flr Spannungen in A, B, C und M
(Elementraster gemdB Bild 22.12 , ry =2/3 , A = 1.25)

G
. ﬁ yy
,°xx
2 4 2 4
g 3
0.4 +
A M A M

Bild 22,13 : Numerisch ermittelte Spannungsverldufe Gyy
und eyyx 2zwischen den Punkten A und M
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Beispiel 4 : Unendliche Scheibe mit elliptischem Loch unter Zug in

einer Richtung
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Bild 22.13 : Unendliche Scheibe mit elliptischem Loch
unter Zugbelastung

Eine analytische Behandlung der Problemstellung findet sich beispielsweise
in [19] auf Seite 273 und in [16] auf Seite 195 .

Die maximal auftretende Spannung ist auf dem Lochrand in den Punkten A und
C zu finden und 1aBt sich mit

Gyy = (7+2%)p

angeben. Die tangentiale Spannung im Punkt B ist von den Halbachsenwerten
a2 und b unabh&@ngig, und zwar gilt fiir den Punkt B :

Oxx = =P
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Bild 22.14 : F1n1te—E1ement—E1ﬁte1lung des numerisch behan-
delten Ersatzsystems fiir elne unendliche Schelbe
mit elliptischem Loch




Beispiel 4.1 :
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Numerische Ermittlung der Spannungsspitzen fiir unterschied-
Tiche Halbachsenverhdltnisse a/b unter Verwendung von
Elementen mit 1inearen Randverschiebungen

(Anzahl der Freiheitsgrade: 156)

ﬁ%-: 2 exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
I 11

ny /p 5.0 4.941 1.2% 4.991 0.2%

im Punkt A

Gxx /P -1.0 -0.980 2% -0.996 0.4%

im Punkt B

Tabelle 22.19: Ergebnisse fiir die Spannungsspitzen in A und B

(Elementraster gemaB Bild 22.14 , a=2 , b=1 )
ﬁ% =6 exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
I I1
ny /p 13.0 12.84 1.2% 12.96 0.3%
im Punkt A
Gyx /p -1.0 -0.979 2.1% -0.995 0.5%
im Punkt B

Tabelle 22.20: Ergebnisse fiUr die Spannungsspitzen in A und B
(Elementraster gemaf Bild 22.14 ,

a=3 ,

b=0.5 )
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-%?-::20 exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
I II

ny /p 41.0 40.54 1.1% 40,92 0.2%

im Punkt A

Gyx /P -1.0 -0.986 1.4% -0.998 | 0.2%

im Punkt B

Tabelle 22,21: Ergebnisse fir die Spannungsspitzen in A und B
(Elementraster gemaB Bild 22.14 , a =2 , b =10.1 )

Beispiel 4.2 : Numerische Ermittlung der Spannungsspitzen fiir das Halb-
achsenverhdltnis a/b =2 (mit a =2 und b=1)

unter Verwendung von Elementen mit quadratischen Rand-

verschiebungen
(Anzahl der Freiheitsgrade: 436 )

-—0‘5 =2 exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
I II

ny /p 5.0 5.010 0.2% 5.011 0.2%

im Punkt A

Gy x /p -1.0 -1.003 0.3% -1.004 0.4%

im Punkt B

Tabelle 22.22: Ergebnisse fur die Spannungssplitzen In A und B
(Elementraster gemaB Bild 22.14 , a=2 , b=1 )
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Beispiel 4.3 : Numerische Ermittlung und Darstellung der Spannungsverlaufe
Oxx , Oyy auf der x-Achse fiir das Halbachsenverhdltnis

a/b=4 (mit a=2 und b =0.5 ) unter Verwendung von
Elementen mit linearen Randverschiebungen (Funktional I)

| oyy
9-1.
‘|.-
+ —+ t -
2 4 6 8 10 X
boxx
LT
Z-K
——— mef S
2 10 X
Bild 22.15 : Spannungsverldufe oxx ,o6yy auf der x-Achse
innerhalb des speziellen Elementbereiches
(2=x=<10) fura/b=4 und a =2
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Beispiel 4.4 : Numerische Ermittlung der Spannungsintensitdtsfaktoren fiir

einen InnenriB der Ldnge 2a (a=2 , b=0) unter
Verwendung von Elementen mit linearen Randverschiebungen

exakt [11] | Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
Ky = pVa I 11
K2=0
K1/p 1.414 1.399 1.1% 1.412 0.1%
fiir Punkt A
K,/p 0 -1.2-107° ~1.1-107°
fiir Punkt A '
K1/P 1.414 1.399 1.1% 1.412 0.1%
fir Punkt C
Kp/p 0 -2-107%" -1.9-107°
fiir Punkt C ‘

Tabelle 22.23: Spannungsintensitatsfaktoren flr die Spitzen
elner zu einem Schllitz entarteten Ellipse
(a=2 , b=0)
(Elementraster gemdB Bild 22.14 ,
Anzahl der Freiheitsgrade: 156 )
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Beispiel 5 : Numerische Ermittlung von Spannungsintensitdtsfaktoren
einer rechteckigen Scheibe mit zwei AuBenrissen unter

Zugbeanspruchung
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Bild 22.16 : Rechteckige Schelbe mit zwel Aussenrissen
unter Zugbelastung '

Das in Bild 22.16 dargestellte Problem wurde von O.L. Bowie [4] auf
analytischem Wege geldst. Die in [4] tabellierten Spannungsintensitats-
faktoren konnen als exakt angesehen werden, wenn man auf die Ungenauig-
keiten (max. 1%) infolge von Abbrechfehlern bei der numerischen Auswer-
tung der Losung absieht.

Im folgenden sind fiir verschiedene Riflangen L bei einem Seitenverhdltnis
yo/xo = 1 nach Skizzierung des jeweiligen Elementrasters die numerisch
erhaltenen Spannungsintensitdtsfaktoren aufgefiihrt. Zu den einzelnen Rech-
nungen wurde aus Symmetriegriinden jeweils nur eine Systemhdlfte herange-
zogen.

Anstelle des exakten Wertes K2 = 0 ergaben sich in allen numerischen
Rechnungen Werte von der Grofenordnung 10'6 .
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Beispiel 5.1: Numerische Ermittlung der Spannungsintensitdtsfaktoren fiir
L/x0 = 0,2612 und yO/x0 =1 (mit Xg = 0.9865 , L = 0.2577)
unter Verwendung von Elementen mit linearen Randverschiebungen
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Bild 22.17 : Elementelnteilung flUr Belisplel 5.1
(Anzahl der Freiheitsgrade: 78 )

exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
[4] I 11
K1/p 0.595 0.602 1.2% 0.600 0.8%

Tabelle 22.24: Spannungsintensitdtsfaktoren zu Belsplel 5.1
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Beispiel 5.2: Numerische Ermittlung der Spannungsintensitdtsfaktoren fiir
L/xU = 0.608 und yU/xU =1 (mit Xg = 1.4422 , L = 0.8769)
unter Verwendung von Elementen mit Tinearen Randverschiebungen
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Bild 22.18 : Elementeinteilung fur Beispiel 5.2
(Anzahl der Freiheitsgrade: 80 )

exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
[4] I 11
K1/p 1.25 1.296 3.7% 1.290 3.2%

Tabelle 22.25: Spannungsintensitdtsfaktoren zu Beispiel 5.2
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Beispiel 5.3: Numerische Ermittlung der Spannungsintensitdtsfaktoren fiir
L/xy = 0.7609 und yg/x5 = 1 (mit Xg = 2.1936 , L = 1.6691)
unter Verwendung von Elementen mit linearen Randverschiebungen

SARRRRRERRAR

| 1 T

08

| 1

2.1936

0.7936

|
0.6

— < )

0.6

0.7936

1

1

0.8

SIRRERREL

e S e e |
0.5746 0.5245
057 05245 Risslange: L =1.6691
[T
2.1936
Bild 22.19 : Elementelntellung flUr Belspiel 5.3
(Anzahl der Freiheitsgrade: 66 )
exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
[4] I I
K1/p 1.9 1.982 4,3% 1.974 3.9%

Tabelle 22.26: Spannungsintensitatsfaktoren zu Belsplel 5.3
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Beispiel 5.4: Numerische Ermittlung der Spannungsintensitatsfaktoren flir
L/xy = 0.3838 und y,/x; =1 (mit Xq = 1.0705 , L = 0.4109)
unter Verwendung von Elementen mit linearen Randverschiebungen

(26 Standardverschiebungselemente, 1 rechteckiges RiBelement)
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Bild 22.20 ; Elementelntellung fUr Belsplel 5.4
(Anzah1 der Freiheitsgrade: 78 )

Lq-u. '''''''''''' -
exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
[4] I 11
K1/p 0.793 0.791 0.3% 0.787 0.8%

Tabelle 22.27: Spannungsintensititsfaktoren zu Belspiel 5.4
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Beispiel 5.5: Numerische Ermittlung der Spannungsintensitdtsfaktoren fiir
L/xO = (0.3838 und yo/xO =1 (mit Xg = 1.0705 , L = 0.4109)
unter Verwendung von Elementen mit linearen Randverschiebungen
(34 Standardverschiebungselemente, 1 dreieckiges RiBelement)
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Bild 22.21 : Elementeintellung fir Belspiel 5.5
(Anzahl der Freiheitsgrade: 92 )

OR——

exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
[4] I II
K1/p 0.793 0.825 49 0.796 0.4%

Tabelle 22.28: Spannungsintensitatsfaktoren zu Beispiel 5.5
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Beispiel 5.6: Numerische Ermittlung der Spannungsintensitdatsfaktoren fiir
L/xg = 0.3838 wund Yo/Xg = 1 (mit Xg = 1.0705 , L = 0.4109)
unter Verwendung von Elementen mit linearen Randverschiebungen
(54 Standardverschiebungselemente, 1 dreieckiges RiBelement)
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Bild 22.22 : Elementeinteilung fur Belspiel 5.6
(Anzah1 der Freiheitsgrade: 136 )
o T
exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
[4] I II
K1/p 0.793 0.815 2.8% 0.786 0.9%

Tabelle 22.29: Spannungsintensitdtsfaktoren zu Belspiel 5.6
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Beispiel 6 : Numerische Ermittlung von Spannungsintensitatsfaktoren
einer rechteckigen Scheibe mit einem AuBenrif unter

Zugbeanspruchung
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Rissldnge : L

Bild 22.23 : Rechtecklige Scheibe mit elnem Aussenriss
unter Zugbelastung

Eine analytische Behandlung des vorliegenden Problems findet man in [5] .
Die dort tabellierten Werte sind aus einer exakten Losungsdarstellung bis

auf etwa 2% genau berechnet.

Fiir die Parameter yo/x0 = 0.997 , Xq = 1.18 und L/2x0 = 0.254 sind die
Spannungsintensitdtsfaktoren unter Verwendung von Elementen mit linearen

Randverschiebungen in einem Elementraster gemdB Bild 22.24 ermittelt worden.
Die Ergebnisse konnen Tabelle 22.30 entnommen werden.

exakt Funktional | Differenz | Funktional | Differenz
[5] I 11
K1/p 1.29 1.266 - 1.9% 1.258 2.5%

Tabelle 22.30: Spannungsintensit&tsfaktor K, fur
yo/*g = 0.997 , x5 = 1.18 , L/2x, = 0.254
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Bild 22.24 : Elementeinteilung fUr elne Schelbe mit Aussen-
riss ( yU/XU = 0.997 , Xg = 1.18 , L/2x0 = 0.254 ,
239 Freiheitsgrade bei Verwendung von Elementen mit
linearen Randverschiebungen )
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23 Zusammenfassung

Flir Differentialgleichungsprobleme mit kritischen Teilbereichen erweist

es sich als effektiv, den Tokalen Losungscharakter zu analysieren und in die
numerische Rechnung einflieBen zu lassen. Als Beispiele, bei welchen sich
der Aufwand einer analytischen Untersuchung Tohnt, werden Scheibenprobleme
mit Lochern, Ecken und Rissen betrachtet, in denen man es mit Spannungs-
konzentrationen bzw. Spannungssingularitdaten auf einem Teil der Randkurve

zu tun hat. Wie die Beispielrechnungen gezeigt haben, erweist es sich als
giinstig, neben den Standardverschiebungselementen fiir verbleibende kritische
Bereiche spezielle Verschiebungselemente zu verwenden, in denen Ansatz-
funktionen eingehen, welche nicht nur das Differentialgleichungssystem
sondern auch die Randbedingungen auf dem Elementrand exakt erfiillen. Zur
Ermittlung der Funktionen, welche das Differentialgleichungssystem und
betrachtete Teilrandbedingungen erfiillen, wird die komplexe Funktionen-
theorie herangezogen und insbesondere die konforme Abbildung als Hilfs-
mittel zur Behandlung der Randbedingungen verwendet. Konkret werden An-
satzfunktionen hergeleitet fiir Elemente mit einem kreisformigen oder ellip-
tischen Loch, fiir Elemente mit Innen- oder AuBenrif sowie flir Elemente mit
spitzer einspringender Ecke.

Insgesamt werden drei Wege aufgezeigt, wie man mit den die Differential-
gleichung erfiillenden Ansdtzen zu (Verschiebungs-) Elementbeziehungen kommt.
Jede dieser Methoden 1dBt sich letztendlich unter dem Gesichtspunkt sehen,
geeignete Verkniipfungsmatrizen zwischen den Ansatzfreiwerten und den Element-
knotenwerten zu erhalten, um schlieBlich eine Kopplung mit anderen Elementen
zu ermoglichen. Geeigneter als eine Knotenpunktinterpolation, bei der es-
darum geht, daB die Ansdtze die gewahlten Knotenwerte annehmen, erscheinen
hierbei die beiden Wege, zu welchen Randverschiebungsansatze benutzt wer- .
den, um zu einer optimalen Elementkopplung zu kommen, in der nicht nur die
diskreten Knotenwerte, sondern auch die Funktionsverlaufe zwischen den
Knoten voll beriicksichtigt werden. Innerhalb der Vorgehensweise werden auf dem
Elementrand die Verschiebungsansdtze des Elementbereichs den Randverschie-
bungsansdtzen angepaBt. Dies geschieht im erweiterten Funktional durch einen
Zusatzterm, wdhrend bei dem nicht erweiterten Funktional die erwdhnte An-
passung durch ein zusatzliches Fehlerquadratfunktional erfolgt und nicht
durch die in der Literatur hdufig beschriebene Methode, die Fehlerquadrat-
terme zu dem betrachteten Funktional als Straffunktionen (penalty-functions)
dazuzuaddieren. Koppelbar sind die hergeleiteten einzelnen speziellen Ver-
schiebungselemente je nach Randverschiebungsansdtzen mit linearen oder
quadratischen Verschiebungselementen.
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