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Zusammenfassung

In dieser Arbeit soll ein dickwandiger Zylinder zykli-
schen, elastoplastischen Beanspruchungen unterworfen
werden. Die Beanspruchung wird durch zyklisch wechselnde
Innenbelastung oder AuBenrandverschiebung verursacht.
Mit der Theorie fiir endliche Verzerrungen gelingt es,
sémtliche Spannungs- und Formdnderungswerte des Problems
fiir lineare, isotrope Werkstoffverfestigung zu ermitteln.
Besondere Aufmerksamkeit wird der FlieBgrenze nach der
Entlastung im zweiten Halbzyklus gewidmet. Eine Variante
der zyklischen Beanspruchung ist die, bei der die resul-
tierende Normalkraft in Axialrichtung verschwindet. Das
sekunddre FlieBen wird fir alle Verfestigungsmoduli und
Radienverhéltnisse bei kleinen Verzerrungen untersucht.

Summary

Paper deals with large elasto-plastic deformations of
a thick-walled cylinder under cyclically varying inter-
nal pressure. Both deformations- and stress cycles are
investigated. A theory is presented, which gives the
complete solution of stresses and deformations for a
material with linear isotropic workhardening. Special
consideration is given to the yield point after
unloading in the second half-cycle. It is assumed
that in axial direction either the strain or the
resulting normal force vanish. Secondary yielding in
the case of small deformations will be investigated
for all moduli of workhardening and for all ratios

of diameters.
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1. Einfithrung

Beit iiber hundert Jahren wird das Problem des dickwan-
digen Zylinders wegen seiner vielfdltigen Anwendung in
der Technik sowohl theoretisch als auch praktisch
intensiv bearbeitet. Im Jahre 1866 gibt Lamé [1] fiir
einen an den Enden geschlossenen Zylinder eine erste
geschlossene LGosung bei kleinen, elastischen Verzer-
rungen an. Der Zylinder steht dabei unter Innen- und
AuBendruck.

Zu den ersten Arbeiten iiber den elastoplastischen
Zustand eines dickwandigen Zylinders gehéren die
Untersuchungen von Turner [2] am Anfang dieses Jahr-
hunderts. Turner wendet die FlieBhypothese von Tresca
an. Der Werkstoff ist inkompressibel. Spdter berechnet
Nadei [3] die Axial spannungsverteilung fiir einen ebenen
Verzerrungszustand. Dabei vernachléssigt er die elasti-
schen Anteile der Verzerrungen im elastoplastischen
Bereich des unter Innendruck stehenden Zylinders.

Die Untersuchungen von Cook [4], der mit der Trescaschen
FlieBspannungshypothese und der finiten Spannungs-
Dehnungs-Beziehung von Hencky [5] arbeitet, gehen von
der Annahme aus, daB die Axialspannungsverteilung tiber
den Querschnitt konstant sei. Die ersten vollstdndigen
Iosungen, die die Kompressibilitit des Werkstoffes,
verbunden mit der von Misesschen FlieBbedingung und
der finiten Spannungs-Dehnungs-Beziehung von Hencky-
Iljushin beriicksichtigen, stammen von Belayev und
Sinitskij [6] und von Sokolovskij [7]. Dabei nimmt
Sokolovskij eine Werkstoffverfestigung an.

Die folgenden Arbeiten unterscheiden sich von [6] und
(7] entweder im elastoplastischen Bereich und in der

Verfestigung oder durch die Ldsungsart, geschlossene

oder numerische Ldsung, und durch die Zylinderend-



bedingungen. Allen und Sopwith [8], Steele [9] und
MacGregor, Coffin und Fisher [10] bevorzugen die finite
Spannungs-Dehnungs-Beziehung von Hencky. In [8] und [9]
wird die FlieRbedingung von Tresca benutzt. Steele
berilicksichtigt ferner eine Werkstoffverfestigung, widhrend
MacGregor und Mitarbeiter mit dem v. Misesschen FlieB-
kriterium arbeiten. Allen und Sopwith geben geschlossene
Losungen fiir alle drei wichtigen Endbedingungen, wie

a) ebenen Deformationszustand (£ , = 0),

b) ebenen Spannungszustand ((?z = 0, offener
Zylinder) und

c) geschlossenes Zylinderende

an. Steele legt geschlossene Losungen fiir die Endbe-
dingungen b und ¢ vor, ohne jedoch die elastischen
Anteile im plastischen Bereich zu berilicksichtigen. Eine
numerische Losung legen MacGregor und Mitarbeiter fiir
die Endbedingung b vor, ohne die elastischen Anteile
im plastischen Bereich zu vernachlédssigen.

Einen anderen Weg, der hauptséchlich numerische Losungen
liefert, gehen Hill, Lee und Tupper [11], [12], Hill [13]
sowie Hodge und White [14], indem sie an die Stelle des
finiten Spannungs-Dehnungs-Gesetzes von Hencky die inkre-
mentelle Spannungs-Dehnungs-Beziehung von Prandtl-ReuB
[15]1, [16] setzen. Hill und Mitarbeiter benutzen die
Trescasche FlieBbedingung mit der Endbedingung a bzw. c.
Hodge und White arbeiten mit einem ebenen Deformations-
zustand und gebrauchen das v. Misessche FlieBkriterium,
das auf partielle Differentialgleichungen fiihrt, die
ebenso wie die Gleichungen in [11] bis [13] numerisch
gelost werden.

Eine Arbeit, die die v. Misessche FlieBhypothese und
die inkrementelle Spannungs-Dehnungs-Beziehung fiir
kleine Verformungen nutzt, stammt von Chu [17]. In

den numerischen Losungen sind die Werkstoffverfestigung



und alle drei moglichen Endbedingungen fiir einen dick-
wandigen Zylinder beriicksichtigt.

Koiter [18] gebraucht die FlieBbedingung von Tresca
und die mit ihr verbundene Normalitédtsregel. AuBerdem
rechnet Koiter mit inkompressiblem Stoffverhalten, das
zu einfacheren Losungen fiihrt. Die Losungen fiir die
Spannungen und Dehnungen stimmen allgemein gut mit
denen von Hill und Mitarbeitern iiberein, ausgenommen
davon sind allerdings die Spannung und die Dehnung

in Axialrichtung.

Mit den vorliegenden Arbeiten hat das Problem des dick-
wandigen Zylinders einen gewissen AbschluBl gefunden.
Die zuvor genannten Arbeiten beschranken sich auf
kleine Verzerrungen. Celep [19] beschreibt den Zylinder
unter groBen Verformungen.

Zu den zyklischen Prozessen ist folgendes zu sagen:
Das Problem der zyklischen Beanspruchung wird um 1950
von Swift [20] und spéter von Ronay [21], [22] bear-
beitet. Es werden Effekte zweiter Ordnung untersucht.
Es handelt sich hier um den Poynting-Effekt, einer
Lingendnderung tordierter Stédbe.

Weiter seien die Arbeit von Mrdz [23], der mit einem
allgemeineren Verfestigungsmodell einen Kdrper unter
stationdrem Zug mit alternierender Torsion untersucht,
sowie die Arbeit von Bruhns [24] genannt, der ein
spezielles elastisch-plastisches Stoffgesetz annimmt.
Dabei erlaubt die FlieBbedingung sowohl eine isotrope
als auch eine kinematische Arbeitsverfestigung. Mit
diesem allgemeinen, nichtlinearen Verfestigungsansatz
lassen sich zyklische Formédnderungsprozesse mit realem
Werkstoffverhalten beschreiben.
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Mioduchowski und Thermann [25] untersuchen die zyklische
Torsion eines Kreiszylinders bei endlichen Verzerrungen.
Fir die plastische Deformation wird die Theorie des
plastischen Potentials mit der v. Misesschen FlieBbe-
dingung bei isotrop linearer Werkstoffverfestigung
zugrundegelegt. Auch hier 1laBt sich ein Poynting-Effekt
bei Beriicksichtigung des elastischen Deformationsge-
schwindigkeitsanteils nachweisen.

Die theoretischen und experimentellen Untersuchungen
von ILiicke [26] zur zyklischen, elastoplastischen Blech-
biegung dienen dem Ziel, die Effektivitat verschiedener
Stoffgesetze zu vergleichen.

In der hier vorliegenden Arbeit soll ein elastoplastisch
beanspruchter, dickwandiger Zylinder bei endlichen Ver-
zerrungen mit einem ebenen Deformationszustand und der
daraus resultierenden Léngsbeanspruchung an den Zylinder-
enden durch Innendruck bzw. -zug zyklisch belastet werden.
In einer weiteren Untersuchung wird die Kraft N3 in
Axialrichtung durch geeignete Steuerung der Dehnung in
Axialrichtung auf Null reduziert. Die Untersuchungen
sollen an folgende Voraussetzungen gekniipft sein:

1. Der Werkstoff sei homogen und isotrop und behalte
diese Eigenschaften widhrend der Verformungsvor-
génge bei.

2. Der Werkstoff sei kompressibel fiir elastische und
inkompressibel fiir plastische Forménderungen.

3. Im elastischen Bereich soll das Hookesche
Spannungs-Dehnungs-Gesetz gelten. Im plastischen
Bereichvsoll der Zylinder sich isotrop, linear
verfestigen. Die Verzerrungsgeschwindigkeit geniige
der Normalenregel:

< _ ) 9F
dy oG+
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Als FlieBbedingung sei die Trescasche FlieBbedingung
angewandt.

4, Es s80ll ein ebener Verzerrungszustand vorliegen.

5. Die Formé@nderungen sollen sich am Zylinder so lang-
sam vollziehen, daB keine Tréagheitskrédfte wirksam
werden.

6. Die Formédnderungen sollen isotherm sein.

Diese einschrédnkenden Annghmen werden in den folgenden
Kapiteln noch weiter diskutiert werden. Im Kapitel 2
werden die bekannten stoffunabhéngigen Grundlagen der
Kontinuumsmechanik, die fiir diese Arbeit bendtigt werden,
erlédutert, und in Kapitel 3 werden die Stoffgesetze ein-
gefihrt. Es folgen im Kapitel 4 die geometrischen Unter-
suchungen. Aus diesen Grundlagen werden im Kapitel 5 die
Differentialgleichungen sowohl fiir den elastischen als
such fiir den elastoplastischen Bereich bei zyklischer
Beanspruchung des dickwandigen Zylinders entwickelt. Die
numerische Losung der Differentialgleichungen wird in
Kapitel 6 beschrieben. Das Kapitel 7 wird den Ergeb-
nissen der zuvor entwickelten Gleichungen gewidmet,
wihrend im achten Kapitel der dickwandige Zylinder ohne
Normalkraft in Axialrichtung untersucht wird. Das
Kapitel 9 dient der Untersuchung von unterschiedlichen
Radienverhédltnissen und dem EinfluB dieser auf das
elastoplastische Verhalten im dickwandigen Zylinder.

2. Stoffunabhidngige Grundlagen

2.1 Koordinatensystem

Zur Beschreibung der Deformation eines Kérpers fiihren wir

. R
a) ein kdrperfestes Koordinatensystem 3 mit
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den Basisvektoren Z« und
b) ein raumfestes, kartesisches Koordinaten-
system X* mit den Basisvektoren Ea4 ein*).

Damit lassen sich alle interessierenden GréBen entweder
im kGrperfesten Bezugssystem, das sémtliche Verformungen
des Ko6rpers mitmacht, oder im raumfesten Koordinaten-
system beschreiben.

Die Lage eines materiellen Punktes im Raum wird durch
x* = XY ($41) (2.1)

beschrieben.

Statt der Zeit als Parameter kann auch eine andere GroBe,

die den Forménderungsvorgang beschreibt, als Parameter

verwendet werden.

Die Basisvektoren des kdrperfesten Koordinatensystems
ergeben sich zu

. 0x
T T et _ (2.2)
Der Ortsvektor lautet in raumfesten Koordinaten
. d
T = X7 g : (2.3)

Damit erhalten wir den Zusammenhang zwischen den Basis-
vektoren des korperfesten und des raumfesten Systems zu
QLS 9 x*

’%k = W = 5?&_ ’%d. . (2.4)

*) Im folgenden beziehen sich lateinische Indizes auf
das korperfeste, griechische Indizes auf das raum-
feste Koordinatensystem. Die Indizes sollen von
1 bis 3 laufen.
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Die Metrikkoeffizienten
i = 35

Ax* 3x"
3% ogt K¢ B0

‘ a (2.5)
_ Ox" x Sen
a— P4 L
9% 0%+
bestimmen die Metrik des verformten Kérpers. Seine
kontravarianten Komponenten werden durch
i _ ¥ (2.6)
%' gﬂ-h CY‘L

definiert.

2.2 Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit und
Verzerrungstensor

Der Gradient des Geschwindigkeitsfeldes vilk fiir Kérper-
punkte lé8t sich wie bei Lehmann [27] additiv in den
Deformator (di), den wir auch als Tensor der Verzer-
rungsgeschwindigkeit bezeichnen, als symmetrischen
Anteil und in den Rotor (W', bzw.w ') als anti-
metrischen Anteil zerlegen.

vy = %(’Uzk A R F N (P ALY
_ di + w.;’b' (2.7)

Der Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit di 1dBt sich
auch durch die Metrikkoeffizienten ausdriicken (Lehmann
[e8l).



- 14 -

’ [ ] e

dy = % Q»W(S*m) = — ;_—(9-;") Yre (2.8)

Der iibergesetzte Punkt bedeutet die substantielle Diffe-
rentation nach der Zeit bei festgehaltenen Korperkoor-
dinaten §%.

Nach Lehmann [28] setzen wir die Forménderungsgeschwin-
digkeit gleich dem substantiellen Differentialquotienten
nach der Zeit eines Verzerrungstensors e,i.

i = €il,

€r +Epda — €5 dm (2.9)

Die letzten beiden Terme von Gleichung (2.9) fallen
fort, da die Form#nderungen des Zylinders koaxial
verlaufen, was bedeutet, daB die Hauptachsen des
Verzerrungsgeschwindigkeitstensors und des Verzerrungs-
tensors ilibereinstimmen. Wir erhalten damit

dy = €4 . (2.10)

Die Gleichung (2.10) 1#Bt sich integrieren,und mit
Gleichung (2.8) fiihrt diese Rechnung auf den bekannten
logarithmischen Verzerrungstensor

« —_ 1 QLr
der von Hencky [29] eingefiihrt worden ist.
Die Spur dieses Tensors

- nf] - il e

N
<o|l<
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gibt die Volumenédnderung wieder. Die ilibergesetzte o gibt
an, daB sich die GroBe im Ausgangszustand befindet. Dabei
ist g die Determinante des Metriktensors.

2.% Spannungstensor

Wegen der einfacheren Invariantenbildung fithren wir den
Spannungstensor (3 1]{' gemischtvariant ein. Dieser 1l&Rt
sich durch Spurbildung in einen Deviator und in einen
Kugeltensor

. - _ <
Gy =Ty - 7 de (2.13)
— _ 1 r
mit 1 = — 3 Gfd_ aufspalten.

Die Spannungen sind auf das verzerrte, korperfeste
Koordinatensystem bezogen. Die physikalischen Kompo-
nenten der Spannungen erhalten wir nach [28] zu

YL
kb

LA
¢-*

Die MaBzahlen des Tensors (5 i sind demnach in einem
Hauptachsensystem gleich ihren physikalischen Kompo-
nenten.

G; o (2.14)

: <
G;(z) = G:C. (i nicht summiert)

2.4 Gleichgewichtsbedingungen

Die drei Bedingungen fiir das Kraftegleichgewicht am
verformten KSrperelement sind nach [30]

“
Gh |4', = O . | (2.15)

Massen- und Volumenkréfte sind in dieser Beziehung
nicht enthalten.
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Ausgeschrieben lautet die Gleichgewichtsbedingung
k’ L m m 7
SHTF A Mim Gy — ke Gm =0 . (2.16)

Die Christoffelsymbole zweiter Art werden aus den Metrik-
koeffizienten gebildet.

Cr = 3§ e ) @

3, Stoffgesetze

3.1 Allgemeines

In Kagpitel 2 wurden Grundlagen wie Spannungstensor und
Verzerrungstensor formuliert, die stoffunabhingig sind.
Das Stoffgesetz s0ll nun fiir elastische und elasto-
plastische Werkstoffe den Zusammenhang zwischen Spannun-
gen und den kinematischen GroBen wie Verzerrungen und
Verzerrungsgeschwindigkeiten beschreiben.

3,2 Elagstische Formdnderungen

Die Beziehung zwischen Spannungen und Verzerrungen im
elastischen Bereich sei durch die umkehrbar eindeutige,
tensorlineare Beziehung gegeben, die Hencky in [29]
entwickelt hat.

Si = 2G(Ei-FETSN)HKET 4 Gn

Sk ist der Kirchhoffsche Spannungstensor, der sich
von dem iblicherweise definierten Spannungstensor 6' k

durch das Stoffdichteverhdltnis E; unterscheidet.
A R S | A,
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Fir die Biegung haben Bruhns und Thermann [31] den
Kirchhoffschen Spannungstensor Si durch den Tensor

G{i ersetzt. Der dabei entstandene Fehler ist ver-
nachléssigbar gering. Das Hookesche Spannungs-Dehnungs-
Gesetz lautet dann

Ge = 2G(g¢ —Fetdi) +KeT S (3.3)

Folgender Zusammenhang besteht zwischen den Material-
konstanten in (3.3):

14+ ¢ _ 1
w = 2G 3——'—‘(4_2\,) = E m ) (3.4)

33 Plastische Forménderungen

3.3.1 Allgemeines

Elastische Forménderungen sind durch das elastische
Formédnderungsgesetz vollstdndig beschrieben. Allgemein
wird das plastische Stoffverhalten durch zwei Bezie-
hungen bestimmt. Diese sind

a) die Plastizité@tsbedingung, bestehend aus
der FlieBbedingung, dem Verfestigungs-
gesetz und der Belastungsbedingung sowie

b) das Forménderungsgesetz.

Die FlieBbedingung zeigt als eine Punktion der Span-

nungen an, wie sich der elastische Bereich gegen den

plastischen Bereich abgrenzt. Bei Werkstoffverfesti-

gung und bei idealplastischem Werkstoff 18Bt sie sich
allgemein schreiben als

F(eL; ) = F(Gr; =) -k =0 3%
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Fir idealplastische Werkstoffe ist k = ko eine Konstante.
Bei isotroper Werkstoffverfestigung nehmen wir nach Hill
[13] kx als eine Funktion der plastischen Arbeit w an
(workhardening). Fir die Belastungsbedingung gilt

-QLG"‘L > 0

oGt & (3.6)

3.%.2 FlieBbedingung

Die FlieBbedingung kennzeichnet den Beginn des plasti-
schen FlieBens. Durch Experimente bestatigt 1aB8t sich
sagen, daB die FlieBbedingung vom hydrostatischen
Spannungszusfand unabhéngig ist. Das FlieBen 18dBt sich
mit Hilfe des Spannungsdeviators (2.13) beschreiben.
Mathematisch formuliert bedeutet dieses, daB die allge-
meine FlieBbedingung fiir isotrope Werkstoffe lautet

F ( TZ \ T3 ) = 0 ) (3.7)

d. h. (3.5) 188t sich als eine Funktion der Invarianten
T2 und T3 des Spannungsdeviators angeben:

M | 2
F(Gh,&}) = %(Tz‘Tsx - & =0 (3.8)
Als Invarianten fithren wir ein

In dieser Arbeit soll die FlieBbedingung von Tresca
angewandt werden. Allgemein formuliert 188t sich die
FlieBbedingung analog [32] schreiben

3

FGE &) = 2z T2 3T - 94T

L 4 &', —ohk = O (3.9)
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Im Hauptachsensystem, wie es hier vorliegt, ist es sinn-
voller, die FlieBbedingung als Funktion der Hauptspan-
nungen zu formulieren.

[(6}-61) —uk] [(e) —@}) -uk']

[(G3 - 1) —4A'] =o (3.10)

Aus dieser Gleichung folgern wir, daB wdhrend des
FlieBens eine der Differenzen, ndmlich die betragsméBig
groBte, den Wert 2k annimmt.

AuBer der Trescaschen FlieBbedingung wére noch die

v. Misessche FlieBbedingung zu erdrtern, die lautet

F(ct &) =T, - % =0 (1)
Als Funktion der Hauptspannung schreiben wir sie als
2
(5% — i)t + (6 -63) +(63-63)

y
= O
+ 3k (3.12)

Die vorherstehende FlieBbedingung wiirde auf ein wesent-
lich komplizierteres 8toffgesetz im plastischen Bereich
fiihren, als es bei der'FlieBbgdingung von Tresca der Fall
ist. Wie aus Abb. 3-1 zu erkennen ist, ist fiir den
ebenen Verzerrungszustand die Darstellung der FlieB-
kurven von Tresca bzw. von v. Mises stark von der
Querkontraktionszahl Y- abhéngig. Fir W = 0.3 bildet
sich in der Spannungsebene &) - G;: fiir die FlieBbedingung
von Tresca ein doppeltsymmetrisch verzerrter Polyeder aus,
der von der v. Mises-Ellipse umgeben ist. Die FlieBkurven
stimmen gut liberein, so daB wir die Trescasche FlieBbe-
dingung wéhlen konnen.
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v.Mises -Ellipse
Tresca -Sechseck

-G\ //

Abb. 3-1  Fliefkurven in der G| G} Ebene

arc tan
Go— 1+

arc tanE

Abb. 3-2  Verfestigung im Zugversuch
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Uber das bis jetzt noch unbestimmte Verfestigungsgesetz
2 E A
k= ki (w) (3.13)

18Bt sich sagen, daB dieses iiber das noch einzufiihrende
Forménderungsgesetz (vgl. Kapitel 3.3.3) dem einaxialen
Zugversuch angepaBt wird. Ein linearer Ansatz fir den
Zugversuch mit Go als FlieBspannung wird gewdhlt.

S 1
£ =g t3(6-6); Gro, (3.14)

(vgl. Abb. 3-2)

3.%.3 Formanderungsgesetz

Fir das Forménderungsgesetz erhalten wir unter Zugrunde-
legung der Theorie des plastischen Potentials

d;’; = X /85»« ; (A > 0) (3.15)
. ‘ ‘

Die skalarwertige Funktion A ist dabei aus der Verfesti-
gung zu bestimmen.

3.4 Elastoplastische Formdnderungen

Die Verzerrungsgeschwindigkeit setzt sich bei elasto-
plastischer Formd@nderung aus einem elastischen und
einem plastischen Anteil zusammen (vgl. [32]).
L o v {
dy = d;ia + 011‘14. (3.16)

c&? ist durch die Beziehung (3.15) gegeben.

Den elastischen Anteil der Verzerrungsgeschwindigkeit
erhalten wir, wenn wir das elastische Stoffgesetz (3.1)
in die Differentialform iiberfiihren. Fir (3.16) kdnnen
wir, da wir mit koaxialen Form&nderungen in einem
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Hauptachsensystem arbeiten (und nur dann), schreiben
c oA S e
£, = &a + L, (3.17)
e w '
Fir die Entlastungen, die bis zum Eintreten eines

erneuten FlieBens elastisch verlaufen, lautet die Ver-
zerrungsgeschwindigkeit

2

dy = d;ﬂ} : (3.18)

4, Geometrische Untersuchungen

4,1 Allgemeines

Wir betrachten einen dickwandigen Zylinder nach Abb. 4-1.
Die Verzerrungen des Zylinders werden in einem raum- und
in einem kodrperfesten Koordinatensystem beschrieben.

Bei der Verformung soll die Geometrie des Zylinders
folgende drei Bedingungen erfiillen:

a) Die Radien bleiben gerade.

b) Ebene Querschnittsfldéchen bleiben eben.

c) Die Rotationsachse bleibt unver#dnderlich,
und damit bleiben kreiszylindrische Mantel-
flachen kreiszylindrisch.

Als raumfestes Koordinatensystem widhlen wir ein Zylin-
derkoordinatensystem

3% = ¥,y (4.1)

Die kOrperfesten Koordinaten seien zu Beginn der Form-



Koordinatensysteme am unverformten und am

Abb. 4 -1

verformten dickwandigen Zylinder
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inderungen (t = 0) mit den raumfesten identisch, d. h.
o 1 oz 2 e 3
wihrend im verformten Zustand gilt

yU=T®); Y =95 Y =28

4,2 Transformationsmatrizen und Metriktensoren

Die Transformationsmatrizen erhalten wir aus den Trans-
formationsformeln fir die Koordinatendifferentiale am
verformten Kérper zum Zeitpunkt t zu

/ \ AN /’1
. ™ O O < e 0 e} \l
9 _ O 1 0 83 _ o 1 9o
Q%" . aHQ A |
0 o Z o © FJ

I
S/
——~

e () =) e ()

(4.4)
Mit den raumbezogenen Metriktensoren
0O O
1 L b A i) 0
9%43 = |0 1 O + = |o 72 O
o o 1 o O A1
(4.5)

und den Transformationsmatrizen ergeben sich als kdrper-
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bezogene Metriktensoren

QY 2y°
%’Lh = agé a%Q 9’4-0

4 \
(2 ’ \
1+ o) 0 a 0 o
T
2 ik
. - Tt O 1
2
[9) O 2? o A1
\ / z*?
\ /
(4.6)

Die Metrik fiir den unverformten Zustand erhalten wir
aus den oben angeschriebenen Matrizen, wenn wir dort

Y

g
T = ,'r:’]l-'z_-‘t setzen.

4,3 Verzerrungstensor und Verzerrungsgeschwindig-

keitentensor

Der Verzerrungstensor (2.11) verknlipft die Metrik des

verformten Bezugssystems mit der des unverformten
Systems. Korperbezogen lautet der Verzerrungstensor

(c;;' = — Xlﬁ.(érl:f %m)

Z

, (o () o o ]

£L = o Qm(%) o ‘
o Am (2%

(4.7)
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Der Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit ergibt sich
kSrperbezogen zu

l _ 1 T L 1 <t
Cl'k. = Z % (8'721) - —2_._ (8‘ )%fﬁ. (4.8)
und lautet damit
.I} 0 o O
. ~! .
d.b = o I o
v A (4.9)
o O t_*/

4,4 Christoffelsymbole

Die Christoffelsymbole zweiter Art, die zur Formulierung
der Gleichgewichtsbedingung im korperfesten Koordinaten-
system bendtigt werden, lassen sich nach (2.17) berechnen.

rn T
-1 =
—
4 T
l—'-zz - ! (4.10)
i
Z — 3 T
P' 12 - r. L2140 = T——
-t )
3 — .o . - A —_
(733 = o5 alle iibrigen [~ e o .

4,5 Gleichgewichtsbedingung

Nach (2.15) und (2.16) gilt

< _ < < m m .~ _
kli, = Qi v+ 1M m Gy —MgeiGn = o
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Damit 1&Bt sich das Gleichgewicht in radialer Richtung
wie folgt schreiben

e

G, +F‘f,mG"T —\"'j\"é(;,;';zo (4.11)

4‘4.

und mit den Christoffelsymbolen (4.10)

Gy + (6L -6GI) = =0°. @

1

Die Gleichgewichtsbedingungen in azimutaler und in
axialer Richtung sind identisch erfillt.

5. Elastoplastische, zyklische Beanspruchungen eines
dickwandigen Zylinders

5.1 Elastische Formanderungen

Aus der Verbindung der ForménderungsgrtBen (4.7) und
(4.9) und der Gleichgewichtsbeziehung (4.12) erhalten
wir mit Hilfe des Formanderungsgesetzes ein System von
Gleichungen, das in diesem Fall aus gewéhnlichen Diffe-
rentialgleichungen besteht.

Bei der Aufldsung des Gleichungssystems entweder nach
den Spannungs- oder nach den FormdnderungsgroBen ent-
scheiden wir uns fiir die Form&nderungsgrofen, da bei
dem betrachteten ebenen Verzerrungszustand eine Verein-
fachung der Differentialgleichungen mdglich wird.

Lésen wir das Stoffgesetz (3.%) nach den Verzerrungs-
groBen auf, so wird

' N Z A i
Er = 35 (Gi—2671d8) + g2 61 8L G

Die spéter bendtigte differentielle Form des Stoff-
gesetzes lautet bei den hier betrachteten koaxialen
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Formanderungen
< 4 I e A o4

Durch die Einfiihrung eines ebenen Verzerrungszustandes,
d. h.

d, = €5 =0 (5.3)
folgt aus (5.2)

G = w(Gi +62) (5.)

und das Forminderungsgesetz (5.2) vereinfacht sich damit

zu

£1 = 5 [(1-9)G) - G2 ]

1

. (5.5)
) 1 2 1
£, = cl1—wn6GI —vGi]
Wir bilden von Gleichung (5.5) die Summe und die
Differenz
. A-2¢ \
(el +€1)= TG'(G':Z. +G1) (5.6)

L ] " z

(-0 = 25 (82 —G1) (o

5.2 Plastische Formdnderungen

5.2.1 Allgemeines

Die GrdBe A. im Forménderungsgesetz (3.15) ist eine
positive, skalarwertige Funktion. Sie 1&BRt sich aus
der Forderung bestimmen, daB die Plastizitédtsbedingung
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wdéhrend der plastischen Deformation stets erfiillt bleibt,
das bedingt

F = o (5.8)

. g QL&f .
=t - geY =0 (5.9)

Fir den Zuwachs der plastischen Arbeit gilt

-

. “ b .
o o= Ty OJ;&; (5.10)

.

Uberschieben wir beide Seiten des Stoffgesetzes (3.15)
mit @‘I{, so wird

¢ . T

Mit (5.9) und (5.10) erhalten wir schlieRlich

. )
P 1% OF o (5.12)
dw OG? e )

und das Stoffgesetz (3.15) 1#Bt sich damit schreiben

L 3— OF
L Ik OF o;  aGr 7
dw 9G]

5.2.2 FlieBbedingung

In Kapitel 3.3.2 hatten wir die FlieB8bedingung von
Tresca gewdhlt. Die FlieBbedingung ist in der angege-
benen Form (3.10) abhingig von den Spannungsebenen. Bei
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wachsenden Formé@nderungen 1&Bt sich die GréBenordnung der
Spannungen abschidtzen.

In dem dickwandigen Zylinder breitet sich vom Innenrand
beginnend zum AuBenrand hin mit steigender Belastung bzw.
Verformung eine elastoplastische Zone aus. Dabei zeigt es
sich, daB die Radialspannungen stets negativ und die
Azimutalspannungen stets positiv sind, und damit

die maximale Spannungsdifferenz darstellt. Eine andere
maximale Spannungsdifferenz mit der Axialspannung ist
nicht méglich, da diese durch

a

Gs = \Q'(G:"‘G:)

von der Azimutal- und der Radialspannung abhangig ist.
Durch vorherstehende Erkenntnis 1dBt sich die FlieB-
bedingung nach Tresca angeben zu

F =(61-67) -4k =0  (s.m

Da der Parameter k2 im allgemeinen Falle keine konstante
GroBe ist, muB dieser noch bestimmt werden.

5.2.% Igsotrope Werkstoffverfestigung

Wie breits in Kapitel 3%.3.1 angegeben, ist die isotrope
Werkstoffverfestigung eine Funktion der plastischen
Arbeit. Wir wéhlen einen linearen Ansatz der Form

b—z('w') = oolf + 2B w (5.15)
Damit erhalten wir

d & (w)

Lo = LB ‘ (5.16)

Wir wollen nun iiberpriifen, ob das Stoffgesetz (5.13) in
den einachsigen Spannungszustand des Zugversuches ent-
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sprechend Gleichung (3.14) iibergeht. Aus der FlieBbedin-
gung nach Tresca (3.10) erhalten wir fiir den einachsigen
Spannungezustand mit

G: = (5 und &::3)

Aus dem Stoffgesetz (5.13) 1&Bt sich herleiten
d1 =& = & (5.17)
o o 5 ) g
_ G
Ey T B . (5.18)
Somit 138t sich schreiben
. o - éi gi
e _%_(-%Q—E 5 . (5.19)
Diese Gleichung 1aBt sich integrieren
G G Go Go
Tl =m = + = - = — = .20
E-t E B E B (5.20)
mit &, = é? vereinfacht sich die Gleichung
1
£ = % + E(G“"Go) . (5.21)

Es ist dasselbe Ergebnis wie das in Gleichung (3.14).

5.2.4 Plastische Form&dnderungen

Aus Gleichung (5.14) erhalten wir den zur Auswertung
benotigten Tensor

—2(6t -6 o o
oF
Gt o 2(63 -63) o (5.22)
@) O O
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Mit der Beziehung (5.13) lassen sich die plastischen
Verzerrungsgeschwindigkeiten angeben zu

\]

e, = - g (si—e

2 = 5 (83 —eY 5-23)
o

g = o

™

Zum weiteren 188t sich hier ablesen, da8
\] q . L
64 == — E,). (5024)
o~ v

ist. Dieses Ergebnis stimmt mit der Inkompressibilitats-
bedingung liberein, die im plastischen Bereich gilt.

5.% Elastoplastische Form&nderungen

Beriicksichtigen wir die Gleichung (3.16), so ergeben sich
mit den Gleichungen (5.5) und (5.23%) fiir die elastopla-
stischen Formidnderungen

1 1 * 4 N z e
g,,‘ = 3G [(4—\“)61 ‘\}Gi]_%(GL”G,)
(5.25)
1 . .
= ((A-"G: — ¥ &i] + %(G;~6;)° .

"
NN
I

Subtrahieren wir obige Gleichungen, so erhalten wir
] 4‘ 2 I
(e:-€1) =(5+ F)(CI-6GN _ (5.2

Diese Gleichung gilt fiir den elastoplastischen Bereich.
Wir addieren beide Gleichungen von (5.25) und erhalten

z 1\* 4—2\" Ay’
(E—L+&1) = Z.G (G;, +G«) . (5027)
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Im Vergleich mit Gleichung (5.6) kénnen wir sagen, daB
(5.27) stets gilt, also sowohl im elastischen als auch
im elastoplastischen Bereich. Wihrend die Gleichung (5.7)
nur im elastischen Bereich gliltig ist.

S.4 Die Differentialgleichungen filir zyklische
Beanspruchungen

S5.4.1 Allgemeines

Wir betrachten einen Zylinder, der durch Innendruck p
beansprucht wird. Vom spannungs- und verzerrungsfreien
Zustand aus wird der Innendruck zundchst bis zu einem
vorgegebenen Wert p+ gesteigert. Sodann wird der Innen-
druck abgebaut, bis der untere vorgegebene Grenzwert p-
erreicht ist. Der Druck soll nun weiter zwischen p+

und p- wechseln. Durch je zwei Umkehrpunkte der
Belastungsrichtung von p+ zu p- wird ein Spannungshalb-
zyklus definiert.

Wir konnen Halbzyklen auch definieren, indem wir vor-
schreiben, daB bestimmte geometrische GroBen, etwa die
meBtechnisch leicht zu erfassende AuBenrandverschiebung
U innerhalb vorgegebener Schranken wechseln. Es
handelt sich hierbei um einen Verschiebungshalbzyklus.

Zur Beschreibung des Spannungs- und Deformationsver-
haltens unter zyklischer Beanspruchung betrachten wir
irgendeinen Halbzyklus. Der zu den Grenzwerten des
Innendrucks p+ oder p- bzw. der Verschiebungen u +
oder u - gehorende Spannungs- und Verformungszustand
zu Beginn des zu untersuchenden Halbzyklusses sei
bekannt. Alle GroBen dieses Zustandes kennzeichnen
wir durch einen Querstrich (siehe Abb.<5-1).
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Gj

1. Halbzyklus

2 . Halbzyklus

Abb.5-1 Quergestrichene GroBen in den Halbzyklen fiir

eine Faser im elastoplastischen Bereich



_35_

Wir denken uns den Zylinder vom Innenrand mit der Kdrper-
koordinate $< bis zum AuBenrand %o in zig Fasern unter-
teilt. Nun greifen wir eine beliebige Faser heraus und
beobachten, was im i-ten Halbzyklus mit dieser Faser
geschieht. Der Ausgangszustand der Faser ist durch die
einfach quergestrichenen GroBen, den Endzustand des
(i-1)-ten Halbzyklusses, gekennzeichnet, d. h. die

Faser befindet sich entweder in einem elastischen oder
in einem elastoplastischen Zustand. Die Faser wird nun
erneut im i-ten Halbzyklus beansprucht, das bedeutet,

daB die Entlastung der Faser wie immer elastisch ablauft.
Wird die Beanspruchung mit gewechseltem Vorzeichen
weiter gesteigert, kann die Faser die FlieBgrenze

mit entgegengesetztem Vorzeichen gegeniiber dem (i-1)-ten
Halbzyklus erreichen oder sie bleibt bis zum Ende des
Halbzyklusses elastisch. Hat die Faser die FlieBgrenze
erreicht, dann werden wir diese Zwischenstation durch
doppelt quergestrichene GréBen markieren (siehe Abb.
5-1). Die weitere Beanspruchung der Faser verliuft bis
zum Halbzyklusende elastoplastisch.

Die einfach und doppelt quergestrichenen GroéBen stellen
gleichzeitig die Ubergangsbedingungen fiir eine mathe-
matische Beschreibung des Formé&nderungsvorganges dar.
Den zuvor beschriebenen Zyklusverlauf mit elastischer
oder entlastender Beanspruchung kénnen wir mit dem
elastischen Stoffgesetz (5.5) bzw. (5.6) und (5.7)
mathematisch beschreiben, wenn wir die Summen und Diffe-
renzen iiber die Zeit integrieren. Solange sich die Faser
im elastischen Zustand befindet, gelten

1-2v — —
—%~ LGI +67-(G:+67)] (5.28)
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und

£; -6l — (e -ED =

1 — —
2e(61-01- (61 &3]
Die elastoplastische Beanspruchung in einem i-ten Halb-
zyklus beschreiben wir, indem wir das elastoplastische
Stoffgesetz (5.25) bzw. die Summen (5.27) und die Diffe-~
renzen (5.26) iiber die Zeit integrieren. Der Anfangs-
zustand einer elastoplastischen Beanspruchung wird mit
doppelt quergestrichenen GroBen fiir die Spannungen und
Verzerrungen kenntlich gemacht und stellt zugleich das
Ende einer elastischen Beanspruchung dar.

€y tE —(EX +EN =

e A LA HE CHEE (5.30)

In der Gleichung (5.30) wie auch in Gleichung (5.27) fehlt
jegliches Glied mit dem Plastizité@tsmodul B. Darin driickt
sich die Inkompressibilitdt im Plastischen aus, da

€, T+ €2 +E€Y = o (5.31)
° t »

sein muB. In unserem Fall gilt, da EZ laut Voraus-
gsetzung schon Null ist, daB Ly

E;;i + %E = O (5.32)

sind.

(5.33)

P
|A
.I_
I
[
)
RV
|
Q
3
|
Nl
AT R
|
f]"
Pt
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In Gleichung (5.33) wollen wir die doppelt quergestri-
chenen GréBen durch einfach quergestrichene GroBen aus-
driicken. Dazu betrachten wir eine Faser beim Ubergang
vom elastischen zum elastoplastischen Zustand. Dann gilt
fiir ihren elastischen Zustand nach Gleichung (5.29)

£ - €1 - (Ex-%2) =

1 = = —_ —
T6 [81 -G —(®: -G | (5.34)

Gleichung (5.34) nach (iii.—“ Eit\) aufgeldst und in
Gleichung (5.33) eingesetzt, liefert

(€1-¢)) = (82 -€)+ (35 + 2)(61-6G)

4

F-GN - (Gr-BY) | (5.9

Al

(

W™

Das Ende einer elastischen Deformation ist, wie schon
oben gesagt, durch das Erreichen der FlieBgrenze
gekennzeichnet.

(G:-61) = & (5-36)
Fir die FlieBgrenze gilt

a) k= - (8i-Gh) , (5.37)

wenn |G% - G3|> Re ist, das bedeutet fiir eine Faser,

die in dem (i-1)-ten Halbzyklus die FlieBgrenze erreicht
hatte, daB sie im i-ten Halbzyklus wieder zu flieBen
beginnt, wenn sie die negative Spannungsdifferenz

(G — G1) betragsmédBig erreicht.

—

b) B = — om (G:-G1) k, (5.28)
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Dieser Fall tritt zum Beispiel dann ein, wenn eine Faser
im (i-1)-ten Halbzyklus noch elastisch war und im i-ten
Halbzyklus die Spannungsdifferenz groB8er oder gleich
der AnfangsflieBspannung k0 wird.

Wir stellen fest, daB die Gleichungen (5.28) und (5.30)
immer gelten sowohl im elastischen als auch im elasto-
plastischen Bereich. Nur in der elastischen Zone hat
Gleichung (5.29) ihre Giiltigkeit,und nur in der elasto-
plastischen Zone gilt Gleichung (5.35) mit (5.36). Als
weitere Gleichung ist die Gleichgewichtsbedingung (4.12)
gegeben.

G, +(GY -GL) T = o (5.39)

Damit bendtigen wir sowohl im Elastischen als auch im
Elastoplastischen fiir die Unbekannten G,, G}, r,

1, £2 Jeweils fiinf Gleichungen. Fir den ersten Halb-
zyklus sind die einfach quergestrichenen GréB8en Null,
weil der Korper vor Beginn der Beanspruchung keine Eigen-
spannung und keine Vorverformung haben soll, d. h. der
Korper ist spannungs- und dehnungsfrei.

Die vorherstehenden Uberlegungen setzen voraus, daB
Fasern, die wdhrend der einsinnigen Druckénderung
innerhalb eines Halbzyklusses erneut plastisch flieBen,
nicht vor Erreichen des Umkehrpunktes entlastet werden.
Dazu ist erforderlich, daB die Belastungsbedingung (3.6),
die hier auf

[(62 —G:)Y'] » o (5.40)

fiihrt, erfillt bleibt. Dieses bedeutet, daB die Span-
nungsdifferenz (G} — G1) innerhalb eines Halbzyklusses
positiv ist und monoton wiachst oder negativ ist und
monoton f&allt. Die Einhaltung der Bedingung kann iiber-
priift werden, indem der Innendruck innerhalb eines
Halbzyklusses schrittweise gedndert wird.
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5.4.2 Die Differentialgleichungen fiir zyklische
Beanspruchungen im elastischen Bereich

Aus Gleichung (5.28) und (5.29) ergibt sich

— - A-2V =1
&: =ti - \Q_(Ef - ZG‘(‘l w(Gi“G«) . (5.41)

VWir ersetzen a} noch mit Gleichung (5.28) und erhalten
nach langerer Zwischenrechnung die erste Differential-

gleichung.

T = up{ s [y n(3) -(-2w (22
(5.42)
+ LG+ 0-»EE - v & 3}

Um in der Gleichgewichtsbedingung nur mit der Variablen
G4 zu rechnen, bendtigen wir die Gleichungen (5.28)
und (5.42) und erhalten

51 = 25 (26[Im(E) - £2]
+vw[G;-G:) +Gi . (5.43)

G! aus Gleichung (5.43) in die Gleichgewichtsbedingung
(5.%9) eingesetzt, liefert die zweite Differentialglei-

chung

61 = {5 lee ((3) - E2)

—(4-29)G% -V G:]+§'§}$ . (5.44)



5.4.3 Die Differentialgleichungen fiir zyklische
Beanspruchungen im elastoplastischen Bereich

Mit den Gleichungen (5.30), (5.34), (5.35) und (5.36)
erhalten wir

1 _ A 1 1-2V
e = &4+ ’5(4—\})4-26[. 2G

{(B +46) G5

_(B+2G)B) —26GL +2G &}

—(¢B+2G) (£2 —E3)] . (5.45)

Auch hier ersetzen wir €° nach Gleichung (5.30) und
erhalten nach langerer Zwischenrechnung eine gewdhn-
liche Differentialgleichung

I 1 1=-2V

T = W{BM—\?HZG 2G {(BJHLG)SZ

e BG4 (1-p)B G2 +2G R}
—(»B+26)e; ~(1-29BES T} . (s.6)

Die Azimutalspannung G7 berechnen wir mit den Gleichun-
gen (5.30) und (5.46) zu

G; = —1 (2BG (e3—E3)

B(1-v) +2G

1
'

+ (wB+26) G - »B]

4+ (1-9)BC: +2G4 } L (5.47)
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Die zweite Differentislgleichung ergibt sich aus Gleichung
(5.47), eingesetzt in die Gleichgewichtsbedingung (5.39).

1 - —
B(1-¥)+ 2G \-?‘EG (£2 —€3)

Gy =
—(4-2v)BG7? —¥BG]

\
+(1-»BG: +ZGH} ; (5.48)

An dieser Stelle sei bemerkt, daB die GréBen B, G und
v Konstanten und k gespeicherte Werte aus dem vorher-
gehenden Zyklus sind. Eine geschlossene Losung der
Differentialgleichungen (5.42), (5.44), (5.46) und
(5.48) ist nicht méglich. Auf numerische Ldsungen
werden wir in Kapitel 6 eingehen.

5.5 Rand- und Ubergangsbedingungen

Es konnen sich bei elastoplastischer Beanspruchung des
dickwandigen Zylinders zwei Bereiche mit unterschied-
lichem Formanderungsverhalten ausbilden: eine elastische
Zone und eine elastoplastische Zone. Fir die elastische
Zone besitzt das Differentialgleichungssystem (5.42),
(5.44) Giiltigkeit und fiir die elastoplastische Zone das
System (5.46), (5.48).

Um die vier Integrationskonstanten dieser Systeme zu
bestimmen, stehen folgende Bedingungen zur Verfiigung:

1. Die Radialspannung muB am AuBenrand verschwinden.
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2. Die Radialspannung am Innenrand erreicht den
Druckwert X .

G, (%) = T~ | (5.50)

3. Der Ubergang der Spannungen an der elastoplastischen
Grenze g gr vom elastischen Bereich in den elasto-
plastischen Bereich und umgekehrt muB stetig erfolgen.
Dabei stellt %'gr eine weitere unbekannte Funktion
dar, die aber durch die FlieBbedingung festgelegt
wird.

Gl (%) = &3 (%) (5.51)
e Ry

G (%) = G. (%) (5.52)
e d

6. Numerische Losung der Differentialgleichungen fiir
einen dickwandigen, elastoplastisch beanspruchten
Zylinder

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir die Differen-
tialgleichungen fiir den elastischen und fiir den elasto-
plastischen Bereich entwickelt und gesehen, daB sich
keine geschlossene Ldsung angeben 1idBt. Um den Spannungs-
und Verzerrungszustand des elastoplastisch beanspruchten
Zylinders zu berechnen, haben wir fiir zwei Bereiche je
zwei gekoppelte, lineare Differentialgleichungen

1. Ordnung, also vier Differentialgleichungen, zu

16sen. Die vier freien Konstanten der allgemeinen
LGosungen dieser Differentialgleichungen kOnnen wir

mit Hilfe der Rand- und Ubergangsbedingungen (5.49)

bis (5.52) angeben. Eine weitere unbekannte GroBe ist
die elastoplastische Grenze zwischen‘dgm elastischen

und dem elastoplastischen Bereich. Sig vird dadurch
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festgelegt, dall an dieser Stelle die Spannungen des
elastischen Bereichs die FlieBgrenze erreichen.

Unsere Aufgabe wird es sein, ein gekoppeltes, nicht-
lineares Randwertproblem zu l6sen. Wir werden das Rand-
wertproblem in ein Anfangswertproblem umwandeln, indem
wir den Randwert G7 (%) = O als Anfangswert betrachten
und mit einem zweiten, "geratenen" Anfangswert das
Problem als Anfangswertproblem l0sen. Die zweite noch
unbenutzte Randbedingung am anderen Rande des Zylinders
dient dazu, die geratene Anfangsbedingung zu kontrollieren,
d. h. zu priifen, ob die Losungsfunktion der geratenen
Anfangsbedingung mit der zweiten Randbedingung iiberein-
stimmt oder nicht. Gibt es einen "geratenen" Anfangswert,
dessen Losung an der Stelle %; mit dem zweiten Randwert

G1(%<) ibereinstimmt, dann ist das Randwertproblem auf
ein Anfangswertproblem zuriickgefiihrt worden.

Fir die numerische Losung wdhlen wir das Verfahren

von Runge-Kutta. Dieses Verfahren eignet sich gut fiir
die Losung von Anfangswertaufgaben. Eine Schwierigkeit
dieses Verfahrens ist die Fehlerfortpflanzung, die bei
der Wahl zu groBer Schrittweiten iiber lange Intervalle
die Ergebnisse verfalschen. Bei zu kleinen Schrittweiten
erhoht sich der Rechenaufwand unnétig. Wir verwenden ein
Verfahren, bei dem wdhrend der Rechnung die Schrittweite
automatisch verdndert und optimal bemessen wird [35].
Die optimale Schrittweite ist dann erreicht, wenn der
relative Fehler der Lésung die Fehlerschranke, die mit
10~ festgelegt wird, nicht {iberschreitet.

Das Programm (siehe Abb. 6-1) beginnt mit dem Aufruf

der quergestrichenen GrdBen fiir den ersten Halbzyklus,
die in diesem Falle groBtenteils Null sind. Eine Ver-
schiebung des AuBenrandes wird als Anfangswert vorge-
geben. Mit diesem Wert wird eine Lésung des Differential-
gleichungssystems in den Ortskoordinaten berechnet. Bei
den Verschiebungszyklen ist die Verschiebung des AuBen-
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randes die kennzeichnende GréBe. Das Gleichungssystem
158t sich relativ schnell 1&sen. Komplizierter wird

die Losung des Differentialgleichungssystems, wenn der
Innendruck als Belastungsgrenze vorgegeben wird. Dann
muB die Verschiebung des AuBenrandes, d. h. der Anfangs-
wert, so gezielt variiert werden, bis die LSSung des
Gleichungssystems den vorgegebenen Innendruck bzw. -zug
erreicht hat. Der variierte Anfangswert der Verschiebung
des AuBenrandes liefert den Innendruck bzw. -zug, der
als Randwert am Innenrand vorgegeben ist.

Weitere Erliuterungen sollen zu dem in der Programm-
sprache ALGOL geschriebenen und in einem FluBdiagramm
(Abb. 6-1) dargestellten Programm nicht gegeben werden.
Die umfangreichen numerischen Berechnung wurden auf der
TR 440 im Rechenzentrum der Ruhr-Universitidt Bochum
durchgefiihrt. |

7. Ergebnisse

7.1 Allgemeines

Im Kapitel 6 wurden die zur Losung der Differential-
gleichungen aus Kapitel 5 erforderlichen Rechenprogramme
erldutert. Mit dem Programm ist es mdglich, die Span-
nungs- und Formanderungswerte sowohl fiir Spannungszyklen
als auch fiir Verschiebungszyklen zu berechnen.

Die Zyklen lassen sich noch weiter unterteilen, indem
wir zwischen groB8en und kleinen Beanspruchungen unter-
scheiden. Zu jeder dieser vier Gruppen kommt noch eine
Vielfalt von Parametern. Aus diesem Grunde werden nur
die wichtigsten Ergebnisse in dieser Arbeit dargestellt.
Die dimensionslosen Parameter sind

B»/G bezogener Verfestigungsmodul,
G/ Go bezogener Schubmodul,
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MNn/Go, Dbezogene SpannungsgréBe des Innendrucks
bzw. -zugs,

Mo/ % bezogene VerschiebungsgroBe des AuBenrandes,

N Querkontraktionszahl,

m Anzahl der Halbzyklen.

Die Ergebnisse wurden fir das konstante, dimensionsfreie
Radienverhsltnis %, =1 und % % = 0.5 berechnet. Im
Kapitel 9 werden wir verschiedene andere Radienverh&dlt-
nisse und deren Auswirkungen untersuchen.

7.2 Einige Bemerkungen zum 1. und 2. Halbzyklus

Zundchst wollen wir das Last-Verschiebungsdiagramm fiir
den ersten Halbzyklus betrachten (siehe Abb. 7-1). Jeder
durch einen unterschiedlichen Verfestigungsmodul B/G
gekennzeichnete Kurvenzug besitzt ein Minimum, das durch
die gestrichelte Linie markiert wird. Das bedeutet, daB
zu jedem Lastwert bei einem bestimmten Verfestigungsmodul
zwel Verschiebungswerte gehoren. Bei einer Betrachtung
des Last-Verformungsdiagramms arbeiten wir nur mit dem
kleineren Verschiebungswert. Stabilitédtsuntersuchungen
sollen in dieser Arbeit ausgeschlossen sein. Der zweite,
groBere Verschiebungswert liegt jenseits des Lastminimums.
Er 158t sich nur realisieren, indem die Verschiebung iiber
den Verschiebungswert, der zum Lastminimum gehort,
gesteigert wird. Aus dem Last-Verschiebungsdiagramm
konnen wir zudem ablesen, welchen maximalen Innendruck
bzw. -zug wir bei einem bestimmten Verfestigungsmodul

B/G in einem Spannungszyklus erreichen konnen.

Wir betrachten einen dickwandigen Zylinder, der im
ersten Halbzyklus voll elastoplastisch beansprucht

war. Der zweite Halbzyklus beginnt mit einer Entlastung
und wird mit einer Wiederbelastung weitergfiihrt, 4. h.
in Verschiebungszyklen wird die Verschiebung Alo.~ %o
in Gegenrichtung bis zu - Mo/ % aufgebracht, und bei
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Spannungszyklen wird die Innenspannung G:(%:)/Go
abgebaut und anschlieBend mit entgegengesetzten Vor-
zeichen aufgebaut. Bei kleinen Spannungen bzw. Ver-
schiebungen verhdlt sich der entlastete, dickwandige
Zylinder zuerst elastisch und beginnt mit steigender
Beanspruchung an der Innenseite %/ %a = 0.5 zu
plastifizieren, bis der Zylinder bis zum AuBenrand

%o = 1 elastoplastisch wird. In Abb. 7-2 ist der
Verlauf der FlieBgrenze $ gr/g‘l bei Belastung in Gegen-
richtung fiir relativ "kleine" Verschiebungen dargestellt.

Ein anderer Kurvenverlauf der FlieBgrenze liegt bei
"groBer" Verschiebung vor. Auch hier verhdlt sich der
dickwandige Zylinder bei Entlastung zuerst elastisch.
Bei Steigerung der Beanspruchung in Gegenrichtung wird
er dann an der AuBenseite plastisch, und die Kurve der
elastoplastischen Grenzef&sr/jga verlauft zuerst steiler
und anschlieBend zum Innenrand hin (siehe Abb. 7-3).
Diesen andersartigen Verlauf der FlieBgrenze werden wir
spéter noch durch den Eigenspannungszustand bei "groB8en"
Beanspruchungen zu klédren haben.

Es liegt nun nahe zu vermuten, daB es zwischen diesen
sehr unterschiedlichen Kurven der FlieBgrenze noch
weitere Verlaufe fiir die elastoplastische Grenze gibt.
Wir finden im Bereich relativ "groBer" Beanspruchung
‘einen Bereich, in dem der Zylinder sich nach der Ent-
lastung zundchst elastisch verhalt und bei wachsender
Beanspruchung in Gegenrichtung mitten in der Zylinder-
laibung elastoplastisch wird (siehe Abb. 7-4). Die

' FlieBgrenze %$¢r./ 8o breitet sich anschlieBend sowohl
zum Innenrand 2<i/ %o = 0.5 als auch zum AuBenrand
Yo = 1 aus. Diese unterschiedlichen Verliufe der FlieB-
grenze, die hier fiir Verschiebungszyklen beschrieben
sind, treten auch bei Spannungszyklen auf.
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763 Verschiebungszyklen

7+%.1 Spannungsverteilung

Es gilt die Definition fiir den Verschiebungszyklus aus
Kapitel 5.4.1. Die Verschiebung variiert zwischen den
Werten |Ma / %o |-

Zundchst rechnen wir mit kleinen Verschiebungen.
Betrachten wir die Abbildungen 7-5 und 7-6, so stellen
wir fest, daB die Werte fiir die Radialspannung G1./G. ,
fiir die Azimutalspannung G2 /Go und fiir die Axial-
spannung © 3 /G, von der ungeraden Halbzyklenzahl zur
geraden Halbzyklenzahl die Vorzeichen wechseln und die
elastoplastische Grenze 3y / $a an der Stelle bei
diesem Beispiel $./ %o = 0.75 festliegt. Mit steigen-
der Halbzyklenanzahl 188t sich die Tendenz zu einem
durchgehenden Kurvenzug ohne Knickstelle, die durch
das elastoplastische Verhalten bedingt ist, erkennen.
Ziehen wir in unsere Betrachtungen die Abbildungen

7-7 bis 7-10 mit ein, so konnen wir sagen, daB sich

in diesen Darstellungen mit steigendem Wert der Quer-
kontraktionszahlen der elastoplastische Bereich auswei-
tet.

Rechnen wir bei gleicher VerschiebungsgroBe Lo / $o

und gleicher Querkontraktionszahl ¥ jedoch mit einem
kleineren Verfestigungsmodul B/G, so erhalten wir die
Kurven in Abbildung 7-11 und 7-12. Diese Kurven haben
mit dem 19. bzw. 20. Halbzyklus beim Verfestigungsmodul
B/G = 0.01 ihren Endzustand noch nicht erreicht. Ver-
gleichen wir diese mit denen der Abbildungen 7-5 und
7-6, 80 stellen wir fest, daB mit steigendem Wert des
Verfestigungsmoduls erwartungsgeméB die Spannungswerte
im elastoplastischen Bereich groBer werden. Besonders
deutlich 188t sich diese Tendenz bei der Azimutalspan-~
nung G?I /G, ablesen, wo bei der Betrachtung des Kurven-
zuges aus dem 19. und 20. Halbzyklus bei 10 mal groBerem
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Wert des Verfestigungsmoduls B/G ein nshezu glatter
Kurvenzug vom Innen- zum AuBenrand auffdllt, wihrend
bei einem geringeren Wert von B/G ein deutlicher Enick
im Kurvenverlauf zu sehen ist, der durch die geringere
Verfestigung im elastoplastischen Bereich verursacht
wird. Da wir mit Kennwerten im metallischen Bereich
rechnen wollen, entscheiden wir uns beim Verfestigungs-
modul B/G fiir den Wert 0.1 und bei der Querkontraktions-
zgahl VW fiir den Wert O.3. Mit diesen Werten fiir die
Parameter B/G und \» wollen wir die weiteren Berech-~
nungen durchfithren.

In den Abbildungen 7-13 und 7-14 liegen die Spannungs-
kurven fiir groBe Verschiebungen vor. Mit steigender
Halbzyklenzahl wachsen auch die Spannungen an. Der
Zylinder ist am Ende eines jeden Halbzyklusses voll
elastoplastisch. Auf Ubergangszonen bei der Entlastung
wurde in Abschnitt 7.2 eingegangen.

7.3%.2 Restspannungen

Zur Berechnung der Restspannungen stehen uns zwei Ver-
fahren zur Verfiigung. Das erste Verfahren berechnet die
‘Restspannungen exakt, wdhrend das zweite eine Approxi-
mation darstellt. In der exakten Losung wird der Zylinder
nach dem ersten Halbzyklus so weit entlastet, bis die
Radialspannung G2 / G, am Innenrand Null ist. Durch eine
Integration des beschriebenen Entlastungszustandes erhal-
ten wir eine exakte Losung. Nur ist die hierfiir erfor-
derliche Integration sehr rechenzeitintensiv.

Es werden deshalb im zweiten Verfahren die Restspan-
nungen und die zugehdrigen Verschiebungen fiir kleine
Verformungen geschlossen angegeben, indem elastische
Spannungen den elastoplastischen superponiert werden.
Die Abweichungen des Approximationsverfahrens gegeniiber
dem exakten Verfahren ist in Abbildung 7-15 dargestellt.
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Der relative Fehler betrdgt in diesem sehr  ungiinstigen )
Beispiel 3,6 %.

Wir werden die Restspannungen wegen der geringen
Abweichung und dem minimalen Rechenzeitaufwand nach
dem zweiten Verfahren 10sen. Fir die geschlossene
Losung bei kleinen Verformungen gelten

1 3
6&4 = — 1T “[T;)z—_,l (7.1

- e
Gd.l - 1]‘ (.‘%‘;7.—4 (702)
G: = PR L (7.3)
: O

T 2 a

My = -2-5[('1-\’)%} — ¥ G ] (7.4)

In den Abbildungen 7-16 und 7-17 sind die Eigenspannun-
gen bei kleinen Verzerrungen fiir die Radial spannung

G? /G,, fir die Azimutalspannung G2 /Go und fiir

die Axialspannung &3,/ Ge im 1. und 19. bzw. im 2.

und 20. Halbzyklus dargestellt. Es fallt wieder auf,

daB die Spannungen von ungeraden Halbzyklenzahlen zu
geraden Halbzyklenzahlen die Vorzeichen wechseln und

daB die Restspannungen vom 1. zum 19. bzw. vom 2. zum 20.
Zyklus sehr stark abklingen, so daB bei noch hoherer
Zyklusanzahl kaum noch Eigenspannungen zu erwarten sind.

7.3%.3 Axialkraft N3

Die Axialkraft ist die Spannungsresultierende der Axial-
spannung G3 , die sich aus der Integration der Axial-



- 66 -

‘.Q
03 + %
02 -
1
01 -
1
19 19
0 N 19
19 !
1—
N
i B
G
G
i Gg
Y
-05 Yo . 210
&
!
-07 -

Abb.7-16 Restspannungen

CA Y



)
G
07 JGO N = 80
g =0
T G . 1000
2 Go
V =03

Abb.7 -17  Restspannungen



spannung liber den Querschnitt ergibt.

)& () (7.5)

@i

o

do.

Die in Abbildung 7-18 fiir unterschiedliche Parameter der
Querkontraktionszahl VW und dem Verfestigungsmodul B/G
dargestellten Axialkrafte streben, wie schon bei den
Spannungen, hervorgerufen durch kleine Verschiebungen,
mit steigender Zyklenzahl einem Grenzwert zu. Ein &hn-
liches Verhalten zeigen die in Abbildung 7-19 darge-
stellten Axialkrafte N5 fiir groBe Verschiebungen. Nur
scheinen diese Krafte erst bei einer hdheren Zyklen-
zahl einem Grenzwert zuzustreben.

I~

7.3.4 Verschiebungen

Die Verschiebungen aus den Spannungen und aus den Rest-
spannungen sind in Abbildung 7-20 abgebildet. Die Ver-
schiebungen aus kleinen Verformungen liegen symmetrisch
zur Abszisse, und zwar die mit ungerader Halbzyklenzahl
im positiven und die mit gerader Halbzyklenzahl im nega-
tiven Wertebereich. Eine Abweichung der Verschiebungs-
werte untereinander finden wir nur im elastoplastischen
Bereich. Besonders auffallig ist auch hier das Abklingen
der Verschiebungswerte fiir die Eigenspannungen bei stei-
gender Halbzyklenanzahl im elastoplastischen Bereich,
wahrend im elastischen Bereich wie erwartet die Ver-
schiebungen Null sind.

7.3.5 Last-Verformungs-Diagramm

Das Lastverformungsdiagramm in Abbildung 7-21 ist fir
kleinere Verschiebungen aufgetragen. Vom dritten Halb-
zyklus an bemerken wir, daB die Last-Verschiebungs-
kurven mit steigender Halbzyklenanzahl immer stérker
zum elastischen Teil des ersten Halbzyklusses tendieren,
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80 daB wir feststellen konnen, daB sich mit grofer
Zyklenanzahl eine elastische Last-Verformungskurve
einstellen wird.

7 e%.6 Dickendnderung

Bei jedem Halbzyklus stellen wir fest, daB die Innen-
randverschiebung uy sich gegeniiber der AuBenrandver-
schiebung Uy infolge der zyklischen Beanspruchung
gedndert hat. Aus dieser Beobachtung kdnnen wir die
Dickendnderung des Zylinders berechnen.

*10”‘{Léif(§“"gd = bezogene Dickeninderung (7.6)
‘gfc.,‘ - %
In Abbildung 7-22 sehen wir diese bezogene Dicken-
inderung des dickwandigen Zylinders fiir kleine Ver-
formungen. Aus der Abbildung kOnnen wir ablesen, daB
sich mit steigender Zyklenzahl eine Gerade iiber den
ganzen Anderungsbereich einstellt.

7,4 Spannungszvyklen

7.4.1 Spannungsverteilung

Fir den Spannungszyklus gilt die Definition aus dem
Kapitel 5.4.1. Die Spannung am Zylinderinnenrand
variiert zwischen -G{ /G, und +G! /G,. In den Abbil-
dungen 7-23% bis 7-28 sind die Spannungszyklen fiir die
drei Querkontrasktionszahlen ¥ = 0, 0.3 und 0.5 fir
kleine Spannungen dargestellt. Bei den Kurvenverlaufen
fiir die Azimutalspannung Gi /Go und damit verbunden fiir
die Axialspannung G} / Go fallen sofort die Knickstellen
auf. Nehmen wir den ersten Halbzyklus, so erkennen wir
eine Knickstelle im Kurvenverlauf, die durch das unter-
schiedliche Werkstoffverhalten in den benachbarten
Bereichen bedingt ist. Der Bereich vom Innenrand ¥< pis
zur elastoplastischen Grenze 3y verhdlt sich elasto-



- 75 -

plastisch und von % bis zum AuBenrand % elastisch.
Beim zweiten Halbzyklus, der durch die alte Knickstelle
aus dem ersten Halbzyklus und eine zweite neue Knick-
stelle gekennzeichnet ist, ist die elastoplastische
Grenze 2o+ in die Richtung des Innenrandes $: des
Zylinders gewandert, d. h. daB die elastoplastische
Zone geschrumpft ist und die elastische Zone sich um
den Bereich zwischen der FliefBgrenze aus dem vorher-
gehenden Halbzyklus, hier dem ersten Halbzyklus, und
der neuen elastoplastischen Grenze aus dem hier betrach-
teten Halbzyklus sich erweitert hat. Mit der Anzahl der’
Halbzyklen wdchst auch die Zahl der Knickstellen,und
wandert die elastoplastische Grenze $¢ in die Richtung
des Zylinderinnenrandes %< .

Die Unterschiede aus den drei verschiedenen Querkontrak-
tionszahlen lassen sich am besten an der Azimutalspan-
nung G3i /G, erkennen. Bei der Querkontraktionszahl ¥ = O
ist die Differenz zwischen dem ersten und dritten Halb-
zyklus im Vergleich mit den Kurven fiir ¥ = 0.3 und ¥ = 0.5
am gréfBten und fir VW = 0.5 am kleinsten. Die Ausgangs-
kurven des ersten Halbzyklus sind fiir alle drei Querkon-
traktionszghlen nahezu identisch,und die Kurven fiir den
19. und 20. Halbzyklus sind fast deckungsgleich. Wir
werden uns wie bei den Verschiebungszyklen auf die Quer-
kontraktionszahl VW = 0.3 beschridnken und weiterhin nur
mit dem Verfestigungsmodul B/G = 0.1 rechnen. Mit der
GroBenordnung dieser Kenndaten befinden wir uns im
Bereich metallischer Werkstoffe.

Die Abbildungen 7-29 und 7-30 zeigen die Spannungsver-
ldufe flir groBe Spannungen. Der Zylinder ist im ersten
Halbzyklus voll elastoplastisch. Im zweiten Halbzyklus
ist der Zylinder im Gegensatz zu den Spannungsverldufen
bei kleinen Spannungen vom AuBenrand %o bis zur elasto-
plastischen Grenze bei %o-/% = 0.664 elastoplastisch
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und von $¢ bis zum Innenrand $o elastisch. Wie wir
bereits in Kapitel 7.2 und bei der Abbildung 7-3
gesehen haben, verhdlt sich der dickwandige Zylinder
bei groBen Beanspruchungen ganz anders als bei kleinen
Beanspruchungen. Auch hier wandert die elastoplastische
Grenze ‘gqr , aber jetzt in Richtung des AuBenrandes .
Im 20. Halbzyklus liegt die elastoplastische Grenze
inzwischen bei $¢r /%o = 0.773. Ein weiterer Unter-
schied zum Verhalten bei kleinen Spannungen ist, daf
mit steigender Halbzyklenanzahl die Radialspannung

G4 /G, zwischen dem Innenrand %< und dem AuBenrand %o
bei groBen Spannungen wiachst, wéhrend bei kleinen Span-
nungen die Radialspannung in diesen Grenzen abnimmt.

7.4.2 Restspannungen

Die Restspannungen bei groBen Spannungen wechseln ihre
Vorzeichen nicht mehr wie bei den kleinen Spannungen.
Siehe Abbildung 7-31 und 7-%2. Der Grund hierfiir ist in
der groBen Verformung zu suchen, die der dickwandige
Zylinder bei groBen Spannungen im ersten Halbzyklus
erfgdhrt. Die Eigenspannungen der Radial-, Azimutal-

und Axialspannung sind nicht von gerader zu ungerader
und mit wachsender Halbzyklenanzahl konstant, sondern
gndern ihre Werte innerhalb einer bestimmten GroBen-
ordnung. Aber die Eigenspannungen bleiben doch in
beachtlicher GroBe wegen der bleibenden Verformung

aus dem ersten Halbzyklus, wie wir aus Abbildung 7-36
erkennen konnen, bestehen. Bei der Azimutalspannung

Gi /G, und folglich auch bei der Axialspannung

G} /G, s8ind wieder die Enickstellen im Kurvenverlauf
zu sehen, die durch das unterschiedliche Werkstoffver-
halten verursacht werden. Auch an diesen Kurvenverliufen
der Eigenspannungen sehen wir deutlich, wie die elasto-
plastische Grenze ¥y zum AuBenrand ¥%. wandert und damit
der elastische Bereich vom Innenrand %: mit steigender
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Zyklenanzahl vergréBert wird.

7.4.5 Axialkraft N3

In Abbildung 7~33 sind die Axialkrafte fiir unterschied-
liche Querkontraktionszahlen ¥ bei kleinen Spannungen
dargestellt. Die Abbildung 7-34 zeigt die Axialkrifte
unter groBen Spannungen. Auffallend ist die konstante
GroBe der Axialkraft NB’ deren Verhalten unmittelbar

an den Spannungsverliufen fiir die Axialspannung G3./G, ,
in den Abbildungen 7-25 bis 7-30 vergleichbar, abzulesen
ist.

7.4.4 Verschiebungen

Die in Abbildung 7-35 gezeichneten Verschiebungskurven
fiir groBere Spannungen lassen erkennen, daB die Verschie-
bungen fiir die Spannungen nicht mehr um die Ausgangslage
pendelt wie bei kleinen und groBen Verschiebungen bzw.
bei kleinen Spannungen, sondern daB der Mittelwert fiir
diese Verschiebungen die Verschiebungskurve der Rest-
spannungen ist. Die Verschiebungen zwischen dem 1. und
19. bzw. zwischen dem 2. und 20. Halbzyklus haben unter-
einander kaum nennenswerte Abweichungen.

7.4.5 Lagt-Verschiebungskurve

Die Last-Verschiebungskurve fiir gro8e Spannungen, in
Abbildung 7-%6 dargestellt, zeigt im ersten Halbzyklus
eine groBe Verformung auf, die auch fiir den besonderen
Eigenspannungszustand des dickwandigen Zylinders kenn-
zeichnend ist. Die vom zweiten Halbzyklus an gezeich-
neten Last-Verschiebungskurven ndhern sich mit steigender
Zyklenzahl einer Geraden an.
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2i4.6 Dickendnderung

Wie auch in Abbildung 7-37 zu sehen ist, setzt mit
steigender Zyklenzahl ein Trend zu einer Geraden fiir
die Dicken&nderung ein.

8. Der dickwandige Zylinder ohne Normalkraft in
Axiglrichtung

8.1 Allgemeines

In diesem Kapitel wird die zuvor entwickelte Theorie,
die fiir einen ebenen Verzerrungszustand gilt, dahin
ausgebaut, dal eine konstante, nur zeitabhangige, aber
von den Korperkoordinaten ungbhiangige Verzerrungsge-
schwindigkeit skomponente

CLi = 12— (8.1)
eingefiihrt wird. Diese Verzerrungsgeschwindigkei tskom-
ponente verursacht in dem weiterhin vorliegenden ebenen
Verzerrungszustand ebenfalls eine Kraft in Axialrichtung,
die wir mit Tv’a bezeichnen wollen. Die Axialkraft N, die
wir aus der Integration der Axialspannung G iiber den
Querschnitt berechnet haben, liegt weiterhin vor. Die
Verzerrung in Axialrichtung muB nun so bestimmt werden,
daB bei einer Integration der Axialspannung iiber den
Quérschnitt die resultierende Axialkraft ﬁB, die aus
N3 und N3 gebildet wird, Null wird. Mit Gleichung (8.1)
entwickeln wir die elastischen und die elastoplastischen
Formanderungen analog zu den Kapiteln 5.1 und 5.2. Es
ergeben sich fiir die rein elastischen Gleichungen

€= 35 [(1-»161 ~vG; - 2vGEY] (8.2

€i= 75 [(-mGi-v6l —2vc €3] (®
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und fiir die elastoplastischen Gleichungen

S« 1 * . . .
£ = g[(1=-%)G1 - v G - 2vGE3]
(8.4)
ﬂ [}
— 5 (61 —67)
. I] . . .
C: = g L1=¥) & -Gl -2vG £]]
(8.5)

+ % (G2 —63)

Bei den elastoplastischen Gleichungen (8.4) und (8.5)
stellt sich die Frage nach der Gliltigkeit der Haupt-
spannungsdifferenz (G; —G!) aus der Trescaschen FlieB-
bedingung (5.14). Durch die Axialkraft ﬁ5 im Verh#ltnis
zur Axialkraft N5 werden die Radialspannung und die
Azimutalspannung kaum beeinfluBt werden, wahrend die
Axialspannung nur noch kleiner wird, so daB die FlieB-
bedingung (5.14) angewandt werden muB. Erst wenn die
Axialkraft ﬁB groBer als die Axialkraft N3 sein sollte,
werden die anderen Hauptspannungsdifferenzen der
Trescaschen FlieBbedingung (3.10) maBgebend werden.

8.2 Die Differentialgleichungen fiir zyklische
Beanspruchung

Die Differentialgleichungen entwickeln wir entsprechend
dem Kapitel 5.4. Fir den elastischen Bereich gelten die
Gleichungen:

Die Verzerrungen in Radialrichtung sind

11—

6: _ E: ¥ [{,;‘_ —gi +an(€—’°ﬂ (8.6)
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Als erste Differentialgleichung fiir die elastische Zone
erhalten wir

= o { 5] —1-2nEl

~ v (3 -2v) Im ()

+ 2 [61-98) +(-9)E3]]}
(8.7)

Die Azimutalspannung ergibt sich zu

6t = s lze[in(g) -8 - %5 mlE)]

+ v(el -8} + G
(8.8)

Aus der Gleichgewichtsbeziehung berechnen wir mit (8.8)
die zweite Differentiagleichung fiir den elastischen
Bereich zu

6! = { 25 (26 {nff) - & - 55 (k)]

-

~(1-2v)G] —v @11 +G:} F
(8.9)

Die elastoplastische Zone im dickwandigen Zylinder
beschreiben wir mit den folgenden Gleichungen. Fir
die Verzerrung in Radialrichtung gilt
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4

_ -1 1 1—'2\9'
E1 = £ + gomrige L ae (B +46) @)

—(B+2G)G) — 268 +2G Rk}

— (8 +40) Infg,) — (w8 +20)(€5 - €11]
. (8.10)

Fir die elastoplastische Zone lautet die Differential-
gleichung

T = m{gm—\lnze [ 2585 {(B +x0) G}

—wBG) +(1-¥)BG: +2G & }
- w{(3-2»B +86} Inft)

— (B +26) In[§)-(1-29)BEL ]} (B-1D)

Fir die Azimutalspannung schreiben wir

G = %_‘W?_G {286 (mf§) - £2)

2vG L
— 228 (B +u6) Inff
+ (VB +26)G; — v B G

— n 8.12
+(1—¢)B&! +26k } (8.12)
Als weitere Differentialgleichung fiir den elastoplasti-
schen Bereich erhalten wir nach dem Einsetzen von (8.12)
in die Gleichgewichtsbedingung
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Gi = {B(«jv)+ze [2B6¢ ﬂm(q?-) — €2)

— ,\‘7‘_\':_% (B + 4G) fm.(%‘)

—(1-2+)BG) -wBG;

_ \
+(1-v)BG: +2GR}T  ®.13)

Eine geschlossene LOosung des vorliegenden Systems von
Differentialgleichungen ist nicht méglich. Seine nume-
rische Losung erfolgt in der gleichen Art und Weise
wie sie in Kapitel 6 erarbeitet wurde.

8.3 Ergebnisse

Bei der Radialspannung G+ und der Azimutalspannung Gz
8ind keine Verdnderungen gegeniiber den Ergebnissen aus
Kapitel 7 zu verzeichnen. In den Abbildung 8-1 und 8-2
sind die Ergebnisse aus kleinen Verschiebungen und in
den Abbildungen 8-3 und 8-4 aus groBen Spannungen darge-
stellt. Wie erwartet, stellen wir in der Spannungsver-
teilung der Axialspannung (33 einen Ausgleich fest, so
daB in der Axialrichtung $° keine Normalkraft ﬁé mehr
wirkt.

Die Verschiebungen, die der Zylinder bei kleinen
Verschiebungsbeanspruchungen iiber den Zylinderquerschnitt
erfihrt, liegen wieder symmetrisch zur Abszisse (Abbil-
dung 7-20). Allerdings gehen die Verschiebungen mit
steigender Zyklenzahl zuriick. In Abbildung 7-35 sind
auch die Verschiebungen fiir verschwindende Axialkraft

§3 = 0 bei groBen Spannungen eingezeichnet. Diese
Verschiebungskurven, die in den geraden bzw. ungeraden
Halbzyklen iibereinstimmen, sind durch die auBergewShn-
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lich hohe Beanspruchung im ersten Halbzyklus stark von
der Mittellage fiir kleine Beanspruchungen verschoben.

9. Sekunddres FlieSen im 2. Halbzyklus

In der Rechnung des ersten Halbzyklusses bei endlichen
Verformungen des dickwandigen Zylinders zeigt es sich,
wie in Abbildung 9-1 fiir die konstanten Parameter \> und
G und variiertes B/G dargestellt, daB das Last-Verfor-
mungsdiagramm fiir die Kurven der unterschiedlichen
Verfestigungsmoduli B/G jeweils einen maximalen Wert
aufweist. Die Minima sind in Abbildung 9-1 durch eine
gestrichelte Kurve gekennzeichnet. Das bedeutet, daR
die Last mit den zugehdrigen Parametern bis zu diesem
absolut gesehen groBten Lastwert gesteigert werden kann.
Wir k6nnen also zwei Verschiebungswerte fiir Lastwerte 4
angeben, die groBer als das Lastminimum sind. Vergleiche
auch Kapitel 7.2 und Abbildung 7-1.

Im folgenden betrachten wir einen Zyl&nder, der aus
dem Anfangszustand heraus bis zu einem bestimmten
Innendruck p belastet wird und anschlieBend bis zum
Innendruck p = O entlastet wird. Treten bei diesem
Entlastungsvorgang erneute Beanspruchungen im plasti-
schen Bereich auf, so spricht man vom sekund&dren
FlieBen. Fir einen Zylinder aus idealplastischem Werk-
stoff zeigen Prager/Bodge [32], daB sekundires FlieBen
auftritt, wenn das Radienverhaltnis 8 /% groBer als
2.2 ist. Wir wollen das Problem des sekundé@ren FlieBens
unter Beriicksichtigung der Werkstoffverfestigung Jjedoch
bei kleinen Verformungen untersuchen. Dabei gehen wir
aus von der sowohl im elastischen als auch im elasto-
plastischen Bereich fiir den ersten Halbzyklus geltenden
Gleichung (analog zu Gleichung 5.28)

G; +67 = =28 (e2 +€)) | (o)
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der in der elastoplastischen Zone fiir den ersten Halb-
zyklus geltenden Gleichung

T 1 ZBG Go 4
6: —61 = FE[S +(ed-e))] .2
und der Gleichgewichtsbedingung
G: = (6}-G1) ¢ (9.3
mit
A [
¢l = (9.4)
und
AN
£: = 3 | (9.5)

Die Losung der Differentialgleichung im elastoplasti-
schen Bereich lautet

— a (1—2v)G,
A C. % -I-C,,_3 + 20G +BO-w] % Im($) (9.6)

und im elastischen Bereich
1
u =G+l g (9.7)

Die Konstanten werden aus den Rand- und Ubergangsbe-
dingungen bestimmt

Ga %) = 1 (9.8)
de
Gl (%) = © o (9.9)
o

G, (%) = G2 (%) (9.10)
k. o
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um(‘f@,) = A (%) (9.11)
: - Gi( = G,
G,,j- (%qr) A $a) G, (9.12)
und ergeben sich zu
no= S% o, 1]
2 g2 A1—2v

A 1=V
— s | 755 G AL, In(Sy)

/‘
B 4—2\9— ql Go

o A A A g (%)

A 4 + A, (9.13)
— Go %;f' 1
Go= Thlw * o)
4
- A'\_'_ Az { 1- 2\ Q;O +A1A Qﬁl(?‘#)} (9.14)

Es gelten folgende Abkiirzungen:

2G 2BG Go

Ac = a=zv AL = 356 M= F
$ _ 3=

P =—§(4—v) 3€_=?§ m = g



- 106 -

Ao %
C, = A—2v A.\:ALGO (9.15)
G S
Ca = A W (9.16)
PA
G _%
Ch = 78 3°9v N CE L)

Durch Grenziibergang der Gleichung (9.13) zum ideal
plastischen Werkstoffverhalten erhalten wir wie Prager/
Hodge den Innendruck zu

2

%
EY +lfm("l)} | (9.18)

b
o

o= 2{-

Mit den Konstanten C’I und C? lassen sich die Spannungen
und Verschiebungen fiir den elastoplastischen Bereich

angeben.
z

ch= Ti%)H +2%(§} (4+P)3L Py"} (9.19)

G: = z.(4+‘P {1 ‘sz’“(%) (”P)?V'*P } (9.20)

. 4 - 0 3;’
G: 61 = (1P ) (9.21)

B L(f:v) 5 (-2 [ v2hfg )+("+P)§’i’]3

+[2(4—V)+?] %"} (9.22)
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Fir den elastischen Bereich ergeben sich mit den
Konstanten G3 und 04 folgende Spannungen

G: = % g’; (%‘i — \%5_) (9.23)
Gt =% %(g + 3 , (9.24)

Fir die Spannung am Innenrand des Zylinders im elasto-
plastischen Bereich gilt mit Gleichung (9.19) insbe-
sondere

Go _ 4 2
1« ’_”2_(4+P){ 2Im(m) =1 =P

+(4+P)§%€} . (9'25)

Die Entlastung verliuft im entgegengesetzten Sinne zur
Erstbelastung. Wir bestimmen zundchst die elastische
Losung fiir einen sich elastisch verhaltenden Zylinder
iiber die Randbedingungen

Gl (%) = n | (9.26)
d
Ci?('ﬁa) = 0 (9.27)
und erhalten ‘ N
(%o.
. g
G4 = T (9.28)
LA
L
z o+
G: =—-1T (9.29)
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Die Entlastung bis auf p = O ergibt dann Zusatzspan-
nungen

AN

A G, = —11-(%2—_1— (9.30)
B+

AG, = N5 ) (9.31)

die den aus der Erstbelastung vorhandenen Spannungen

zu lberlagern sind, so daB bei vollstandiger Entlastung,
p = O, der Spannungszustand

G- =

= G+ AG]
p=0 AL
= Z(4+‘P){ 1+2£m(%)+(4+1>) Pi—’f}
%4
- T {;‘—1 [ ¥ < %) (9.32)
TS (@ -
R {
-t g (3> &) (o33
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G, = G:; + A G
° =0 N

- 2_(1+P) {4 +ZLn(3 \) +(4+?)§% +p§}

= '
t 1 N (%43’9.»)

(9.34)

?z
\sm):
2+
+/rt(£z_4 (% > %)
(9.35)
X o1 _ G 3;
(G G«Qw = (1P )
AN
+2n Eg}
®- 1 (9.36)

herrscht. Diese Betrachtung setzt voraus, daf sich der

Zylinder bei dieser Belastung in Gegenrichtung stidndig
elastisch verhdlt und daB also kein erneutes FlieBen

(sekundéres FlieBen) in Gegenrichtung erfolgt. Bedingung
dafiir ist

G; —Gy)

> —(6:-63),,  $<8 (9.30)
=0

- Go 3>§9” (9058)
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Eine ndhere Betrachtung dieser Beziehung zeigt, daB
erneutes FlieBen zundchst am Innenrand auftritt. Damit
wird aus Gleichung (9.37)

(6: =G, _, > (62 —G7) (9.39)
3':}6 ?.‘:?";_

oder ausgeschrieben

S X G,
,\_p(’HPQZ) oz > — Sog (447 (9.40)

Ziehen wir nun Gleichung (9.25) fiir p heran, so ergibt
sich nach einigen Umrechnungen folgende Ungleichung

W-2-m[1+P(x-1]-2% In(M) >0 (9.u1)

Mit dieser Ungleichung (9.41) wird ein Zustand im
Zylinder beschrieben, bei dem kein sekundares FlieBen
im entlasteten Zylinder auftritt.

Der zugehdrige Druck ist

1

r -1 - () +(A4P) L — P (9.42)
& = A U172 Ul =P ] .

Die Auswertung der Gleichungen (9.41) und (9.42) ist

in Abbildung 9-2 zu sehen. Die Kurven fiir die verschie-

denen, bezogenen Plastizitdtsmoduli

B
P—E(/l V)

sind die unteren Grenzen, bei denen gerade noch sekun-
dares FlieBen im entlasteten Zylinder zu beobachten ist.

Durch Differentiation von Gleichung (9.41) nach m

gewinnen wir einen Grenzkurvenverlauf. Diese Grenzkurve
ist die obere Begrenzung der fiir die durch unterschied-
liche, bezogene Plastizitdtsmoduli berechneten unteren



%
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Grenzen fiir sekunddres FlieBen.

2 o
2 (-1 =% In|FpcE—ny] = © (9.43)
Der zugehdrige Druck zur Grenzkurve (9.43) betrigt

L [14P( 23 -1
© e
A RL1+P (2e®-1)]

Fiir die Gleichung (9.43) ergibt sich als Grenzwert

I‘

131 = B2 0,1353 ,

wenn wir 9€ gegen Unendlich laufen lassen.

Der Grenzkurvenverlauf ist in Abbildung 9-2 dargestellt.
Das sekundére FlieBen beginnt bei € = 2, 1972245. Fir
jedes Radienverhdltnis gréBer 2,19..... und fiir jeden
Verfestigungsmodul lassen sich eine obere und untere
Grenze angeben. Liegt die Belastung innerhaldb dieser
Grenzen, so ist mit sekundarem Flieflen zu rechnen.
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein dickwandiger Zylinder
bei zyklischer Beanspruchung, die als Verschiebung des
AuBenrandes oder als Spannung am Innenrand aufgebracht
wird, im elastischen und im elastoplastischen Bereich
untersucht. In der Theorie ergeben das Forménderungsgesetz
und die Trescasche FlieBbedingung, verbunden mit einem
linearen Verfestigungsansatz, sowie die Gleichgewichts-
bedingung die Grundgleichungen fiir das Problem. Diese
bilden ein System gewShnlicher Differentialgleichungen
fir den elastischen und fiir den elastoplastischen Bereich,
mit dem es moglich ist, die Form&nderungen und die Span-
nungen eines dickwandigen Zylinders infolge zyklischer
Beanspruchung bei endlichen Verzerrungen zu beschreiben.
Die Differentialgleichungen werden numerisch gelodst.

Die wesentlichsten Ergebnisse dieser Arbeit seien noch
einmal kurz zussmmengestellt.

In den Abbildungen 7-2 bis 7-4 werden elastoplastische
Grenzen bei verschieden groBen Beanspruchungen im

zweiten Halbzyklus dargestellt. Bei kleiner Beanspruchung
beginnt der dickwandige Zylinder am Innenrand zu flieBen,
wdhrend bei groBer Beanspruchung der Zylinder vom AuBen-
rand aus zu flieBen beginnt. Zwischen diesen beiden
Zustanden gibt es auch Zwischenzusténde, bei denen der
Zylinder bei noch relativ groBer Beanspruchung von der
Mitte aus zum Innen- und zum AuBlenrand zu flieB8en beginnt.

Bei kleinen Verschiebungen liegt die elastoplastische
Grenze bel vorgegebenen Parametern im metallischen
Bereich fest. Mit steigender Zyklenzahl werden die
Spannungen im elastoplastischen Bereich der Azimutal-
spannung G: groBer. Der Kurvenverlauf dieser Spannung
wird bei einer endlichen Halbzyklenanzahl aus diesem
Grunde nicht mehr durch die Knickstelle der elasto-
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plastischen Grenze gestort, sondern es bildet sich vom
elastischen zum elastoplastischen Bereich ein durch-
gehender Kurvenzug aus. Bei groBen Verschiebungen liegen
die Spannungen voll im elastoplastischen Bereich und
steigen mit zunehmender Zyklenzahl weiterhin unterlinear
an. Wird der dickwanige Zylinder durch Innendruck bzw.
-zug beansprucht, so bilden sich bei kleiner Beanspru-
chung infolge der elastoplastischen Grenze Knickstellen
im Spannungsverlauf der Azimutalspannung G2 .

Da die elastoplastische Grenze mit steigender Zyklenzahl
in Richtung des Innenrandes wandert, vergroBert sich der
elastische Bereich vom AuBenrand %. bis zur elastopla-
stischen Grenze %4 und wird die elastoplastische Zone
infolgedessen kleiner. Ein ganz anderes Verhalten zeigt
der dickwandige Zylinder bei groB8er Innendruck- bzw.
-zugbeanspruchung. Auch hier wandert eine elastoplastische
Grenze zum AuBenrand hin. Der Bereich vom Innenrand $:
bis zur elastoplastischen Grenze % verhdlt sich
elastisch und von ‘Qw' bis zum AuBenrand 3o elasto-
plastisch. Die Restspannungen bleiben wegen der groBen
Verformung im ersten Halbzyklus von gleicher GroBSenord-
nung und werden nur geringfiigig mit steigender Zyklen-
zahl abgebaut.

Zusdtzlich wird der Zylinder ohne Normalkraft untersucht.
Diese Untersuchungen fiihren zu Zhnlichen Ergebnissen wie
oben beschrieben.

Zum SchluB seien noch die Ergebnisse aus unterschied-
lichen Radienverhdltnissen erwzhnt, die auf ein sekun-
dédres FlieBen fiihren, sobald die Radien das Verhdltnis
von Ra/Ri = 2,2 liberschreiten.
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