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Zusammenfassung

Die Methode der orthogonalen Projektionen oder Hyperkreis-Methode liefert
die Mo6glichkeit, fiGr N&dherungslésungen von linear-elastischen Randwert-
problemen den Fehler global, d. h. der Energie nach, abzuschatzen. Benutzt
man gleichzeitig geeignete Green'sche Zustdnde, so kénnen auch punktweise
Fehlerschranken fir beliebige Feldgr&Ben des Lésungszustandes berechnet
werden. In der vorliegenden Arbeit wird die Anwendung dieser Methode zur
Berechnung orthotroper Platten untersucht. Méglichkeiten der numerischen
Realisierung werden fir einige Beispiele aufgezeigt, fir die die Platten-
durchbiegung bei gleichzeitiger Angabe punktweiser Fehlerschranken erhal-

ten wird.

Summarx

For linear-elastic boundary-value problems the method of orthogonal projec-
tion or hypercircle-method enables the calculatioﬁ of global error bounds
and bounds of the elastic energy, respectively. Introducing appropriate
Green's states also pointwise error bounds can be obtained for arbitrary
field quantities of the solution. In this paper the method of orthogonal
projection is used to solve‘boundary-value problems of orthotropic thin
plates. Numerical results are given for some examples, for which the dis-

placement field and pointwise error bounds have been calculated.



Inhaltsverzeichnis Seite

1. Einleitung 1
2. Zeichenerklarung 2
3. Grundgleichungen der Elastocmechanik 4
4. Der Hilbert-Raum der elastischen Zusténde 6
5. Punktweise Eingrenzung von FeldgréBen bei Randwertproblemen 10
6. Anwendung des Eingrenzungsverfahrens auf orthotrope Platten 13
6.1. Grundgleichungen der orthotropen Platte 13
6.2. Zusammenstellung einiger wichtiger Singularitdten 20

6.2. Darstellung der Skalarprodukte
7. Realisierung der Vergleichszustéinde 23
8. Numerische Beispiele 32

9. Literatur 39



1. Einleitung

Die Berechnung elastischer Tragelemente und Tragkonstruktionen ist exakt nur
in wenigen einfachen Ausnahmefdllen m&glich. Man ist daher in der Regel auf
Nidherungsverfahren angewiesen, wozu Differenzen- und Variationsverfahren und
daraus abgeleitete Methoden sowie Integralgleichungsverfahren zu z&hlen sind.
Im Bauingenieurwesen finden insbesondere die auf den Variationsprinzipien be-
ruhenden Verfahren,wie z. B. die Methode der finiten Elemente,verbreitete An-
wendung, da sie auBergewdhnlich vielseitig anwendbar sind und bei Vorhanden-
sein leistungsstarker Rechenanlagen gute Ergebnisse erhalten werden kénnen.
Bei der Benutzung approximierender Berechnungsverfahren geht man allerdings
nicht immer in ausreichendem MaBSe den hierbei zu stellenden Fragen nach, ob
das verwendete Verfahren z. B. konvergiert und wenn ja, ob eine Konvergenz
gegen die LOsung erfolgt, und wie groB in etwa der Fehler bei dem gewéhlten

Approximationsgrad ist.

Ein Berechnungsverfahren, das eine gegen die exakte LOsung konvergierende
Naherung liefert und gleichzeitig eine zweiseitige Abschdtzung des Approxima-
tionsfehlers ermdglicht, ist die sogenannte Methode der orthogonalen Projek-
tionen, die auf den Extremalprinzipien der Elastomechanik beruht [1 - 7].
FGhrt man den Hilbert-Raum der elastischen Zustdnde ein, so besteht dieser

aus zwel zueinander orthogonalen Unterrdumen, dem Raum der Lastspannungszu-
stinde sowie dem Raum der Eigenspannungszustinde. Physikalisch bedeutet die
Orthogonalitdt, daB die Wechselwirkungsenergie zwischen Last- und Eigenspan-
nungszustdnden Null ist. Approximiert man nun einen unbekannten Spannungs-
zustand durch eine statisch-zulissige und eine geometrisch-zuldssige N&herung,
so laBt sich der Fehler der Niherungen pauschal abschitzen. Statisch-zuléssige
bzw. geometrisch-zuldssige Ndherungen erhdlt man z. B. mit statisch- bzw.
geometrisch-kompatiblen finiten Element-Modellen. Wihrend mit der Projektions-
methode eine Fehleraussage sowie eine Fehlerabschdtzung beziglich der Energie
mdglich ist, liefert sie keine Information beziiglich der Genauigkeit einzelner
dem N&herungszustand zugeordneter FeldgrdBen wie etwa Verschiebungs- und

SpannungsgroBen.

Um zweiseitige Abschiatzungen flir bestimmte Feldgréfen zu erhalten, fihrt man
Greensche Zustdnde ein. Den Greenschen Zustand wdhlt man so, daB seine Singu-
laritdt mit der gesuchten FeldgréBe des unbekannten elastischen Zustandes als
Produkt eine Arbeit bildet. Die hierzu bendtigten Greenschen Zustédnde lassen
sich aus bestimmten Grundzustdnden durch Uberlagerungen herleiten [5]. Sowohl

den unbekannten wie den benutzten Greenschen Zustand ersetzt man dann durch



Vergleichszustdnde und schédtzt den jeweiligen Fehler nach der Methode der
orthogonalen Projektionen ab. Nach diesem Verfahren konnten bei isotropen
linear-elastischen Problemen sehr gute numerische Ergebnisse erzielt werden
[5,6]. Keine Anwendung fand dieses Eingrenzungsverfahren bisher fir aniso-

trope Probleme.

In der vorliegenden Arbeit werden die in [5,6] durchgefiihrten Untersuchun-
gen flir orthotrope Platten erweitert. Es wird gezeigt, daB fir Randwert-
probleme bei Benutzung entsprechender Singularitdaten beliebige FeldgrdBen
eingegrenzt werden kénnen. Fir rechtwinklig begrenzte Platten werden geo-
metrisch- bzw. statisch-kompatible Ansdtze angegeben, die sowohl homogene
als auch inhomogene geometrische bzw. statische Randbedingungen erfillen.
Die numerische Realisierung wird fir eine quadratische orthotrope Platte
unter der Wirkung einer gleichmédBigen Flachenbelastung bei fester sowie ge-
lenkiger Lagerung untersucht, wobei die Durchbiegung punktweise eingegrenzt

wird.

2. Zeichenerklédrung

Vektorfelder

72 Oberflachenkréaftebelegung
R Volumenkraft

V1Y Verschiebungsvektor

Tensorfelder zweiter Stufe

o Spannungstensor
E Dehnungstensor
X Spannungsfunktionentensor
n Inkompatibilitédtentensor

Vektor- und Tensoroperationen

-6 skalares Produkt zweier Vektoren
o1 x B vektorielles Produkt zweier Vektoren
o 6 dyadisches Produkt zweier Vektoren

g ** € doppelt skalares Produkt zweier Tensoren 2. Stufe
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3. Grundgleichungen der Elastizitdtstheorie

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit sollen ausschlieBlich Probleme der linearen
Elastizitédtstheorie untersucht werden, d. h., s&mtliche Verschiebungsableitun-
gen werden als hinreichend klein gegen eins vorausgesetzt und die Beziehungen
zwischen Spannungen und elastischen Dehnungen seien linear. Der allgemeine
elastische Zustand 1l&Bt sich dann beschreiben durch die Angabe von Volumen-

Q

kréftenp und Extradehnungen €* im Innern B des elastischen Kdrpers K:

R = p @), ¢ B, (3.1)

Q

€

sowie die Krdftebelegung ;D* auf dem Oberflédchenteil Fp und die Verschiebung
zuo* auf dem Oberflachenteil Fw:
= " *e), eErE (3.3)
*
nmg= M () , 2 € F, - (3.4)
Mit /8 werde der Ortsvektor bezeichnet.

Fir das im Innern des Kdrpers hervorgerufene Spannungsfeld o(#) gilt die in-

homogene Gleichgewichtsbedingung:

div g(€) = V - g(#) = -p(®) , ®¥CB, (3.5)
sowie die Oberflachenbedingung
u- o(®) = R*€), % €F, . (3.6)

wobei 4L der Normaleneinheitsvektor ist.

Die in (3.2) angegebene "Extradehnung" Eg kann verursacht werden durch plasti-

sche Verformung, Erwidrmung oder Magnetisierung des Materials, was zu Eigen-
spannungen fidhrt. E? trdgt aber selbst nicht unmittelbar iiber das Hooksche

Gesetz zu den Spannungen bei. Aus der Extradehnung g? und einer elastischen
Dehnung EF '

£ g0 (3.7

wobei s der Tensor 4. Stufe der Elastizitdtskoeffizienten ist, setzt sich die

Gesamtdehnung

&= ef 4 8 (3.8)

zusammen, fir die die homogene Kompatibilit&tsbedingung

Ink EF = Ink eE + Ink eQ =0 (3.9)



gilt, und die deshalb aus einer eindeutigen Verschiebung #§ abgeleitet werden

kann:
G 1 '
€ =Defmd =5 (Vg + m0 V) . (3.10)

Durch die Gleichungen (3.1) bis (3.9) wird der allgemeine elastische Zustand
beschrieben, bei dem sowohl Volumenkrdfte als auch Extradehnungen sowie Ober-
flachenkrafte und Oberflé&chenverschiebungen als Ursache von Verformungen zuge-
lassen sind.

Der Sonderfall, bei dem gilt:

2% )

1]

o r @C B ’ (3.11)

x
M9 () =0, @pr, (3.12)

werde als "Lastspannungszustand" bezeichnet. Ist dagegen

o, € B, (3.13)

)
'p'ffm

1]

o, X€E€F, | (3.14)
p
so liegt ein "Eigenspannungszustand" vor. Wegen der Biancchi-Identitédt
div Ink x = vV - (V x X x V) =0

14t sich fir den Eigenspannungszustand die homogene Gleichgewichtsbedingung

identisch erfiillen durch den Beltramischen Spannungsfunktionsansatz:
g = Ink X (3.15)
mit dem symetrischen Spannungsfunktionentensor .

Die Linearitédt der den allgemeinen elastischen Zustand beschreibenden Diffe-
rentialgleichungen gestattet die Postulierung des sogenannten Zerlegungssatzes.
Danach erhdlt man die LOsung fir den allgeméinen elastischen Zustand aus der
Sgperposition der Ldsungen fir den Lastspannungszustand und fir den Eigep—

spannungszustand:

c(# ).. Def M9 (€ ) + Ink x( ), “¢c B, (3.16)

Q
89
1]

=€ (€ )=Def M () +s( 4 ).. Ink x(2), £EB. (3.17)

™

~

S

~
1

In (3.16) ist ¢ = c (%) der zu s inverse Tensor 4. Stufe der Elastizitédts-

konstanten.



Die obenstehenden Ausfihrungen zeigen, daB der elastische Zustand eines
linear-elastischen K&rpers jeweils eindeutig und vollstdndig definiert
werden kann durch Angaben, die auf drei verschiedenen Integrationsstufen

stehen:

(1) durch Spannungsfunktionentensor x und Verschiebungsvektor #¢ ;

(1I) durch das Spannungsfeld g oder das Dehnungsfeld g, die beide uber

das Hookesche Gesetz miteinander verbunden sind;

(III) durch Volumenkr&fte £ und Extradehnungen E? im Innern sowie Krafte-

belegung £ auf dem Oberflichenteil Fp und Verschiebung # auf dem
Oberflachenteil Fw'

Die GroBen der Stufe III lassen sich durch Differenzieren leicht aus denen
der Stufe II und in gleicher Weise die GrdBen der Stufe II aus denen der
Stufe I gewinnen. In umgekehrter Weise erhdlt man die Gr&B8en der Stufe I bzw.
II aus denen der Stufe II bzw. III nur durch Ldsen eines Randwertproblems.

Daher bezeichnen wir einen elastischen Zustand als:

"vollbekannt": wenn die GréB8en der Stufe I,
"bekannt" : wenn die Gr&éBen der Stufe II,

“unbekannt"” : wenn die Grd8en der Stufe IIT

gegeben sind.

4, Der Hilbert-Raum der elastischen Zusté&nde

Den insgesamt m8glichen elastischen Zustdnden eines bestimmten linear-
elastischen Kdrpers K wird ein reeller Hilbert-Raum ® derart zugeordnet,
daB die Elemente f des Hilbert-Raumes die elastischen Zustdnde des vorge-
gebenen Kérpers darstellen. Die Représentation des elastischen Zustandes
kann z. B. durch den Spannungstensor ¢ bzw. durch seine sechs voneinander
unabhdngigen Komponenten oij(i,j = 1,2,3) erfolgen, so daB folgende Zuord-

nung definiert wird:

£ :g(f) 2 (0'11('8)'0‘22(?)1033('8)1012('8)r013(€)0023(’e))r 'eC B, (4.1)
wobei fir das Nullelement 0€ & gilt:

@ :0(®) 2 (0,0,0,0,0,0) fiir alle X B,

d. h., alle Komponenten des Spannungstensors verschwinden fir alle Punkte

/¢ € B. Anstelle des Spannungstensors kann in gleicher Weise der Dehnungstensor



herangezogen werden. Auch ist die Erklarung des Hilbert-Raumes der elasti-
schen Zustdnde anhand der vollstédndigen Angabe der GrdBen der Stufe I oder

der Stufe III méglich.

Die fir die Definition des Hilbert~Raumes notwendige Bildung eines Skalar-
produktes geschieht am sinnvo}lsten mit Hilfe der elastischen Wechselwir-
2

kungsenergie zweier Zustande £, f:

]

1 2 1 2
{£, £} J_o_(«?)..g('e) av

(B)

1]

1 2
Ig_('e)..g('e)..g('e) av
(B)
1 2
Jg(m.._c_('e)..g'e)dv (4.3)

]

(B)

Unter € in (4.3) ist die elastische Dehnung im Sinne von Abschnitt 3 zu ver-
stehen. Es 1laBt sich leicht zeigen, daB das Skalarprodukt (4.3) kommutativ,
distributiv, assoziativ und positiv definit ist, also den Forderungen genigt,
die im Hilbert-Raum an das Skalarprodukt gestellt werden. Fir die Norm des

Zustandes f erhdlt man aus (4.3):

Il £l

!
Jg('e)..g('e)..g(*e) av
(B)

1

Ie('@)..g('f?)..g_(’?)dv (4.4)

(B)

Somit ist die Norm nach Definition die Wurzel aus der doppelten elastischen
Energie des Zustandes f. Sie kann aufgefaBt werden als die Linge des Vektors f
im Hilbert-Raum ® der elastischen Zustinde.

1 2

{n derzBeziehung (4.3) werden zur Berechnung des Skalarproduktes {f, f} fir
f und f ausschlieBlich FeldgrdBen der Stufe II benutzt. Wie in [5, 6] gezeigt

wurde, laB8t sich das Skalarprodukt so umformen, daB auch GroBen der Stufe I
und der Stufe III benutzt werden:

1 2 1 2 1 2 1 2 1 24
{£, £} = (p, W) + [p, w]F + [p, w]F - (o, €9), (4.5)
P w



mit den folgenden Abkilirzungen:

12 1 2
(p,w) = Jf("é) T M0 () dv (4.6)
(B)
20 ' 20
(c,e ) = J g(®).. g=(¥®)dv (4.7)
(B)
12 1 2
lp,wl, = I'P('E) - () av (4.8)
p
(F)
P
12 2
[p,w] =J’P('e) - H9 (¥)av (4.9)
(F )
w

Es laBt sich leicht nachweisen, daB der Hllbert-Raum ® aus zwei orthogonalen
Unterrdumen ! und #€ " mit den Elementen % und £" besteht, wobei 7€' der
Unterraum aller Lastspannungszustdnde, % " der Unterraum al}er Eigenspannungs-—
zustdnde ist. Nach Abschnitt 2 ist ein Lastspannungszustand %' definiert
durch die Volumenkrédfte P im Innern des K&rpers sowie durch die Kraftebe-
legung ?? auf dem Oberfldchenteil Fp; die Extradehnung E? verschwindet, geo-
metrische Randbedingungen - sofern vorgeschrieben - sind homogen, d. lrx.,/l«ué?',t
ist null auf Fw' Der Eigenspannungszustand %" ist definiert durch die Angabe

einer Extradehnung E?

im Innern sowie durch Angabe einer vorgeschriebenen Ver-
schiebung auf dem Oberflichenteil Fw; die Volumenkraft g und die Oberfldchen-
kraft P auf FP verschwinden. Mit diesen Definitionen fiir Last- und Eigen-

spannungszustidnde folgt aus (4.5):
i i
{£',£"} = o, (4.10)

i
d. h. alle Lastspannungszustinde f' sind orthogonal zu allen Eigenspannungs-
zustdnden %“. Hieraus folgt, daB der Hilbert-Raum ¥ aus zwei zueinander ortho-

gonalen Unterrdumen K ! und 90" besteht:
e = J' e B (4.11)

Da nach dem o.a. Zerlegungssatz sich ein allgemeiner linear-elastischer Zu-
i
stand £ stets in einen Lastspannungszustand %' und einen Eigenspannungszu-

stand %" aufteilen l3gt
0 TR T (4.12)

kann diese Zerlegung als orthogonale Projektion in die Unterrdume 9¢' und

¢ " interpretiert werden.



Aus (4.10) und (4.12) folgt unmittelbar fir die Wechselwirkungsenergie zweier
allgemeiner elastischer Zusténde:

12 1 2 1 2
{£,£} = {£',£'} + {£",£"} . (4.13)

Nach (4.13) setzt sich die Wechselwirkungsenergie additiv aus der Wechsel-
wirkungsenergie ihrer Lastspannungszustinde sowie der Wechselwirkungsenergie
ihrer Eigenspannungszustdnde zusammen. Dieser Sachverhalt ist als Satz von
Colonetti bekannt.

Die Wechselwirkungsenergie zweier Lastspannungszustidnde ergibt sich nach dem
Satz von Betti, Maxwell und Rayleigh als die Arbeit, die das Krédftefeld des eine
Lastspannungszustandes am Verschiebungsfeld des anderen Lastspannungszustandes

leistet:

1 2 1 2 1 2
{£,£0}) = Jya-/uoav + J??-WdF

1 2 1 2
(p',w') + [p',w']F . (4.14)
p

Gleichung (4.14) erhdlt man auch unmittelbar aus (4.5) unter Beachtung der

Definition der Lastspannungszustidnde.
Fir die Wechselwirkungsenergie zweier Eigenspannungszustidnde ergibt sich:

1 2 1 2 1 ZQ
{f"'f"} = [P"lw"] F - (U"IE u) . (4.15)
w

Mit hilfe des Beltramischen Spannungsfunktionentensors X und dem Inkompatibi-

litatentensor n:
n = Ink 2=vxefxvy (4.16)
kann (4.15) auf eine andere Form gebracht werden [5]:
20

1 2 1 ZQ 1
(e - J((v x X" x4) cc g - (Vxg”xat) -+ x") QF

1 2
- LC - n"av , (4.17)
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11 ist der nach auBilen gerichtete Normaleneinheitsvektor auf der Kérperober-
flé&che.

5. Punktweise Eingrenzung von FeldgrdB8en bei inhomogenen Problemen

der Elastizitdtstheorie

Es wird der Greensche Zustand g(’Eo) mit einer Singularitdt an der Stelle ﬁ€(>
eingefihrt. Dieser erfiillt, von der singuldren Stelle NEO abgesehen, die homo-
gene Gleichgewichtsbedingung (verschwindende Volumenkréifte) sowie die homogene
Kompatibilitétsbedingung (verschwindende Extradehnung) im Innern B des elasti-
schen Kdrpers. Weiterhin gelten homogene statische Randbedingungen (verschwin-
dende Krafte) auf dem Oberflichenteil Fp und homogene geometrische Randbe-
dingungen (verschwindende Verschiebung) auf dem Oberflichenteil Fw'

Der Greensche Zustand f(fe ) setzt sich zusammen aus einem "Fundamentalzustand"
f('e ), der dem Feld der Singularitét im homogenen unendlichen Medium ent-
spricht, und einem Regularteil f('e ), der fir die Erfillung der Ubrigen, den

Greenschen Zustand definierenden Bedingungen sorgt:

o ©® v
f('eo) —-f('eo) +f('€°) (5.1)

Es soll nun gezeigt werden, wie sich bei Kenntnis des Greenschen Zustandes
f('e ) und der Grbﬁen der Stufe III (Volumenkraft g , Extradehnung EQ, Ober-
fléchenkraft W auf Fp' Verschiebung #9 Tauf F ) eines unbekannten Zustandes
beliebige Feldgrdfen der Stufen I oder II des unbekannten Zustandes an der

Stelle 'eo berechnen lassen.

Zur Berechnung der unbekannten FeldgrdBen wird das Skalarprodukt {£, f(‘? )}
aus dem unbekannten Zustand f und dem Greenschen Zustand f(ﬂf ) gebildet Da
der Greensche Zustand mit Ausnahme der singuldren Stelle 4?0 ﬁberall die homo-
gene Gleichgewichtsbedingung und die homogene Kompatibilit&tsbedingung er-
fillt, kann er sowohl dgrch ein Spannungsfunktionenfeld ijafo) als auch durch
ein Verschiebungsfeld #¢ ("fo) reprisentiert werden.

o
Mit /WO(ﬁeo) als Repridsentation des Greenschen Zustandes ergibt sich aus (4.5)
fir die Wechselwirkungsenergie:

(o] (o] o
(£,£02 )} = (p,w(re ) + [P'W"fo”rp N Ja(zeo, (5.2)
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Die Integrale in (5.2) sind so zu bilden, daB die singuldre Stelle ¢ o
ausgespart bleibt. Die Ubrigen in (4.5) vorkommenden Ausdricke verschwinden
wegen der Eigenschaften des Greenschen Zustandes (verschwindende Extra-
dehnung in B, verschwindende Verschiebung auf Fw) . Mit P (e o) wird der
Beitrag der Singularitdt zur Wechselwirkungsenergie bezeichnet; er ist pro-

portional zu einer statischen Feldgr&Be des unbekannten Zustandes f.

o)
Wird andererseits fiir den Greenschen Zustand f( ’B ) eine Représentation
durch den Spannungsfunktionentensor x(’e ) gewéhlt, so folgt aus Gleichung
(4.5) unter Berlcksichtigung der Elgenschaften von f (e )

(o] - [o] - Q (o]
{f.f('eo)} = Ew,p('eo)lF (e ,o('€°>>+é‘(’to> . (5.3)

w
In (5.3) ist wiederum die singulédre Stelle ’E‘o bei der Integration auszu-
schlieBen. £( 't’o) ist der Beitrag der Singularitdt zur Wechselwirkungsenergie
und stellt bis auf einen konstanten Faktor eine geometrische FeldgrdSe des

unbekannten Zustandes f dar.
Subtrahiert man (5.2) von (5.3), so fdllt das Skalarprodukt heraus:

Fie)=£€r)-Le)
(o] [o] (o}
2,60 ) + Ipwie )1, - [wple )l (5.4

= (pwle ) + (e
P w

In 3 (’\eo) sind die Beitrdge der Singularitdt zusammengefaBt. Bei der prak-
tischen Anwendung der Beziehung (5.4) wihlt man die Singularitdten jeweils
so, daB entweder of ("fo) oder € (’L’o) verschwindet, je nachdem,ob eine
geometrische oder eine statische FeldgrdBe berechnet werden soll. Vorausset-
zung fir eine erfolgreiche Ermittlung von unbekannten FeldgrdBen mit Hilfe
von (5.4) ist die Kenntnis der auf der rechten Seite auftretenden FeldgrdBen
des Greenschen Zustandes. Da das im allgemeinen nicht der Fall ist, werden
zundchst fir den Greenschen Zustand cf)( '€ ) Vergleichszustande %\'( '€ ) und
°~('€ ) eingefﬂhrt, die nur die statischen bzw. nur die geometrischen Be-

dingungen von f(’€ ) erfiillen:

oL o v 5
f (’Co) f(’eo) + f ('@o) (5.5)

e ) = £ ©) + PP, (5.6)

Bei bekanntem Fundamentalzustand f(“e ) kénnen Vergleichszusténde f ('e ) und
f~('€ ) in der Regel leicht angegeben werden.
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Mit (5.5) und (5.6) erhdlt man eine zu (5.4) analoge Beziehung fir die
GroBe g'(’fo) :

— °~ Q °~ °~ ON
Fee) = e )) + 2,0%e ) + (o, vely - sy
+ {£, £ ) - £7(€ )} . (5.7)

Gegentiber (5.4) treten in den ersten vier Integralausdricken auf der rechten
Seite von (5.7) Feldgr8Ben der Vergleichszustinde des Greenschen Zustandes
auf, die als bekannt angesehen werden kénnen. Allerdings erscheint in (5.7)
noch ein Skalarprodukt mit dem unbekannten Zustand f£. Um hierfiir eine Ab-
schdtzung zu erhalten, werden auch fir den unbekannten Zustand f selbst Ver-

gleichszustidnde eingefihrt:

£~ erfille alle geometrischen Bedingungen von £, so daB
(£7 - £) = (£7- £)°' ’ (5.8)

ein reiner Lastspannungszustand ist.

f~ erfille alle statischen Bedingungen von f, so daB
(R - £) = (£¥ - £)" (5.9)

ein reiner Eigenspannungszustand ist.
Mit diesen Vergleichzusténden ergibt sich fir das Skalarprodukt mit dem un-
bekannten Zustand f folgende Abschiatzung [5,6]:

Yoy U~ 1 ~ ~V~ u~
[{£,£%%€ ) - £(® )} - = {£~+ £REN® ) - £(P)}|
o o 2 o (]
<z |- ) || £ () - £ (”€°>|I (5.10)
Vorstehende Abschdtzung, in (5.7) eingesetzt, liefert die Eingrenzungsformel:
| ey -F ()] <1 [| £2- £ ||§“('e ) - E"“(fe ) || (5.11)
o N “o 2 o o
mit der NiherungsgrdBe
F ) = W™ ) + (7,0 ) + [p,w (feo)]FP- LA
Lie~ N';‘.,"' U""e } (5.12)
+§-{f + £=, ('eo)-f( o) | .

Nach der Abschitzung (5.11) unterscheidet sich die gesuchte FeldgrdBe 3‘( 'Co)
von £ an der Stelle QEO von einem Niherungswert é?&('fg) nach (5.12) h&chstens
um eine Eingrenzungsspanne, die durch die rechte Seite der Ungleichung (5.11)

beschrieben wird.
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6. Anwendung des Eingrenzungsverfahrens auf die orthotrope Platte

6.1. Grundgleichungen der orthotropen Platte

Betrachtet wird eine homogene orthotrope Platte mit konstanter Dicke h, die
gentigend klein gegeniber den Abmessungen der Plattenmittelebene ist. Ferner
wird vorausgesetzt, daB die Durchbiegung der Platte infolge der Normalbe-
lastung p klein sei gegeniber der Plattendicke h. Giltigkeit der Kirchhoff-
schen Normalenhypothese kann damit vorausgesetzt werden. Volumenkrafte (etwa

das Gewicht) werden zur Normalbelastung hinzugerechnet.

Um das verallgemeinerte Hookesche Gesetz in der Voigtschen Schreibweise be-

nutzen zu kénnen, werden die folgenden Bezeichnungen eingefihrt:

Oy 01y 7 9507 03043
O4 =937 9550437 O =04,
(6.1.1)
€L T &y 7 €y T €y i €y = €33 7
€4 = 26,3 7 €5 =235 €5 = 2e, .
Damit lautet des Hookesche Gesetz in Indizesschreibweise
o‘a=Aabeb ; Aab=Aba ; a,b=1,...,6 (6.1.2)

Hierbei wurde die Einsteinsche Summationskonvention benutzt, wonach in einem
multiplikativ zusammengesetzten Ausdruck iber gleich benannte Indizes summiert
wird, Bestimmt man aus (6.1.2) die Dehnungskomponenten als Funktion der Span-
nungskomponenten, so ergibt sich:

€ =B _ 0 ; Bab = Bba ; ab=1,...,6 (6.1.3)

Die Koeffizienten Aab ergeben sich aus den Elementen des Tensors c der Elasti-

zitdtskonstanten und die Koeffizienten Bab aus den Elementen des Tensors 8 der

Elastizititskoeffizienten. Die Matrizen Aab und Bab sind zueinander invers

= 6.1.4
Aachb 6ab ( )

mit Gab dem bekannten Kronecker-Symbol.

Zur Beschreibung der orthotropen Platte werde ein rechtwinkliges cartesisches

Koordinatensystem benutzt, wobei die x,y-Ebene mit der unverformten Platten-
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mittelfldche zusammenfalle und die z-Achse darauf senkrecht stehe. Die Ver-
schiebungskomponenten eines beliebigen Plattenpunktes seien u,v,w. Erfahrt
die Plattenmittelfldache keine Horizontalverschiebung, so gilt bei Annahme der
Kirchhoffschen Normalenhypothese:

u= - 2w ; V= - zw . (6.1.5)

Indizes hinter dem Komma bedeuten partielle Differentiation nach der entspre-
chenden Koordinatenrichtung.
In der Voigtschen Schreibweise lautet das Hookesche Gesetz fir den ebenen

Spannungszustand:

€ = By19y * Bi95 * Biglg §
€, = B,,0, + B,,0, + By O, i (6.1.6)
e. =B .0, +B .0o. +B__0O -

6 6171 622 666

LSst man das Gleichungssystem (6.1.6) nach den Spannungen auf und druckt die
Dehnungen durch die Verschiebungen nach (3.9) aus, so erhdlt man unter Be-

ricksichtigung von (6.1.5):

01 = - Z(Allw,xx + A12w,yy + 2A16w,xy) ;
02 = - Z(AIZw,xx + A22w,yy + 2A26w,xy) ; (6.1.7)
06 = - Z(AIGW,xx + A26w,yy + 2A66w,xy) .

Die zur Berechnung der Plattenquerkrdfte erforderlichen Spannungen 04 und 05

erh3lt man aus den Gleichgewichtsbedingungen (3.5), wenn man diese unter Be-

ricksichtigung von (6.1.7) Uber z integriert und annimmt, daf 04 und 05 an der

Plattenunter~ und Plattenoberseite verschwinqen:

1,2 n?
04 =32 (z 4 )[A16w,xxx * (A12‘*2A66)w'xxy'+3A26w.xyy'fA12w,yyy] i
1,2 n? (6.1.8)
05 = 5-(2 - Z')[Allw,xxx * 3A16w,xxy + (A12'+2A66)w,xyy.+A26w,yyy]'

Als SchnittgrbB8en werden nun die folgenden Momentenkomponenten und Quer-
krdfte definiert (Abb, 1):
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(Abb. 6.1)
h/2 h/2
Mxx-—chzdz, Myy=-olzdz,
-h/2 -h/2
h/2
M = M = Jc zdz , (6.1.9)
Xy yx 6
-h/2
h/2 h/2
Qx = Jo4dz ' Qy = -Josdz .
-h/2 -h/2

Weiterhin werden die spezifischen Plattensteifigkeiten definiert:

h/2 A, h3
D, =|a 22az = 2, (6.1.10)
ij ij 12
-h/2

Anstelle von (6.1.7) und (6.1.8) erhdlt man durch Einsetzen der Gleichungen
(6.1.9) und (6.1.10) die Beziehung zwischen den oben definierten Schnittgr&fen

und den Durchbiegungsableitungen:

M = + +
XX Dlzw,xx 2D26w,xy D22w,yy !

Myy - Dllw,xx * 2D16w,xy * D12w,yy !

Mxy = Myx = - (D16w,xx + 2066w,xy + D26w.yy)’ (6.1.11)
Q = - (Dlew'xxx + (Dlz'*2D66)w,xxy + 3D26w,xyy + D22w'yyy),
Qy = Dllw,xxx + 3D16w,xxy + (D12-+2D66)w,xyy + D26w,yyy)
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- Die Momentenkomponenten (6.1.11) lassen sich zu einem Momententensor zusam-

menfassen:
MxxMx
m - Y (6.1.12)
M M
YX vy

Die entsprechende Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen (3.5) liefert
fir die SchnittgréBen die drei Beziehungen

oM oM

Xy __XX _

9x dy x '
aMYY BMxy

3% 3y = QY ' (6.1.13)
39 39

- === = plx,y)
9x oy pix.y) .

Hierbei ist p(x,y) die in positiver z-Richtung wirkende Normalbelastung je
Fl&cheneinheit. Durch Elimination der Querkrifte in(6.1.13) erhdlt man als
Gleichgewichtsbedingung die Differentialgleichung der Momentenkomponenten:

azuxx azmxy azmyy )

Die Null auf der rechten Seite von (6.1.14) entspricht dem homogenen Fall, bei

dem die Normalbelastung verschwindet.

Fihrt man noch den Krimmungstensor K mit

K x

4 (6.1.15)
K_K
yX YY

I=

ein, so nehmen die Kompatibilitatsbedingungen bei Abwesenheit bzw. Vorhanden-
sein von Inkompatibilit&dten nx, ny die folgende Gestalt an:

arxx oK 0
+ =X g
ox oy X
3 I o (6.1.16)
—yx ¥y _ ) -
9x 3y y

Fir eigenspannungsfreie Platten lassen sich die Komponenten des Krimmungs-

tensors aus der Durchbiegung der Platte ableiten:
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. (6.1.17)

Setzt man in (6.1.14) die Beziehungen zwischen den Momenten und den Ver-

schiebungen nach (6.1.11) ein, so gelangt man zur Differentialgleichung der

Plattenbiegung:
Dilw,xxxx + 4D16w,xxxy + 2(D12 + 2D66)w,xxyy
+ 4D, w + D .w = P . (6.1.18)

26, xyyy 227 yyyy

Zur vollstdndigen Beschreibung des Randwertproblems der Plattenbiegung ist
neben der Angabe der Differentialgleichungen (6.1.18) bzw. (6.1.14) noch die
Festsetzung der geometrischen und statischen Randbedingungen fir die ver-
schiedenen Arten der Lagerung notwendig. Mit den Bezeichnungen von Abb. (6.2)
lassen sich die Randbedingungen eines Lastspannungszustandes £'€ X' einer
f; beliebig gelagerten Platte wie

folgt zusammenfassen:

Gat

Abb. (6.2)
Rand geometrische RB statische RB
. ow
eingespannt w=0, Y =0 @ —e———
gelenkig gelagert w=0 Mt =0
fretx 0 e=——- Mt=o,§t=o,R=o
wobei QL die Stitzkraft:
M
- nt
= - 6.1.19
% 9% T Bt ( )

und R die in den Ecken wirkende Einzelkraft bedeuten. Diese ist gleich der
Differenz der in den Eckpunkten an verschiedenen Seiten genommenen Torsions-

momente M .
nt
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12
Fir die Wechselwirkungsenergie {f,f} zweier elastischer Zustinde der Platte
gilt: '

12 1 2
{£,£} = [g - eav .. (6.1.20)

(B)

Mit Hilfe von (6.1.5) und (6.1.17) 138t sich bei Lastspannungszustdnden der
Dehnungstensor ¢ durch den Krimmungstensor k ausdrticken. Fihrt man in (6.1.20)
die Integration nach der z-Richtung durch, so nimmt das Skalarprodukt zweier
Lastspannungszustinde fir die Platte die folgende Gestalt an:

1 2
{£,£} = |k - W ar

1 2
+ K _ M +2c_ M ]J4F . (6.1.21)
YY YY Xy xy

i
—
a3

®
Die bisher gemachten Ausfihrungen bezogen sich auf den allgemeinen anisotropen
Fall; hierbei wurde die Materialeigenschaft der Platte charakterisiert durch
1! D und D Ein wich-

Angabe der 6 Plattensteifigkeiten D , D

11* P12¢ P2z’ Pig’ Pog 66"
tiger Sonderfall der anisotropen Platte ist die orthogonal anisotrope oder
kurz orthotrope Platte, die im folgenden ausschlieBlich betrachtet werden
soll. Die orthotrope Platte ist gekennzeichnet durch:

= = .1.22
D16 026 o (6 )

In Anlehnung an Timoschenko [9] werden die Umbenennungen:

Dy ®Dyg 3D, 2Dy & Dy 2D, i Dy = Dge

H=D,6, + 2D (6.1.23)
1 Xy

eingefihrt. Zwischen den Plattensteifigkeiten und den Biegesteifigkeiten so-

wie den Querkontraktionszahlen fiir die x- bzw. y-Richtung bestehen die Rela-

tionen [10]:

v

Querkontraktionszahl fir die x-Richtung x
v

Querkontraktionszahl fir die y-Richtung y
Biegesteifigkeit im Schnitt x=konst pro Lingeneinheit: [EJ]x

Biegesteifigkeit im Schnitt y=konst pro Lingeneinheit: [EJ]Y (6.1.24)
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[EJ] [EJ]
Plattensteifigkeiten: D = ——>— D =
x 1-v v Yy 1-v_v
Xy Xy

Mittelwert der Torsionssteifigkeit: D = L (1 - vv.v ') ¥yD.D'
xy 2 Xy Xy

1

Konstante D1 : D1 = 5—(va + Dyvx)
H 1 1
Kennwert A: A = = [==(v +Dv) + 2D 1
/5_p! /ooy 2 XY oYX xy
Xy Xy
Reziprozititsbedingung von Betti: vay = Dyvx - (6.1.24)

Fir die isotrope Platte ist vx = vy = v zu setzen, die Plattensteifigkeiten

nehmen die Werte

b =p = Eh3
12 (1-v%) '

D - vEh3
1 12(1-v%) '

Eh3
= —— .1.25
ny 24 (1+v) ! (6.1 )
an. Mit E wurde der Elastizitdtsmodul,mit J das Trégheitsmoment und mit v die
Poissonsche Zahl bezeichnet. Anstelle von (6.1.18) vereinfacht sich die Dif-
ferentialgleichung der orthotropen Plattenbiegung zu:

Dw + 2H

. W + Dw =p . (6.1.26)
X ,XXXX 1 XXYY Y YYYY

12
Aus der Gleichung (6.1.21) fir das Skalarprodukt {f,f} zweier Lastspannungs-
zustdnde lassen sich einige fir die Anwendung wichtige Umformungen herleiten.
Drickt man die Krimmungen und die Momente durch Verschiebungsableitungen aus,

so gelangt man 2zu:

1 2 1 2 1 2 1 2
{£,£} = J[D w w + D, (w w +wWw W
X ,XX XX 1 ,xx ,yy 1YY 1 XX
(F)
1 2 1 2
+Dw dF. (6.1.27)

w +4D w 2w ]
Y YY /YY XY +XY XY

Eliminiert man mit Hilfe von (6.1.11) aus (6.1.21) die Krimmungen bzw. Ver-
schiebungsableitungen, so erhdlt man das Skalarprodukt als Funktion der Mo-

mente:
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1 1 2 1 2
{f,£f} W J[DnyxMxx + DXMYYMYY
(F)
2
1 2 1 2 DD-D.“1 2
-D M M +M M )+=2X - _um M lar. (6.1.28)
1" xx yy YY XX ny Xy Xy

Aus (6.1.21) erhdlt man durch partielle Integration schlieflich noch die folgen-

de Darstellung des Skalarproduktes zweier elastischer Zust&nde:

12 12 12 a,}, 2
{£f,£} = |wpdF + #[wgt-ngtst
(F) (s)
1 2 2
_ (+) _ 2 (=) . (6.1.29)
Zwmnt l“lnt !
E

6.2. Zusammenstellung einiger Singularit&ten

Zur Anwendung der Eingrenzungsbeziehung (5,11) und (5.12) ist die Kenntnis der
Fundamentalzustéande ?(4?0) erforderlich. Dies bedeutet, daB fiir orthotrope
Platten die Durchbiegung, die Momente und die Querkrédfte in einer unendlich
ausgedehnten Platte unter der Wirkung einer Singularitdt in Form von Einzel-
kraft, Einzelmoment usw. bekannt sein missen. In [10] hat Stein Ldsungen ange-

geben, die im folgenden auszugsweise aufgefiihrt werden.

A. Einzelkraft als Singularitéat

Im Punkte NEO = (xo, yo) der unendlich ausgedehnten Platte greife senkrecht
zur Plattenebene eine Einzelkraft vom Betrag P = 1 kp an. Die dadurch hervor-
gerufene Durchbiegung erhdlt man aus der Losung der homogenen Differential-

gleichung:

Dw + 2Hw 0. (6.2.1)

+Dw =
X ,XXXX 1 XXYY Y YYYY

b__ _ Y
Durch die Koordinatentransformation x = VDx‘x und y = VDy'?'in Verbindung mit
A= wird (6.2.1) in die nachstehende Gleichung Uberfuhrt:

Um
(w]

Wrgooo + 27‘"’:‘0‘5373? + Wy = O, (6.2.2)
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Der Einfachheit halber wird der Kraftangriffspunkt

als der Nullpunkt des Koordinatensystems angenom-
P X men.

Abb. 6.3

Die Ldsungen der Gleichungen (6.2.2) sind abhingig von der Gr&Be des Koeffi-
zienten A = H/:/Dx y" MaBgebend hierbei sind die Fille A=0, 0< X2 <1, 1< < Co.

Singularitdten der Durchbiegung

A= 0:
w =2,2 =2, oo,
WEF) = — | E 3 A PR~ 2:‘:;?1::#’“”2"3’er
Sn?fnxny' V2! x2-/2x2524+52"
=2 _ 52
. {%2 arc tan & + y2 arc tan - } (6.2.3)
/3 Y
0<A<1
wiZ,§) = “1 (XY g, A4 ax232 eyt o+ 2 X e
GTII/Dnyl Y2(1+)) /122
1
oln‘[i-‘2+/2(1-)‘)'§§+§2 N 1 (2arc tan 1/1-)«2_';2
Y . - Zr A %
%272 (1-1) X947 YZ(1-2)" ¥
_ Vrowa BV
+ y2 arc tan %—%;{— H
A=1

WEP = e (@42 {L + In SRZAT2 N

8nvYD D
Xy
1 <A< 0 :
wix,§) = 1 [ %2 + g2 In /x* + 22%292 + 3% + 2 Xy arc tan 72 (1) %y +
’ = - r—3
an'.’nxny' Y20 1) AZ-7 Xy

1 1
AZ-1)5%245 =2 A2_{) 52
1 (£ 1n O+VA2-1) ®2+§2 + 5 XCH(A+VAS-1) Y 1

T d 1“\[ AT
2(A-1) (A-"22-1)%2+32 - ¥ 22 (a-NZ-NH2

+
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Die restlichen Schnittgr&dBen lassen sich durch Differentiation der Durch-

biegung gewinnen:

© _ AW(E,F)

X 9x

M =
XX
M =
YY
© L] 2% = =
M_ =M _ = 2p I WX:¥)
Xy yx Xy 9x0y
(-] (-3
oM oM
@ Xy _ _ xx
Qx 9x dy
[ [
oM oM
3 - Yy _ __Xy
Y oy 9x

B. Einzelmoment als Singularitdt

/M{:

Y
e

PL P
— —
o~

Abb. 6.4

(6.2.4)

32% (%,7) 32w (%,§)
Dx{ 9x * vY y J
2%° _ _ 2% .- -
Dy{ 9 g;x,x) v 9 W;:'X) } (6.2.5)

(6.2.6)

(6.2.7)

(6.2.8)

Das Moment Mxx soll im Koordinatenur-
sprung angreifen. Es wird zundchst dar-
gestellt durch ein Krédftepaar P - P' mit
dem Abstand a. Man erhdlt die Ldsung fir
die Durchbiegung :M der unendlich ausge-
dehnten orthotropen Platte infolge eines

Einzelmomentes aus dem Grenzwert:
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© ] o . . B L3
(wa,y) = 1im = [wp,(x YY) wp(x,y)] , (6.2.12)

a+o

(-]
Wy, ist hierin die Durchbiegung infolge einer Einzelkraft P. Wie in [10] ge-
zeigt wurde, liefert die Grenzwertbetrachtung das Ergebnis:
o - -

w (X,7) T ) 6.2.13

wy (X,¥)= - P (6.2.13)
Somit lassen sich die Verformungs- und Schnittgr&éBen infolge eines Einzel-
-momentes aus den entsprechenden GréBen fir die Einzelkraft durch Differen-
tiation gewinnen. In gleicher Weise wie o. a. kann man vorgehen, wenn bei-

spielsweise Quadrupole, Oktopole usw. als Singularitdten angenommen werden.

7. Ansdtze fur die Vergleichszustande

In diesem Abschnitt werden filir das Beispiel der eigenspannungsfreien ortho-
tropen Platte die zur Eingrenzung der Durchbiegung notwendigen Ansatze fuir

die drei verschiedenen Lagerungsfdlle der Platte konstruiert.

Wegen der Beschrankung auf einen reinen Lastspannungszustand wird .in (5.12):

Q, o)) = w, p¥ 1, = 7.1
(E'U(o))-W'P('eo)Fw—O . (--)

Der Ausdruck (p, S"T’eo)) wird null, da das Gewicht der &uBeren Belastung
hinzugerechnet wird. Somit verbleibt fir die NdherungsgréBe érN(ﬁfo) nach

(5.12):

O~ 1 ~ ~ u% __UN
(p, w (@O)]Fp+5{f + £, £ ('60) £ (‘80)}

3‘N('eo)

tp, W (€ )]
° ¥p | (7.2.)

NP o N Lien s 1y oL pem o
» 1 gememce )y -Lisvivoe )y oS (em e ) - L iem e ),

und fir die Eingrenzungsspanne:
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. 1 ~ ~ U~ v
| F ey - ?N('eo)l < spF ) =5 I £¥- £l em0e ) - e~ ) ||

= %‘ {{fz-f&'} + {£7,£°} -2{f~,f"="}] . (7.3)

‘J ?~ o v V) Y o v, V) |
{£( "o)'f (’eo)}+{f (€o),f ( \,0)}-2{f ('E’o),f’*(’eo)}.

Zur Eingrenzung der Durchbiegung an der Stelle ’eo wird dort als Singularitédt
eine senkrecht zur Plattenebene wirkende Einzelkraft P vom Betrag 1 kp ange-
nommen. Dabei ist 3 ( f;) gleichbedeutend mit der Arbeit, die die singuldre
Kraft P = 1 kp leistet, wenn sie infolge der Flachenlast p eine Verschiebung
um w( 'eo) erfiahrt. Entsprechend ist ?N( 'eo) die Arbeit, die die Kraft

P =1 kp bei einer Verschiebung um den N&herungswert wN(49O) leistet.

Zur Berechnung der in (7. 2) und (7.3) auftretenden Skalarprodukte missen die
Verglelchszustande f*‘f“’f“ﬂ‘e ) und f*{‘P ) realisiert werden. Die Zustidnde
£~ und f ('Eo) so&len durch Verschlebungsansatze dargestellt werden, wohin-
gegen fir £~ und f“«'eo) eine Reprdsentation durch den Momententensor gewdhlt

wird.

Verschiebungsansétze

Bei Verschiebungsansdtzen mit den tiblichen Stetigkeits- und Differenzierbar-
keitsanforderungen sind die Kompatibilitdtsbedingungen in der Regel immer
erfillt. Schwieriger dagegen ist das Einhalten der geometrischen Randbedingun-
gen fir den festeingespannten und den drehbar gelagerten Rand. Beschrénkt

man sich auf rechtwinklig begrenzte Plattenfldchen, d. h., der Rand verléduft
entweder parallel zur x- oder zur y-Achse, so laBt sich mit Hilfe der sogenann-
ten bikubischen Interpolation, die auf Schaefer [11] zuriickgeht, eine Ver-
schiebungsfunktion w konstruieren, die allen homogenen geometrischen Randbedin-

gungen fir die verschiedenen Lagerungsfdlle gentigt.

i Danach wird das Plattengebiet F in

Yy

rechtwinklige Maschen mit den Seiten-

- o
n é n lingen 1 und k in x- und in y-Richtung
ﬁg g 01 unterteilt. In jeder Masche wird ein
! _?00“ —_‘n-. T’ separater Ansatz w(,n) im §,n-Koordi-
* ég 70 vg J" natensystem gewdhlt, dessen Ursprung
in der linken oberen Ecke jeder Masche
X% =k _J | liegt. Durch geeignete Normierung mit
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- Hilfe der Seitenléngen 1 und k 1&Bt sich zudem das Koordinatensystem dimen-
sionslos machen; aus den rechtwinkligen Maschen werden dann Quadrate mit der
Kantenldnge Eins. Fir w(§,n) werden hier ausschlieBlich kubische Polynome in
den Variablen § und n benutzt. Der bikubische Ansatz 148t sich folgender-

maBen darstellen [11]:

[fo(C).go(E).fl(C),gl(C)] w q w q fo(n)

00 oo ol ol
YiIo %o Y11 £,

Pio T1o P11 T11 _91(")_ 7.4

In (7.4) sind die Elemente des Zeilen- und des Spaltenvektors die "Hermiteschen'

Interpolationspolynome (Abb. 7.2):

£ 8 = 1-nl@E+n  £©) = £73-20)
g, (& = 1-5¢ 9, (&) = £2(g-1) (7.5)
,A Ferner sind in (7.4) die Abkiirzungen einge-
o % fiihrt:
_w w22
p - 8x L4 q = ay [ r = axay . (7.6)

Durch die Parameter waB' 28’ Pag’ raB in
den Knotenpunkten (a,B) werden die separaten
59 i g Maschenansidtze miteinander verknipft und die

Gestalt der resultierenden, Uber das gesamte

Abb. 7.2 Plattengebeit F definierten Verschiebungs-
funktion festgesetzt. In den Knoten wird die
Durchbiegung gleich waB' die Neigungen gleich puB bzw. tu und die gemischte

Ableitung gleich r, In [11] wurde nachgewiesen, daB der Ansatz einschlieBlich

B.
der ersten und der gemischten Ableitungen stetig ist.

Die geometrischen Randbedingungen der gelenkig gelagerten ?latte (verschwinden-
de Verschiebung) werden erfillt durch Nullsetzen der Parameter waB und paB

fir Randstreifen parallel zur x-Achse bzw. w

aB

zur y-Achse flir alle Knoten (a,B) auf dem Rand. Bei der festeingespannten Plat-

und % fir Randstreifen parallel

te missen fir die Randknoten samtliche Werte w null gesetzt

GB' PaB; qaeo r

aB

werden.



Die Parameter in (7.4), die nicht zur Befriedigung der geometriéchen Rand-
bedingungen null gesetzt werden, sind Freiwerte, die so variiert werden,
daB die Eingrenzungsspanne nach (7.3) minimal bezliglich des Vergleichs-

zustandes £ wird. Dazu mufl gelten:

d d

3w {f lf }- Ziaw—' {f lfg‘l} =0,
aB aB
0 ~ d ~
5 (£~} - 2 {£~, = =0, (7.7)
r or
aB aB
fur alle freien Paramenter waB' paB' tu, raB' Wahlt man far {£~,f~} die Form

nach (6.1.27) und fir {£f~,£f”} die Form nach (6.1.29), so erhilt man aus (7.7)

ein lineares Gleichungssystem fur die Variationsparameter.

v ) v
Fiir den Vergleichszustand f"ﬁ'?o) muB eine Verschiebungsfunktion w~( @o)
konstruiert werden, die bei der gelenkig gelagerten Platte auf dem Rand zu-

sammen mit der Fundamentalverschiebung 3(%?0) verschwindet:
© v
w(€ )+ wH® ) =0. (7.8)
o o

Bei der festeingespannten Platte muB auBer (7.8) noch gelten:

- v

ow( € ) ow™~( )

o + _ % = o, (7.9)
on an

*n ist eine Variable entlang des nach auBen gerichteten Normalenvektors.

FGr die gelenkig gelagerte Platte geht man

zur Konstruktion von 3“’folgenderma8en
vor:

Senkrecht zu jedem Randstiick Si wird eine
ins Innere des Plattengebietes F posi-
tiv zdhlende Koordinate Ei eingefihrt.

Dann wird gesetzt:

Abb. 7.3

o -w(¥ ,Cs) - £ (E,) far0<E, <1
Wl %) = ° oo : (7.10)

(0] sonst

mit fo(Ei) nach (7.5). In (7.10) bezeichnet &?0 in 3 den Angriffspunkt der
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Singularitdt und %2€lsibedeutet, daB der Aufpunkt sich nur auf dem Rand-

stick Si bewegen darf. AuBerhalb des zu S, parallelen Streifens (0 < E,6 < 1)
i

i
v

wird w™ identisch null gesetzt. Erweist sich die Streifenbreite Eins als zu

grof - das ist dann der Fall, wenn sich zwei parallel verlaufende Streifen

iberlappen - so kann jederzeit durch eine geeignete Koordinatentransfor-

mation fir Ei eine passende Streifenbreite erzielt werden.

Durch den Ansatz (7.10) wird erreicht, da8 $ + z“‘auf jedem Randstick Si
Null wird. Allerdings missen noch fir die ein- und ausspringenden Ecken
Kompensations—- bzw. Ergdnzungsglieder in (7.10) eingefilihrt werden, weil
sonst in den sich Uberlappenden Streifen bei den ausspringenden Ecken die
Randbedingungen verletzt werden bzw. bei einspringenden Ecken ;N'nicht
definiert ist. Flir ausspringede Ecken (i,j) (Abb. 7.4) wird jeweils der

Term
+ w('eo. e =(i.j))'fo(Ei)-f0(£j) , (7.11)

der auBerhalb des doppelt schraffierten

Quadrates null ist, hinzuaddiert.

Bei einspringenden Ecken (Abb. 7.5)
Vv
wird w~ in dem doppelt schraffierten

Quadrat um das Glied

= w(’90.'9=(i,j))‘fo(£i)fo(£j) (7.12)
erganzt.

Bei der festeingespannten Platte muB

zusdtzlich noch die Bedingung (7.9) be-

ricksichtigt werden, so daf sich anstel-

le von (7.10) ergibt:

Abb.7.5
v -w(® ,%ECs)f (E) + ¥ ( _
~= o i"70 i 3E , g () firo<g, <1
w i /80 fCSi (o] 1 i (7.13)

O sonst
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- - -]
Man beachte %§-= - %§~ + (n wird nach auBen positiv gezidhlt!)
i

Bei den ausspringenden Ecken werden die Kompensationsglieder

w ow

wi¥ , %= (i,i)f (E)f () - == | % (€ )£ (E,)
° ooy 3y Tig,, = (1,9)°

- 55 | o E (BT (E) + g | © g, (B (B (7.14)
i = (i,3) i) Ae '€— (i,9°

hinzugefigt. Bei den einspringenden Ecken bendtigt man die Glieder:

© - aw
- , e = (i , ) o+ ¥ .
Wi ( ,J))fo(al)fo(sJ) + ) e e (i'j)go(ai)fowj)
dw
3 | £,(8;)9, (€, (7.15)

: e (o]
)eol'e = (lrj)

Neben den in (7.10) bis (7.14) beschriebenen Ansitzen fiigt man einen biku-
bischen Ansatz nach (7.4) hinzu, der homogene geometrische Randbedingungen

erfillt. Die im homogenen Zusatzansatz auftretenden Freiwerte w Y p Y

v v
q“b r~, werden wiederum so varliert, daB die Eingrenzungsspanne (7.3) be-

aB

ziglich des Vergleichszustandes f“T’f ) einen méglichst kleinen Wert an-

nimmt, Das fihrt auf die Bedingungen

a v v ~ o
—— (£ ), 7€)} - 2 {£~e,)) £ )} = 0

aw;é 3w°&8 .

‘3 v (7] | 3 v v *

S (£~ ), £ )} - 2 {(£~(% ) ,fR(¥® )} =0 (7.16)
~ [0} (o] v [ (o]

3r or~
aB af

fir alle freien Parameter ; p? , o~ , r . FGr {f‘%'f ) f ('€ Y} wahlt
aB’ %aB’ Pag aB,

man wie in (7.7) die Form (6.1.27) und fir {£7( % ), f”(@ )}dle Form nach
(6.1.29).

Zur Darstellung des Vergleichszustandes f~ werden Ansitze fir die Biegemomen-
te Mxx und Myy sowie fir das Torsionsmoment Mxy bendétigt, die der inhomogenen
Gleichgewichtsbedingung (6.1.14) und den dem jeweiligen Plattenlagerungsfall
zugeordneten statischen Randbedingungen geniligen. Zweckmifiigerweise bestimmt

man hier zuerst einen partikuliren Ansatz, der die inhomogene Gleichgewichts-

bedingung und die Randbedingungen erfiillt. Zur Minimierung der Eingrenzungs-
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spanne lberlagert man dem partikuldren Ansatz einen homogenen mit zundchst
noch unbestimmten Parametern, die in der Weise variiert werden, daB die

Fehlerschranken méglichst klein werden.
Fir den partikuldren Ansatz kann man setzen:

M =M
yx Xy

M =
XX YY

=2 N

PXY .
=0 . (7.17)

Der in (7.17) definierte partikulédre Momententensor ist giltig fir alle

Lagerungsfdlle, da er in jedem Fall den statischen Randbedingungen geniigt.

Zur Konstruktion des homogenen Momententensors werden die Schaeferschen

Spannungsfunktionen $ und y eingefihrt:

= 39 = 3
Mex = 3x ! Myy oy !
- =L 3 ., 3
Mxy = Myx =3 ( ox + ay) . (7.18)

Die Querkrdfte der Platte erhdlt man hiermit zu:

L3 w2, 5 3%
% = 2 3x ( ox ay " ! % =32 !
19 w3, 5 _ 3%
& =33y (ax 3y P 9Ty (7.19)

Der nach (7.18) definierte Momententensor befriedigt identisch die homogene
Gleichgewichtsbedingung. Fiir die Spannungsfunktionen ¢ und ¥ wird jeweils ein
bikubischer Interpolationsansatz nach (7.4) gewdhlt. Die Knotenkennwerte wer-
den fir @ mit waas, paae, qaas, rBaB und die fir Y mit w@as, pg&B. q@&s'

= bezeichnet. :

YaB

Fir die gelenkig gelagerte Platte lauten die Randbedingungen:

=
]
il

O auf Randstiicken parallel zur x-Achse,

=
]

<
[}

O auf Randsticken parallel zur y-Achse. (7.20)

Soll @ " etwa entlang der Linie (0,1) - (1,1) in Abb. 7.1 null werden, so
’
muB gesetzt werden:

wz

z - H z - N 3
Ygo1 T Yg11 7 Pgo1 = Py = O . (7.21)
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Soll hingegen ¢‘Y entlang der Linie (1,0) - (1,1) in Abb. 7.1 null werden,

so muB gelten:

w~ = W

10 P11 7 qﬁ?o = qﬁ%l =0 . . (7.22)

Bei der frei gelagerten Platte lauten die Randbedingungen

M =¢ =0, éx = w,xx = O auf Randstiicken parallel zur x-Achse

=
]
<
]
o
01
]

vy v r 9 -¢'YY = 0 auf Randstiicken parallel zur y-Achse (7.23)
[} 14

Fir die als Beispiel gewdhlte Linie (O,1) - (1,1) in Abb. 7.1 gilt dann

wgo1=w811;98'01=p&1=0:
“potr = Mp11 7 Pyor T Pyin T O .28

und entsprechend fir die Linie (1,0) - (1,1):

o

“$o = Pl ¢ Flo = H11 = O

= w¢~10 ; q&o = qgn =0, (7.25)

“g10
Die in @ und ¥ verbleibenden unbestimmten Parameter werden in gleicher
Weise wie bei den Verschiebungsansatzen so variiert, daB die Eingrenzungs-

spanne (7.3) bezliglich des Vergleichszustandes f~ einem Kleinstwert zustrebt.

Das fiihrt auf die Bestimmungsgleichungen:

awis {£%, £ =0,
daB

9
AW g

{fN, £} = 0 usw. (7.26)

Fir das Skalarprodukt {£f®, £~} benétigt man hier die Form nach (6.1.28). We-
gen des partikuléren Anteils nach (7.17) ist das Gleichungssystem (7.26) in-

homogen und ohne Schwierigkeiten lésbar.

v v
Zur Darstellung des Vergleichszustandes f“%‘eo) wird ein Ansatz,fﬁr Mii und
- v
Mﬁ* konstrulert, so daB das System ﬁ“’ =M <+ MA- ﬁﬁ- = + MR,
XX yy Yy

ﬁ*‘ M;} + M yder Gleichgewichtsbedlngung und den statischen Randbedingungen

Xy
genugt.

Bei der gelenkig gelagerten Platte wird mit den Bezeichnungen von Abb. 7.3
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gesetzt:
a
- - G < <
v o Mxx(’eo:"fCSi)(l Ei) furo..Ei-- 1
XX O sonst (7.27)
fir solche Randsticke Si' die parallel zur x-Achse verlaufen. Fir Ei =0
v

v ©
wird M= = -M auf S.,. Zusammen mit einem entsprechenden Ansatz fir M~
XX XX i Yy
auf den Randsticken, die parallel zur y-Achse verlaufen, ist die statische
Randbedingung fir die gelenkig gelagerte Platte erfilillt. Wegen
v v
32M~s 32m
XX

©o

M
Xy

sich alleine ein Gleichgewichtssystem bilden und die Singularitdt bei Tfo

ist auch der Gleichgewichtsbedingung geniige getan, da ﬁxx' ﬁyy' far

richtig wiedergegeben wird. Die (hebbare) Unstetigkeit der zweiten Ableitun-
gen in (7.28) fir Ei = 1 kann unberiicksichtigt bleiben.

Auf dem freien Rand wird auf dem Randstiick Si (hier parallel zur x-Achse)
zusdtzlich gefordert:

) v
(M +M§;)
5 mo— XK XX _

X oy
aM a
d. h. XX - =X auf s parallel zur x-Achse . (7.29)
dy 9 i
Der Ansatz
oM
-M_(¥,eEs)(1-E,) - =X | . E, fir 0<E, 0,5
XX o i i 3y 40 € s i i
v__ 8+ o’ i (7.31)
M~ = ©
XX - - - XX N - o < <
M_(# %€ E€s)U-E) 5y I’f ,'€€s(1 g,) £ir 0,5<¢.<1
o i

O sonst

v
erflillt zusammen mit einem entsprechenden Ansatz fir M;; alle notwendigen
Bedingungen. Zur Verbesserung der Eingrenzungsspanne wird analog zum Ver-
~ w
gleichszustand f~ den Reguldrgliedern ein aus den Spannungsfunktionen @ und

v v
) gebildeter homogener Momententensor Uberlajgert, dessen Freiwerte WSZB'

U~ \Jz \Jz ‘.Jz U~ v v
paasp q¢a8' r¢a8' WWGB' pwaB' qwaB' rWB aus den Bedingungen

a U,'\, VN
ggggg {ﬁV(@o), £ (%3)}= O usw. (7.32)

bestimmt werden.
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8. Numerische Beispiele

Betrachtet wird die quadratische
orthotrope Platte mit der Kanten-
lange a bei gelenkiger Lagerung des
Randes und bei fester Einspannung

des Randes. In den oben beschriebe-

nen Vergleichszustidnden wird mit den

normierten Variablen

% ¥
g = 2 __o
a/2 ' ¥ T a2
L i
=575 ¢+ "=aa (8.1)

Abb. 8.1

gerechnet, FOr die Plattensteifigkeiten wird g=wahlt:

3
Eh
= = = ' = =, = H = = . 8.2.
Ux vy v c,3 , Dx Dy N I D1 ny N/3 { )
Dann wird:
D1+2D
A= - , (8.3)
¥vD D
Xy ,
und fdr die Singularitdt dex Durchbiegung gilt:
@ (%2+52) (14172 1n (R2+ %))
W= E ; (8.4)
81 éD D
'y
mit
; < BE v =40 (8.5)
5D jh
X ¥
Ferner gilt fir die Singularitdt der Momente:
o 32 a2y
M = —r + VT
e Dx(ﬁx* Yy iy !
2% 2
© d<w ;
= Epm b B (3.0)
2%
R = o2 2¥

Xy XY axdy
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Bei der gelenkig gel:gerten Platte wird fir den Regularteil ELT'EO) des
Vergleichszustandes f“ﬁ'fo) der Ansatz (7.10 - 12) gewdhlt, bei der fest-
eingespannten Platte der Ansatz (7.13 - 15). Die homogenen Verschiebungs-
ansatze werden durch (7.4) dargestellt, wobei im Falle der gelenkig ge-
lagerten Platte die Verschiebung und im Falle der festeingespannten Platte
die Verschiebung und die zugehdrige Normalableitung auf dem Rand Null

werden missen.

Fir den Vergleichzustand ga?'?;) dient bei der gelenkig gelagerten Platte
der Ansatz (7.27). Die homogenen Momentenansdtze werden bei beiden Lagerungs-
fidllen aus den Schaeferschen Spannungsfunktionen @ und ¥ entsprechend Glei-
chung (7.18) gebildet. Die Spannungsfunktionen selbst werden durch den bi-
kubischen Ansatz (7.4) realisiert,wobei fiir die gelenkige Lagerung die Rand-
bedingungen (7.21 - 25) zu beachten sind.

Bei einer Einteilung des Plattengebietes

in Maschen nach Abb. 8.2 bekommt man bei

den Verschiebungsansidtzen fir die gelenki-

ge Lagerung 64 freie Parameter und fuar

die feste Einspannung 32 Variationsfrei-

werte,

Abb. 8.2 Fir die Spannungsfunktionen wurde im vor-

liegenden Beispiel aus Grinden der Spei-

cherplatzkapazitdt eine Einteilung nach
Abb. 8.3 vorgenommen. Hier erhédlt man bei

der gelenkig gelacgerten Platte je Span-

nungsfunktion 24 Freiwerte und bei der

festeingespannten Platte 36 Freiwerte.

Abb. 8.3

Auf einer Rechenanlage CD 6400 sind fir die beiden Lagerungsfidlle die Durch-
biegung infolge einer konstanten Flichenlast p = 1 kp/cm2 fir verschiedene
Punkte eingegrenzt worden. Die Ergebnisse sind in den Tabellen 1 und 2 darge-
stellt.
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Tabelle 1: gelenkig gelagerte Platte

g ; fg E?th Si:h
10 “pa* 10 “pa* N
N N
o] o,1 3,68 0,163 4,47
(o] 0,2 3,53 0,174 4,93
o 0,3 3,32 0,198 5,97
o] 0,4 3,04 0,208 6,85
o) 0,5 2,67 0,210 7,85
o 0,6 2,35 0,212 9,50
o, 0,7 1,74 0,215 12,37
(o] 0,8 1,18 0,218 18,3
o] 0,9 0,61 0,22 36,4
0] o] 3,70 0,159 4,32
o,l1 o,1 3,61 0,178 4,94
0,2 0,2 3,37 0,189 5,62
0,3 ] 0,3 2,98 0,214 7,20
0,4 | 0,4 2,49 0,216 8,66
o,5 0,5 1,94 0,222 11,48
0,6 0,6 1,36 0,226 16,58
0,7 0,7 0,83 0,230 27,82
o,8 | o,8 0,39 0,236 60,5
0,9 | 0,9 0,10 0,242 237
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Tabelle 2: festeingespannte Platte

: . fg Sﬁ;h Sifh
10 “pa* 10 “pa* N
N N
o 0,1 1,125 0,0553 4,92
(o) 0,2 1,072 0,0559 5,21
o 0,3 0,974 0,0626 6,44
o] 0,4 0,845 0,0652 7,71
(0] 0,5 0,691 0,0623 9,02
(o] 0,6 0,492 0,0598 12,18
0] 0,7 0,287 0,0583 20,34
o) 0,8 0,104 0,0404 38,65
o 0,9 <0 -- -
o o 1,152 0,0554 4,80
0,1 0,1 1,108 0,0580 5,23
0,2 0,2 0,993 0,0676 6,82
0,31 0,3 0,823 0,0675 8,21
0,4 | 0,4 0,622 0,0651 10,48
0,5 | 0,5 0,420 0,0636 15,17
0,6 | 0,6 0,206 0,0706 34,28
0,7 | 0,7 0,037 0,0267 71,73
0,8 0,8 ~0 - --
0,9 0,9 X0 —— -

Aus Symmetriegriinden sind nur die Werte fir -

den ersten Quadranten angegeben.
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y 4 Als weiteres Beispiel wird eine
orthotrope Rechteckplatte (Abb. 8.4)

I mit den Kantenldngen 1 und 21 unter
der Wirkung einer konstanten Belastung

p berechnet, wobei eine allseitig ge-

lenkige Lagerung bzw. eine allseitig
. feste Einspannung angenommen wird.

—— Nach [9] werden die folgenden Platten-

2 X

steifigkeiten gewahlt

Abb. 8.4
D =1,52439 K =N D = 0,21054 K
X Xy
Dy = 0,15244 X D1 = 0,06098 K

K besitzt die Dimension einer Plattensteifigkeit und N ist die Platten-
steifigkeit der isotropen Platte nach (8.2)2.

Die Ergebnisse sind in den Tabellen 3 und 4 zusammengestellt, wobei aus
Symmetriegrinden Werte nur fir den ersten Quadranten der Plattenfléche

angegeben werden.
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Tabelle 3: gelenkig gelagerte Platte

x | ¥ N o " P [%]
1 |1 107 p1%/N | 107%p14/N Wy
o,1| 0,05 ‘ 0,0138 0,0269 19,6
0,2, 0,1 0,0527 0,0751 14,2
0,3]| 0,15 0,1116 0,1092 9,8
0,4 0,2 0,1835 0,1287 7,0
0,5 0,25 0,2608 0,1483 5,7
o,6| 0,3 0,3358 0,1610 4,8
0,7| 0,35 0,4019 0,1728 4,3
0,8| 0,4 0,4537 0,1855 4,1
0,9| 0,45 0,4867 0,1896 3,9
1,0 0,5 0,4981 0,1896 3,8
o,1| 0,5 0,0826 0,1059 12,8
0,2| 0,5 0,1623 0,1445 8,9
0,3} 0,5 0,2364 0,1724 7,3
0,4} 0,5 0,3032 0,1820 6,0
0,5} 0,5 0,3614 0,1866 5,2
0,6| 0,5 0,4099 0,1873 4,6
0,7| 0,5 0,4482 0,1882 4,2
0,8} 0,5 0,4759 0,1888 4,0
0,9 o,5 0,4925 0,1895 3,9
1,0| o,1 0,1588 0,1284 8,1
1,0| 0,2 0,2993 0,1553 5,2
1,0/ 0,3 0,4074 0,1751 4,3
1,0| 0,4 0,4748 0,1849 3,9
Nach [9] erhdlt man fdr die Plattenmitte (x =1,y = %)
"N

das Ergebnis: —T = 0,5065
10 "pl*/N
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Tabelle 4: fest eingespannte Platte

x ¥ 'N _ Sp wN . Sp YN (%)
1 1 10 1p1*/n | 1072p1% /N vy
0,1 ]0,05 0,00025 0,00071 28,3
0,2(0,1 0,0031 0,0053 17,1
0,3|0,15 0,0119 0,0121 10,2
0,4]0,2 0,0277 0,0247 8,9
0,5]0,25 0,0493 0,0389 7,9
0,6 |0,3 0,0732 0,0512 7.0
0,710,35 0,0967 0,0628 6,5
0,8|0,4 0,1165 0,0712 6,1
0,91 0,45 00,1298 0,0741 5,7
1,0/0,5 0,1346 0,0744 5,5
0,11]0,5 0,0062 0,0122 19,8
0,210,5 0,0215 0,0315 14,9
0,310,5 0,0412 0,0460 11,2
0,4 | 0,5 0,0622 0,0577 9,3
0,5|0,5 0,0825 0,0667 8,1
0,6 | 0,5 0,1003 0,0701 7,0
o,710,5 0,1150 0,0712 6,2
0,8 |0,5 0,1258 0,0740 5,8
0,9|0,5 00,1324 0,0742 5,6
1,010,1 0,0185 0,0173 9,3
1,0l0,2 0,0585 0,0403 6,9
1,0/0,3 0,0977 0,0605 6,2
1,0(0,4 0,1246 0,0711 5,7
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