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Zusammenfassung

Zundchst werden einigé verschiedene Moglichkeiten der
Beschreibung grofler Deformationen gegeniibergestellt.
Sodann wird gezeigt, daB sich elasto-plastische Form-
dnderungen unter gewissen Voraussetzungen sowohl als
thermomechanischer ProzeB, als auch als thermodyna-
mische Zustandsdnderungen beschreiben lassen. Die
Unterschiede und die Zusammenhinge dieser beiden
Beschreibungsweisen werden erdrtert. Beispielhaft
werden einige spezielle Materialgesetze fiir isotrope
und anisotrope elasto-plastische KGrper ndher betrach-
tet. Anhand einiger Anwendungsbeispiele werden einige
Phanomene aufgezeigt, die bei groBen elasto-plastischen
Formédnderungen zu beobachten sind. ’

Summary

At first some different ways of description of large
deformations are shown. Secondly it is demonstrated
that under certain assumptions elastic-plastic
deformations may be treated as well as thermo-
mechanical process as by means of thermodynamic

state equations. The differences and the connection
between these both cases are treated. In the following
some special types of material behaviour are considered
more detailed comprehending isotropic and anisotropic
elastic-plastic material. In connection with some
applications some phenomena are discussed observed

in large elastic-plastic deformations.
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1. Einftihrung

Wir beschrinken uns auf eine phdnomenologische Theorie
elasto-plastischer Korper. Dabei setzen wir voraus, daB
wir diese KOrper als klassische Kontinua, d. h. als
Punkt-Kontinua betrachten kénnen, deren Kinematik sich
vollsténdig auf die Angabe der Verschiebungen der
KGrperpunkte gegeniiber einem gegebenen Raum als Funk-
tionen des Ortes und der Zeit zurickfiihren 1dB8t. Vor-
génge, die sich im Bereich der atomaren bzw. moleku-
laren Struktur der realen Korper abspielen, werden bei
dieser Betrachtungsweise nur global erfaBt.

Die phénomenologische Theorie elasto-plastischer Kdrper
umfaBt

1. die material-unabhdngigen Grundgleichungen,
némlich,

a) den Impulssatz, aus dem auch das Gesetz
liber den Austausch mechanischer Energie
ableitbar ist, : ,

b) die Hauptsitze der Thermodynamik, die
den Rahmen fiir den gesamten Energie-
Austausch bestimmen;

2. die material-abhidngigen konstitutiven

Gleichungen (das Materialgesetz),

ngmlich

a) die thermodynamischen Zustandsglei-

. chungen (thermische und kalorische),

b) das Gesetz fiir den Austausch ther-
mischer Energie (durch Warmeleitung
und Warmeiibertragung)

c) das Gesetz fiir die Entropie-Produktion
und

d) die sonstigen material-abhéngigen
funktionalen Beziehungen, die die
unabhidngigen und abhangigen Variablen
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des thermo-mechanischen Prozesses
miteinander verkniipfen.

Vielfach wird angenommen, daB das Materialgesetz der
elasto-plastischen KSrper unabhéngig vom ZeitmaBstab

sei und damit unabhé@ngig von der Geschwindigkeit, mit
der ein ProzeB ablduft. Das ist Jjedoch nur moéglich,

wenn wir uns auf sogenannte Elementar-Prozesse, die
quasi-statisch und homogen im gesamten Kérper verlaufen,
oder auf quasi-statische, isotherme Prozesse beschrénken.
Andernfalls ergibt sich durch den zeitabhingigen Aus-
tausch thermischer Energie eine Geschwindigkeitsabhén-
gigkeit selbst bei solchen (quasi-statischen) Prozessen,
bei denen wir die Trégheitswirkungen noch vernachldssigen
diirfen.

Plastische Deformationen sind mit irreversiblen Zustands-
dnderungen des Materials verbunden. Darum miissen wir bei
der Beschreibung der elasto-plastischen Form&nderungen '
eines Korpers den gesamten thermo-mechanischen Proze8
verfolgen, den die einzelnen Elemente des Korpers durch-
machen. Dies zwingt uns dazu, die den ProzeB bestimmenden
GréBen jeweils den Kdrperelementen zuzuordnen, d. h. zu
einer kdrperbezogenen Beschreibung dieser Prozesse. Die
damit zusammenhingenden Fragen wollen wir im nédchsten
Kapitel erdrtern, soweit es hier erforderlich ist.

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wollen wir dann
zundchst die Kinematik elasto-~-plastischer Deformationen
behandeln. Dabei wollen wir uns besonders auch der Frage
- widmen, wie sich die Gesamt-Deformation in einen elasti-
schen und in einen plastischen Anteil aufspalten 1l&8t.
Eine solche Aufteilung ist allerdings, wie wir noch

sehen werden, nur dann sinnvoll, wenn wir annehmen
diirfen, daB die Material-EKonstanten, die das elastische
Verhalten bestimmen, durch die plastischen Formanderungen
nicht beeinfluBt werden. '



Kapitel 4 dient der allgemeinen Erdrterung des Material-
gesetzes elasto-plastischer EKérper sowie der grundlegen-
den Annahmen, die wir bei der Aufstellung des Material-
gesetzes treffen. In Kapitel 5 wollen wir insbesondere
untersuchen, in welcher Weise die Beschreibung elasto-
plastischer Deformationen als thermomechanischer ProzeSB
und die Beschreibung durch thermodynamische Zustands-
gleichungen miteinander korrespondieren. In Kapitel 6
sollen sodann einige Sonderfdlle des Materialgesetzes
fiir elasto~-plastische KSrper diskutiert und in Kapitel 7
einige Anwendungsbeispiele erdrtert werden. |

2. Allgemeines zur Darstellungsweise

Wir gehen davon aus, daB unser Beobachtungsraum, auf
den wir die Verschiebung, die Geschwindigkeit, die
Beschleunigung der Kdrperpunkte beziehen, ein Inertial-
System sei. Zur Beschreibung der Ereignisse in diesem
Raum legen wir ein raumfestes Koordinatensystem x*und
eine Zeitskala t (mit #quidistantem ZeitmaB) fest. Fir
ein Linienelement dieses Raumes gilt (vgl. Abb. 1)1)

Adr = dx* [ (2.1)

wobei

g,u = : 31“ (2.2)

X

1) Wir benutzen hier und im folgenden stets die
Einstein'sche Summationskonvention, nach der
iiber die (von 1 bis 3 laufenden) Indizes stets
zu summieren ist, sobald ein Index in einem Term
(genau) zweimal auftritt, wie hier der Index ©¢.
Einfach unterstrichene Buchstaben bezeichnen Vektoren,
zweifach unterstrichene Buchstaben Tensoren 2. Stufe.
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N

die - im allgemeinen ortsabhangigen -~ Basisvektoren des
raumfesten Koordinatensystems sind.

Abb. 1

Die zu diesen Basisvektoren reziproke Basis %oc ist
durch -

o g x 0 )[;’ o+ f8 - (Kronecker-Delta)
¥ 27 (3=/, e wn (2.3)

definiert. Die Metrik dieses raumfesten Koordinaten-
systems ist durch

%OCB:%%-%& (2.4)

bestimmt. Die Metrik der reziproken Basis ist

d

R _ %, %/5 | (2.5)



und es gilt

oL

ol o .
% ’ %er= e g5 = d4. (2.6)

Fir den gegeniiber diesem Beobachtungsraum bewegten KoSrper
fihren wir ein kdrperfestes (konvektives) Koordinaten-

4 . .
system § mit den Basisvektoren

o . Oz
i T 3

(2.7)

ein. Dieses Koordinatensystem bewegt und deformiert sich
mit dem K’drper, deshalb ist auch die Metrik dieses
Koordinatensystems zeitverdnderlich (vgl. Abb. 2). Die
Metrik im Ausgangszustand (t = to) bezeichnen wir mit

%k (%, i,,) = §xk (§+) . (2.8)

Abb. 2



Die Metrik im verformten Zustand ist

s = %k (§*/ f)- | (2.9)

Analoges gilt fir die Metrik der reziproken Basis.

Die - orts- und zeitabhédngige - lineare Transformation
zwischen den Koordinatendifferentialen des raumfesten
- und des korperfesten Koordinatensystems wird durch die

Transformationsmatrizen?)

o a oL A: - 354
X 1. af’i baw § ) ot dx* (2.10)
vermittelt:

4' A “ [+
ol x* = x™, d¥ bew AL =TT, AT

Wir k6nnen im ﬁbrigen diese Transformation auch formal als
Multiplikation mit einem Tensor deuten, indem wir die
(Doppelfeld-) Tensoren (oder sogenannte shifter)

—_—

o < - A |
A=x1:93 wt A=8 2%¢ @
einfiihren. Es gilt dann

ol.x“’g:o‘ = xu,,; gxg«‘. . 0(§+3_,_r = x°, dgd'&u

dy é o+ o (2a13)

2) Partielle Differentiation nach einer der Koordinaten
bezeichnen wir hier und im folgenden abkiirzend durch
ein Komma mit nachgestelltem Index der Koordinate.
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bzw. )
A 4 -4 A A o
d§ X =§/o4§’,‘3' . dx gp—fzud" g
L (2.14)
d é"' ol :

Die physikalischen GrdBen, die in unsere Problembeschrei-
bung eingehen, konnen wahlweise

a) den Raumpunkten (EKoordinaten x% und %),
b) den Kdrperpunkten (Koordinaten.g‘ und t+)

zugeordnet werden, da die x* eine eindeutig umkehrbare
- allerdings zeitabhingige - Funktion der £~ sind:

x* = x* (8 ¢). O (2.15)

Ferner steht es uns frei, die Zahlenwerte (EKoordinaten)
der (tensoriellen) physikalischen Gré8en wahlweise auf
die Basis des raumfesten Koordinatensystems wie auf die
Basis des kSrperfesten Koordinatensystems (im Ausgangs-
zustand oder im verformten Zustand) zu beziehen. Welche
Basis wir jeweils zugrundelegen, kennzeichnen wir durch
die Schreibweise der Indizes. So beziehen sich kleine
griechische Buchstaben jeweils auf das raumfeste Koordi-
natensystem, kleine lateinische Buchstaben jeweils auf
das korperfeste Koordinatensystem, wobei wir im letzten
Falle noch jeweils zu entscheiden haben, ob wir die
Basis des verformten Koordinatensystems oder des
unverformten Koordinatensystems meinen. Wir legen fest,
daB wir uns, falls nicht abweichend ausdrticklich etwas
anderes gesagt ist, bei kleinen lateinischen Indizes
jeweils auf die Basis des verformten kdrperfesten
Koordinatensystems beziehen.
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Bei der Ableitung eines Tensors nach einer Raumkoor-
dinate - als Beispiel wdhlen wir einen Tensor zweiter
Stufe - erhalten wir in bekannter Weisea)

dx 2 (A% &n & g) = Aﬁ(f 8’/5 (2.16)

mit der sogenannten kovarianten Ableitung

A
A?(L,:A.r,oc"" Ag . {—lg Aﬂg .(2‘47)

Die GroBen [7“@ usw. sind die sogenannten Christoffel-
Symbole zweiter Art, die durch

d = =[S =[7¢ .

definiert sind. Analoges gilt fiir die Ableitung nach
einer K3rperkoordinate &~

or (Alegg’) = Af‘zl»- N

Bei der Ableitung eines Tensors nach der Zeit haben wir zu
beachten, gegeniiber welchem Koordinatensystem die zeit-
liche Anderung verfolgt und ob dabei der Raumpunkt oder
der Korperpunkt festgehalten werden soll. Wir kommen so
zu verschieden definierten zeitlichen Ableitungen. Aus

den zahlreichen Mdglichkeiten, die sich bei einer allge
meinen Betrachtung ergeben4 , S8eien hier vier Defini-

tionen herausgegriffen, die wir im folgenden bendtigen.

5; vgl. [1, 2]
4) siehe hierzu (2-5]
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Wir beschrinken uns dabei auf Tensoren zweiter Stufe.
Fir diese erhalten wir:

a) Lokale Differentiation eines raum-
bezogenen Tensors (x = konst.)

2 (AT 2. & __ﬁ)‘ % (A ) "5 (2.20)
(X2 eonst) (x*a coust)

b) Substantielle partielle Differentiation
der Zahlenwerte eines kdrperbezogenen
Tensors ( £*“= konst.)

(A%) = Ad. = L’% EA‘,() (2.21)

Dabei haben wir zu bea¢hten, daB diese Differen-
tiation bei einem symmetrischen Tensor in
kSrperbezogener gemischt-varianter Darstellung
- im allgemeinen zu einem unsymmetrischen Tensor
fihrt:
. k a | k
Fir die ko- bzw. kontravariante Darstellung

‘dieser Tensoren gilt dies hingegen nicht;
doch ist im allgemeinen

(A:&) " 8/,;..»—(A'ﬂ) %sl« N (2;23)

Den iibergesetzten Punkt verwenden wir auch in
andern Fdllen zur Kennzeichnung, daB bei der



c)

a)
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Differentiation nach der Zeit E"a konst.
gehalten werden soll, so z. B. bei der
Definition der Geschwindigkeit der Kdrper-
punkte gegeniiber dem Beobachtungsraum. Fir
sie gilt

v L x¥ = (x"‘) : (2.24)
VE( i oust)
Substantielle Differentiation eines raum-
bezogenen Tensors ( £* = konst.)

=iy (A"fn) +V§Af‘p(gg gx_g_(f(2.2§)

SPGZiell gilt (Xg: Cou,f//
¢ g
”_(D? G =V Fuig =V F’ o 38 - (2.26)

Konvektive Differentiation eines kdrper-
bezogenen Tensors ( §“= konst.)

%(A 34%) {96( W) rdl Al = dy A-r}M/

€3 -ca..d)
—
4 2.2
(A%) (2.27)
Dabei bezeichnet
dk=zngk+vu %

(

797 (0) =- 4 (97) 2.

(2.28)

die Verzerrungsgeschwindigkeit der K&rperelemente.
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Die unter d) definierte Ableitung wird auch materielle
Ableitung oder mitrotierende Ableitung genannt. Ihre
Definition geht auf Zaremba [6] und Jaumann [7] zurtick.
Es 188t sich jedoch zeigen, dafl wir diese Ableitung auch
als kovariante Ableitung nach der Zeit bezeichnen kGnnen,
sofern wir die Zeit in geeigneter Weise als vierte Koor-
dinate (t = £ ) einfiihren [8]. Deshalb schreiben wir
abkiirzend

;% (Af“&ﬁ&) = Afk(a & jk. (2.29)

Fir symmetrische Tensoren zweiter Stufe ist /4;‘, gleich
dem symmetrischen Teil der partiellen Ableitung nach der

Zeit
AZ{o = %{(A;) "‘ﬁ;v(Ai) 3’:«} ' (2.30)

Bei raumbezogener Darstellung eines Tensors gilt fiir die
unter d) definierte (substantielle, kdrperbezogene)
Ableitung nach der Zeit

« R
oA (A 8’«3) z{ ) +VSA. (Sl +w?ﬁ4‘f}3¢§'/
(x9—cw1'-) : :
(2.31)

wobei
e = v - v,s(j (2.32)

die Rotationsgeschwindigkeit der Kdrperelemente bezeich-
net.

3., Kinematik elasto-plastischer Deformationen

Die Deformationen eines Kiérpers kdnnen wir erfassen,
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indem wir

(I) die Bewegung des Kdrpers im Raume
verfolgen oder

(II) die Verdnderungen des kdrperfesten
Koordinatensystems §‘ betrachten.

Bei der ersten Vorgehensweise ist zu beachten, daB bei
der Beschreibung der Deformationen die Starrkdrper-
Rotationen, die zu den Deformationen der Kérperelemente
nicht beitragen, eliminiert werden miissen. Im zweiten
Falle geschieht dies bereits im Ansatz, da bei dieser
Betrachtungsweise auf die Bewegung gegeniiber dem Raum
nicht Bezug genommen wird. Wir wollen im folgenden

einige verschiedene Moglichkeiten der Beschreibungsweise
gegeniiberstellen, ohne dabei allerdings eirne vollstandige
Darstellung aller Moglichkeiten anzustreben5

- 3.1 Beschreibung der Deformationen

Methode (I):

Die Lage der Kdrperpunkte ‘§4 im raumfesten Bezugssystem

x “ sei im Ausgangszustand durch

“(&,¢,) = 5= (8) = X&) =k .1

festgelegt. Im allgemeinen ist es vorteilhaft, die
Kérperkoordinaten §* mit den Raumkoordinaten Xk im
Ausgangszustand zu 1dent1flzleren6 , doch ist dies
keineswegs notwendig. Fiir ein Linienelement dg des
KSrpers im Ausgangszustand gilt (vgl. Abb. 3)

0(3. = O(.Xkok‘ (5-2)

5) Umfangreichere Darstellungen finden sich in [9 bis 14].

6) Im Hinblick auf diese MSglichkeit verwenden wir bei )
kleine lateinische Indizes.
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} to
ds$ t
g ds
: 3
FIX) r
ﬂ,xd xi
Abbo 3
Im verformten Zustand ist )
' -2 9)( k
ols = obx" g = Ty AX" G (3.3)
Die GroBe
a 74 ol
9;« = X 3

bezeichnen wir als Deformationsgradient, den wir auch als
einen (Doppelfeld-) Tensor zweiter Stufe einfiihren kdnnen:
o
k

F - )(x,k %d g P (505)

a—

Die in dem Deformationsgradienten noch enthaltene Starr-
- kOrper-Rotation konnen wir in bekannter Weise etwa
dadurch eliminieren, dafB wir z. B. F skalar von links
mit dem transponierten Tensor F multiplizieren. Wir
erhalten dann den Tensor

¢ - - F*. F"‘m %«(sx' ﬁ%& y (3.6)
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der auch als der rechte Cauchy-Green Verzerrungstensor

bezeichnet wird. Er ist auf die reziproke Basis des

Raumpunktes bezogen, an dem sich der Kdrperpunkt &<

zur Zeit t befindet. Analog erhalten wir durch skalare

Hultlpllkation mit Ft von rechts
B=F'_Et=xm'%ﬂ><m§r¢3a (3.7)

~——— e
— — —

den sogenannten linken Cauchy-Green Verzerrungstensor,
der auf die Basis des Raumpunktes bezogen ist, an dem
sich der KOrperpunkt zur Zeit t befindet.

Aus dem rechten bzw. linken Cauchy-Green Verzerrungs—
tensor lassen sich mittels isotroper Tensorfunktionen
auch alle sonstigen Verzerrungstensoren ableiten, die
man definieren kann unter der Bedingung, daB sie den
Anforderungen der Invarianz gegen Starrkdrper-Rotationen
geniigen miissen.

Methode (IIa):

Eine zweite Moglichkeit, die Deformationen eines Korpers
zu beschreiben, erhalten wir, indem wir die Differenz

der Quadrate eines Linienelementes des Kérpers im ver-
formten und im unverformten Zustand bilden. Das fihrt auf

. o i ek
0{.51'— O(SZ = ( %A'L( - %‘w) 0(§ O{E . (3.8)

Dieses Ergebnis legt es nahe, zur Beschreibung der
Verzerrungen entweder den Tensor

E=7(t-da)g 2 = en f&k (3.9)

—

oder den Tensor

__é =§ (%:k'éa&)éj g“: g;kﬁ_‘

!

4

o
g (3.10)



- 18 -

einzufithren. Obwohl beide Tensoren bei dieser (kovari-
anten) Schreibweise die gleichen Zahlenwerte haben, sind
sie doch keineswegs identisch, da sie auf verschiedene
Basen bezogen sind, né&mlich E auf die Basis des kSrpgr—
festen Koordinatensystems im verformten Zustand und E

auf die Basis dieses Koordinatensystems im Ausgangszustand.
Den Unterschied erkennt man sofort, wenn man die beiden
Tensoren gemischt-variant schreibt. Dann wird

1 4 Av O k A k
E-7 -9 %)ut -ef g8 o
bzwe.
S 4%, 4 & %k _ o4 a0 gk

Methode (IIb):

Eine dritte Moglichkeit, die Deformationen des Korpers
zu beschreiben, geht davon aus, daB wir die Anderung
der Metrik des kdrperfesten Koordinatensystems auch
durch die GrdBen

‘?k 8’ "% b2 ('5‘) 3»« (3.13)

erfassen konnen. Es ist némlich

o ~ ¥+ 0
%= v Fi = Fi &k

bzw. (3.14)

o»k = gav ( 1)&' (?‘_4): G,

Es steht uns nun wiederum - wie bei der Methode (IIa) -
frei, diese GrdB8en zur Definition eines (symmetrischen)
Tensors heranzuziehen, indem wir etwa
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|

A «
=7, % 2
bzw. (3.15)

Q7 =(¢7; 3. ¢

setzen, also g; bzw. (qfq)i auf die Basis des verformten

korperfesten Koordinatensystems beziehen. Wir kdnnen aber
qk bzw. (q~ 1)k auch der Basis des unverformten Koordina-

tensystems zuordnen und erhalten dann

) Ok
4
R DR 2R
bzw. . (3‘16)
(0 o
WO
‘(? /kﬁ'n‘?—
Die beiden Definitionen (3.15) bzw..(3.16) ergeben natiir-

lich unterschiedliche Tensoren, wie unmittelbar einzu-
sehen ist.

Qe
{

I
A

3,2 Beschréibung der Deformationsgeschwindigkeit

Die Deformationsgeschwindigkeit der KSrperelemente ist
- wie schon in (1.23) angegeben - durch

D=-dngg’- F(ve+ Vs )x) k% % (3.172)

bzw.

Q:Olza,{ a’k="§"3

av ®

k A i k
3’&2’4’3 =3 ¢ Fr 2 (3.17b)

definiert. Dabei ist die Definition (3.17a) auf die Beob-
achtung der Bewegung der Korperelemente gegeniiber dem
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Bezugsraum (Methode (I)), Definition (3.17b) auf die
Verfolgung der Verdnderungen der Metrik des kdrper-
festen Koordinatensystems (Methode (II)) abgestellt.
Der Zusammenhang mit den GrSBen, die wir - den ver-
schiedenen Methoden entsprechend - zur Beschreibung
der Deformationen eingefiihrt haben, ist durch folgende
Beziehungen gegeben:

Methode (I):

0(/3‘3@ -squ{;(j% X;ugu ?X,/ggm_ z

~ ) S >

E
g-{ £ }

5 M 3"‘ {V ((5% }8“—(3 18)

Hierbei bezeichnet sym{ } den symmetrischen Anteil des
betreffenden Tensors.

iI™ <

ﬂ

iy

Methode (IIa):
. PR k
i gig' s - 4" e 3 &
' . o e
41 a v | - .
-7 8’ ;%%{’@§k %hk} ﬁ? gf .

Methode (IIb):




- 21 -

Bei Methode (IIa) und (IIb) soll dabei die Deformations-
Geschwindigkeit - wie aus der Schreibweise hervorgeht -
auf die Basis des verformten korperfesten Koordinaten-
systems bezogen sein. Auf die an sich mégliche Zuordnung
zur Basis des unverformten kérperfesten Koordinaten-
systems gehen wir hier nicht mehr weiter ein, da wir
davon im folgenden keinen Gebrauch machen.

3.3 Aufteilung der Deformationen in einen elastischen
und einen plastischen Anteil

Wir gehen davon aus, daB wir die Gesamt-Deformation
eines Korperelementes aufteilen kOnnen in einen elasti-
schen und in einen plastischen Anteil. Dazu stellen wir
uns vor, daB die KGrperelemente aus dem Ausgangszustand,
der ein natfirlicher Zustand sei (Verzerrungen und Span-
nungen gleich Null, Temperatur T="T ) zundchst in einen
Zwlschenzustand (Koordinaten xﬂ) plastlsch verformt seien
und daf dann eine Uberlagerung der elastischen Deforma-
tionen erfolge, die den Korper in den Endzustand bringt
(s. Abb. 4). Der angenommene Zwischenzustand ist dabei
fiktiv; denn die Deformationen erfolgen in Wirklichkeit
nicht nacheinander, sondern gleichzeitig. Darum brauchen
auch nur die Gesamt-Deformationen kompatibel zu sein,
wéhrend die Teil-Deformationen in der Regel inkompatibel
sind. Zu beachten ist ferner, daB die Spannungen und
Krafte jeweils auf den Korper im Endzustand einwirken.
Dies macht noch einmal die fiktive Bedeutung des
Zwischenzustandes klar.
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Abb. 4

Entsprechend den unterschiedlichen Methoden der Beschrei-
bung der Deformationen und der Deformations-Geschwindig-
keit der Korperelemente erhalten wir unterschiedliche
Aufteilungsweisen in den elastischen und in den plasti-
schen Anteil. Dies sei im folgenden kurz erdrtert.

Methode (I):

Diese Methode geht von einer multiplikativen Zerlegung
des Deformationsgradienten aus und setzt

o ° L o ')‘H ¥y x oy
Faxu g =X mtd "X g
\_—'_'Y )] N Y; )

FF F (3.21)

o

ot M
:X,MX ,kj“%

K

T

»
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7) s. z. B. [10=13]
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Dementsprechend erhalten wir fiir die Aufteilung der
Deformations-Geschwindigkeit

D=5‘(‘“5.—é’§4}
=Sw{o‘_~2 (x“m;(tu,)( g'oc é’k)'xilﬂ éd’ &,ﬂ}

_=Si%{ ('H&""- ) M ’pﬁ'f

R

48 28

XM P X N 4 R
A B % Sy ""X» ‘{
@ &d i (g ,) /3324 (5.22)
& «? % A

Methode (IIa):

Diese Methode legt eine additive Aufspaltung der Metrik-
dnderung nahe. Diese ergibt

Ciu= ‘g'g G~ Qo’xa}‘

- g ¥l + F{ 2amta) - (3.23)
W‘w \—-—V‘"\J

e. it
e P

Fir die Aufspaltung der Deformations-Geschwindigkeit
resultiert daraus, wenn ej) auf die Basis des verformten
kSrperfesten Koordinatensystems bezogen wird,

8) vgl. hierzu z. B. [2, 15, 16]
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bzw.

a A . 7“.é 4 < %
di=7 ¢ W"?-r&} 2% B
~————— —
A o{"’
2(« ad (3.24)

Methode (IIb):

Bei dieser Methode liegt es nahe, von einer multiplika-
tiven Aufspaltung der Metrik-Transformation auszugehen.
Wir erhalten dann znn'a’.chst9

= ¢ &w F Tk
gfm EgZ"
bz, [, oA s ° (3.25)
(? )a= T
o K O
- %m&- ’é:’.,\m ? S %”( .
————

4, \—/V.:-f"
{?.10«. ('P? /'k
Das fihrt zu der folgenden additiven Aufspaltung der
Deformations-Geschwindigkeit

9) vgl. [14]
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. (3.26)
—se2 () - sm{(?) (1. 72},
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Dabei ordnen wir di der Basis des verformten garperfesten
Koordinatensystems zu. Von der Moglichkeit, di auf die
Basis des unverformten Koordinatensystems zu beziehen,
machen wir hier und im folgenden keinen Gebrauch. Das
gilt zugleich auch fiir die Zerlegung nach Methode (IIa).

Allen drei hier betrachteten Aufspaltungsméglichkeiten
ist gemeinsam, daB sie zu einer additiven Aufspaltung
der Deformations-Geschwindigkeit fiihren. Der fiktive
Zwischenzustand ist allerdings bei den verschiedenen
Methoden unterschiedlich definiert. Praktisch bleiben
jedoch diese Unterschiede bedeutungslos, da der Zwischen-
zustand nur fiktiven Charakter hat. Wir werden im folgen-
den uns der Methode (IIb) bei der Beschreibung der Kine-
matik des elasto-plastischen Kontinuums bediehen; da
diese Methode in der Regel einfacher zu handhaben ist.
Das riihrt daher, daR iéotrope Tensor-Funktionen ihre
einfachste Form annehmen, wenn die Tensoren gemischt-
variant dargestellt werden, wie dies bei dem Metrik-
Transformations-Tensor q; der Fall ist.
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4, Allgemeines zum Materialgesetz elasto-plastischer
Korper; grundlegende Annahmen und Voraussetzungen

Wir wollen uns vorerst auf sogenannte Elementar-Prozesse
elasto-plastischer Kdrper beschrinken, die quasi-statisch
und homogen im gesamten Kdrper verlaufen und somit auch
geschwindigkeitsunabhingig sind. Solche Prozesse kdnnen
wir als eine Folge von thermodynamischen Gleichgewichts-
zustinden betrachten. Damit werden sie einer Beschreibung
durch thermodynamische Zustandsgleichungen zuginglich,
obwohl es sich um irreversible Prozesse handelt1o . Wir
kdonnen also in diesem Falle der iiblichen Beschreibung der
elasto-plastischen Form&nderungen als thermo-mechanischer
ProzeB eine korrespondierende Beschreibung mittels thermo-
dynamischer Zustandsgleichungen gegeniiberstellen. Dies
soll im folgenden Kapitel geschehen. Hier wollen wir
zundchst noch einige weitere grundlegenden Annghmen und
Voraussetzungen erdrtern, die fiir die Formulierung des
Materialgesetzes wesentlich sind.

Die erste Annahme bzw. Voraussetzung betrifft den
elastischen Anteil der Formé&nderungen. Wir setzen voraus,
daB das thermoelastische Verhalten durch die plastischen
Formanderungen nicht beeinfluBt werde, genauer: dafBl die
drei Materialkonstanten (z. B. Schubmodul & , Poisson'sche
Querkontraktionszahl v und linearer Wiérme- und Ausdeh-
nungskoeffizient o ), die das isotrope thermo-elastische
Verhalten festlegen, durch die plastischen Deformationen

10) Bei der thermodynamischen Betrachtung irreversibler
Prozesse geht man in der Regel (z. B. bei elasto-
viskosen Kérpern) davon aus, daB diese Prozesse
wesentlich mit Nicht-Gleichgewichtszustdnden
verknlipft sind. Dieser Sachverhalt scheint die
Ursache dafiir zu sein, daB die Einordnung elasto-
plastischer Elementarprozesse in die Thermodynamik
der irreversiblen Prozesse mancherlei Schwierig-
keiten bereitet.
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nicht ver@ndert werden sollen. Anisotropes thermo-
elastisches Verhalten schlieBen wir hier aus; denn
wir miissen annehmen, daB die Materialstrukturen,
die das anisotrope thermo-elastische Verhalten
bedingen, sich bei groBen plastischen Deformationen
verédndern. In solchen Fdllen kénnen wir elastische
und plastische Deformationen nicht mehr separieren,
da sie sich gegenseitig unmittelbar beeinflussen.
Die Aufteilung in die beiden Anteile, die wir in
Abschnitt 3.3 erdrtert haben, wird in diesem Falle
also sinnlos. Wir miissen dann bei der Aufstellung
des Materialgesetzes anders vorgehen. Das bereitet
keine grunds&tzlichen Schwierigkeiten. Es kann
jedoch in diesem Rahmen nicht n#dher darauf einge-
gangen werden.

Im Rahmen der oben getroffenen Voraussetzung kdénnen
wir den elastischen Anteil formal getrennt betrachten.
Den Ausgangspunkt bildet dabei die Feststellung, daB
das thermo-elastische Verhalten durch eine eindeu-
tige Beziehung zwischen dem elastischen Anteil der
Formanderungen, den Spannungen und der Temperatur
beschrieben werden kann:

;f=sﬁ(g'i ,T) b gl =gl (5], 7) bao 7;T(S§,55).
£ (4.1)

si bezeichnet dabei den sogenannten Kirchhoff'schen
Spannungstensor, der mit dem wahren Spannungstensor
& i durch die Beziehung

o

Si =t i (#.2)

verkniipft ist. ¢ bedeutet hierin die Dichte des
Materials im verformten Zustand, ¢ die Dichte im
Ausgangszustand.
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Die integrale Form des Formdnderungsgesetzes (4.1)
haben wir in eine inkrementelle Form zu iiberfiihren
im Hinblick darauf, daB auch die plastischen Form-
dnderungen nur durch ein inkrementelles Gesetz zu
beschreiben sind. Wir erhalten die inkrementelle
Form fiir die thermo-elastischen Form&nderungen,
indem wir (4.1) nach der Zeit differenzieren. Dies
fiihrt in jedem Falle auf Ausdriicke von der Form

‘Z_u( = i_a( {Si) sty T, Tz %) dif (4.3)

Dies mége an einem Beispiel demonstriert werden.
Definieren wir in bekannter Weise den Verzerrungs-
tensor durch (vgl. (3.11) und (3.23))

i 160 oY1) L of
ci= 261 )i = e (-8)
E £ €
und benutzen wir ein tensor-lineares Forminderungs-
gesetz in der Form

TREE si- Ao dif v (T-T)diy,

so erhalten wir durch Differentiation nach der Zeit

e sl g sl lis o3 )5 571}
€ + a‘%?: . (4.6)
£

Die Gleichung (4.6) bestdtigt, daB wir im allgemeinen
das inkrementelle Formdnderungsgesetz fiir die thermo-
elastischen Forminderungen in der Form (4.3) erhalten.
Daraus ist zugleich zu entnehmen, da8 %; nicht nur

von sk und sk o’ sondern auch von der Gesamt- Form-
dnderungsgeschwindigkeit dk abhidngt und damit auch
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von den gleichzeitig stattfindenden plastischen
Formanderungen. Die Unabhiangigkeit der elastischen
Forménderungen driickt sich also nur darin aus, daB
die thermo-elastischen Konstanten G, V" und ot
durch die plastischen Formdnderungen unbeeinfluBlt
bleiben.

In den Fdllen, in denen die elastischen Formande-
rungen klein bleiben, wie z. B. bei fast allen
Metallen, kSnnen wir %t = ; setzen. Dann verein-

facht sich das inkrementelle Forminderungsgesetz
(4.6) zu (vgl. [14])

Z_(k { gk{o 4+~r slo é“} +o2 T g (4.7)

Beziiglich der plastischen Forménderungen treffen wir
die folgenden Annahmen: ”

(a) Wir nehmen an, daB plastische
Forménderungen nur auftreten, wenn
die Spannungen sﬁ und die Tempera-
tur T die FlieBbedingung

8k, T, g Kooy sy Al Tonr) =0 (4.8)

und wenn zugleich die Inkremente
der Spannungen und der Temperatur
die Belastungsbedingung

dF i QF =

_— ¢ + 7 > o
erfiillen. Die FlieBbedingung (4.8)
begrenzt in dem 10-dimensionalen

Raum der Spannungen und der Tempe-
ratur den Bereich des elastischen
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Verhaltens. Die internen Parameter
ka, at;‘usw., die in diese FlieB-
bedingung eingehen, hidngen vom
Verlauf des Formdnderungsvorganges
ab. Sie bestimmen den Verfestigungs-
zustand des Materials. Zu bemerken
ist hierzu noch, daB die Metrik g,
des koérperfesten Koordinaten-
systems implizit in die FlieSBbe-
dingung mit eingeht, da sie die
Bezugs-Basis fiir alle tensoriellen
Gr6Ben bestimmt.

Wir nehmen, wie iiblich, an, daB die
Inkremente der plastischen Verzer-
rungen, der Spannungen und der
Temperatur eindeutig und linear
miteinander verkniipft sind:

“ A P
%('k::-pkggj'lt) +/7,[<To

Hierzu ist zu bemerken, daB die
Annghme der Eindeutigkeit wesentlich
dafiir ist, daB wir einen eindeutigen
ProzeBablauf erhalten'!). Die Annahme
der Linearitdt dient hingegen ledig-
lich der Vereinfachung.

Wir nehmen weiterhin an, daB’

P

N ° - S,
%k;-l%}{ + Ry s5lo

sei. Der erste Term der rechten

(4.10)

(#.11)

11) Einzelne singuldre Fdlle kdnnen dabei zugelassen

werden.
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Seite entspricht dem dblichen Ansatz,
der auch als NbrmalenpRegel12) oder
als Theorie des plastischen Potentials
bezeichnet wird. Der zweite Term hat
im allgemeinen nur die Bedeutung einer
kleinen Korrektur, auf die man in
vielen Féllen verzichten kann. Es

gibt jedoch einige grundsdtzliche
Uberlegungen, die dazu driéngen, diesen
zweiten Term wenigstens im allgemeinen
Ansatz mitzunehmen.

Die Normalen-Regel bzw. die Theorie des
plastischen Potentials wird im allge-
meinen mit prinzipiellen Aussagen iiber
die Dissipation mechanischer Energie
bei plastischen Formdnderungen begriindet
[17 bis 23]. Nun wird aber bei plasti-
schen Formadnderungen nur ein Teil der
mechanischen Arbeit unmittelbar dissi-
piert. Der restliche, allerdings wesent-
"lich kleinere Teil wird zu einer - im
Prinzip reversiblen - Xnderung des
Verfestigungszustandes gebraucht.
Deshalb kSnnen die genannten Uber-
legungen nur den ersten, unmittelbar
dissipierten Anteil der mechanischen
Arbeit betreffen. Ferner ist zu
bedenken, daf wir die Spannungs-
inkremente als die GrdBen auffassen
kO6nnen, die den jeweiligen Gleichge-
wichtszustand storen. Dieser Sachverhalt

12) Die Inkremente der plastischen Verzerrungen, die
von diesem ersten Term herriihren, fallen in die
Richtung des Gradienten in den 3 -dimensionalen
Unterraum der Spannungen, den man erhdlt, wenn
man in der FlieBbedingung (4.8) die Temperatur T
als Parameter betrachtet.
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legt es nahe, wenigstens einen Teil der
Antwort des Materials, bei dieser ,
Betrachtungsweise also die plastischen
Verzerrungskinkremente, in "Richtung"
der StorgrdBen anzusetzen. Dies aber
ist die Aufgabe des zweiten Terms, der
jedoch - wie gesagt - meist relativ
klein bleibt.

(d) SchlieBlich werden wir im allgemeinen
annehmen, daB der plastische Anteil
der Form@nderungen inkompressibel,
also

O(f: =0 (#.12)

ist, doch ist diese Annghme nicht
wesentlich fiir die folgenden allge-
.meinen Uberlegungen.

5. Die Beschreibung elasto-plastischer Forménderungen als
thermo-mechanischer Proze8 und durch thermodynamische
Zustandsgleichungen

5.1 Die Beschreibung elasto-plastischer Form&nderungen
als thermo-mechanischer ProzeS

Elasto-plastiséhe Forménderungen kdnnen wir als einen
thermo-mechanischen Proze8 betrachtenqz). Jeder der-

artige thermo-mechanische Proze8 wird durch einen Satz
unabhingiger ProzeB-Variabler bestimmt. Welche Variable
dies sind, hingt von dem jeweiligen ProzeB ab. So sind

beispielsweise beim isothermen reinen Schub die Temperatur

12) Eine ausfiihrliche Darstellung der folgenden Uberle-
gungen findet sich in [24].
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und die Spannungen die unabhingigen ProzeB-Variablen;

bei der adiabatischen Scherung sind es hingegen die
Verzerrungen und die zugefiihrte Wérmemenge. In andern
Fdllen mogen teils die Verzerrungen, teils die Spannungen
neben der Temperatur oder der zugefiihrten Warme vorgegeben
sein und somit die unabhéngigen ProzeBl-Variablen darstel-
len. In jedem Falle erhalten wir einen Satz von 10 (unter
Beachtung der Symmetrie von Spannungen und Verzerrungen
sind es 7) unabhingigen ProzeB-Variablen, die nicht
thermodynamische ZustandsgrdBen zu sein brauchen, sber
voneinander unabhingig und zur eindeutigen Festlegung des
Prozesses geeignet sein missen, d. h. die einen vollstin-
digen Satz bilden miissen.

Beispielhaft wéhlen wir fiir unsere weiteren Betrachtungen
als unabhiéngige ProzeB-Variable die Spannungen s; und die
Temperatur T. Die unabhingigen ProzeB-Variablen kdnnen
wir in zwei Gruppen einteilen.Die erste Gruppe umfaBt
jene Variablen, deren Enderungen wir verfolgen miissen,

um den Ablauf des Prozesses beschreiben zu kénnen. Zu
dieser Gruppe gehOrt in unserem Falle - mit si und T als
unabhingigen Variablen - zundchst der Metriktensor

gikﬁ £, 1), dessen Kenntnis wir bendtigen, um alle
tensoriellen GroBen iiberhaupt zahlemmdBig festlegen zu
konnen. Er bildet eine Untergruppe fir sich. Zu der
anderen Untergruppe der ersten Gruppe geh6ren in unserem
Falle die internen Parsmeter k2, abi usw., deren Kenntnis
zur Erfassung des Verfestigungszustandes des Materials
erforderlich ist [25]. Der physikalische Unterschied
zwischen dem Metriktensor und den internen Parametern
besteht darin, daB der Metriktensor im Gegensatz zu den
internen Paramtern nicht den Charakter einer thermodyna-
mischen Zustandsgrdfe haben muBl, wie wir noch sehen werden;
doch gehdrt er in jedem Falle zum notwendigen Rahmen der
ProzeBbeschreibung.
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Der zweiten Gruppe der abhidngigen Variablen gehdren alle.
Jjenen ProzeB-Variablen an, deren Kenntnis wiinschenswert
sein mag, aber im Prinzip nicht erforderlich ist. Dazu
gehdren in unserem Falle beispielsweise der WarmefluB qy,
die spezifische Formé@nderungsarbeit w, die innere spezi-
fische Energie u usw. Die Anzahl der Variablen, die zu
dieser Gruppe gehdren, ist vdllig offen im Gegensatz zu
der Anzahl der Variablen der ersten Gruppe, da wir belie-
big viele weitere abhéngige ProzeB-Variable definieren
kOnnen.

Aufgrund der vorstehenden Uberlegungen und unter Beriick-
sichtigung der allgemeinen Annahmen, die wir in Kapitel 4
getroffen haben, kommen wir mithin zu folgender ProzeB-
Beschreibung.

ProzeB-GroBen:
unabhéngige Variable: $ ; / T
abhéngige Variable +
1. Gruppe: a) o) ( ¢s )
2 J A‘i*
b) L{,,./ol'l("'/ k §roe

2. Gruppe: Qi s Wy Uy
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Materialgesetz:

Wenn

. , : i
Fliefbedingung 7'-(51:/ T)’ %S L con )Ly - ..)Ak:-..)-’O

/2
Belastungsbedingung —-l:- Sk[(,“"'_' 7 >0

erfiillt sind, dann ist

“ ] 4 4 _dve y -4 2
diy=diedi =7 ¢ %3 (57 )+ §a

A A L ¢ ¢ o o o0 4 s 0 o

x;‘/‘,:x‘f,a{__””“”,.........}

. 1] » [ L] * [ ) e [ ] [ 4 [ [ [ ] o o [ ] o [ [ 4 [ ] L »

s 4
Al{S[O:AI(S/O{-- o o ® o o e o o ¢ o o

*(5.1a)
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Dieses Schema ist gegebenenfalls noch um die Gleichungen
zu ergidnzen, die die Veriénderungen der abhdngigen ProzeB-
Variablen der zweiten Gruppe bestimmen, also z. B.

. © ok 0
W = -g— S; O{A = sz » o o0 b0 o ¢ ‘o}
S (5.1%)

Das vorstehende Gleichungssystem wird von gewdhnlichen
Differentialgleichungen erster Ordnung gebildet, von
denen in der Regel zumindest einige nicht-linear sind.
Die rechten Seiten enthalten die laufenden Werte der
unabhéngigen Variablen und die der ersten Gruppe der
abhéngigen Variablen (wobei nicht in jeder Gleichung
alle GrdBen aufzutreten brauchen) sowie die Inkremente
der unabhingigen Variablen (diese in jedem Falle).

Fihren wir andere GroBSen als si und T als unabhingige
ProzeB-Variable ein, so bedeutet das eine Umorganisation
des gleichungssystems, die zu einer Substitution von silo
und T durch die Inkremente der neuen unabhéngigen
Variablen fiithrt. Diese Substitution ist natiirlich nur
mdglich, wenn das entsprechende Gleichungssystem ein-
deutig ist. Im brigen kdnnen wir die GrdBen si und T
selbst auf der rechten Seite nur dann durch die neuen
Variablen ersetzen, wenn die neuen unabhéngigen ProzeB-
Variablen - wie si und T - zugleich auch thermodynamische
Zustandsgrdfen sind. Dieser Sachverhalt 1Bt bereits
erkennen, daf den thermodynamischen Beziehungen wesent-
liche Bedeutung im Hinblick auf die Struktur des Glei-
chungssystems der ProzeB-Beschreibung zukommt.
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5.2 Beschreibung elasto-plastischer Formdnderungen durch
thermodynamische Zustandsgleichungen

Die elasto-plastischen Elementarprozesse, auf die wir uns
vorerst beschrénken, kénnen wir als eine Folge von thermo-
dynamischen Gleichgewichtszusténden betrachten, die sich
durch thermodynamische Zustandsgleichungen beschreiben
lassen. Diese Zustandsgleichungen verkniipfen in eindeu-
tigen Funktionen die thermodynamischen ZustandsgrdBen
untereinander. Aus der Gesamtheit aller ZustandsgrdSen,
die einem bestimmten thermodynamischen Zustand eindeutig
zuzuordnen sind, konnen wir einen Satz von unabhingigen
thermodynamischen ZustandsgrdéBen auswdhlen, durch die

sich alle iibrigen thermodynamischen ZustandsgrdBen aus-
driicken lassen. -Fiir die Beschreibung des thermodynamischen
Zustandes eines Korpers genigt es deshalb, die Zahlenwerte
dieser unabhingigen thermodynamischen ZustandsgrdBen anzu-
geben, sofern im {ibrigen die Zustandsgleichungen bekannt
sind. Um die Zustandsdnderungen mit dem thermo-mechanischen
ProzeB in Zusammenhang bringen zu kdnnen, bedarf es aller-
dings noch der Kenntnis weiterer Beziehungen. Hierzu
gehdort insbesondere jene Beziehung, die die Dissipation
mechanischer Energie im Verlaufe eines thermo-mechanischen
Prozesses beschreibt.

Insgesamt ergeben sich somit drei Fragenkreise:

a) Welches sind die unabhingigen thermo-
dynamischen ZustandsgréBen?

b) Wie lauten die Zustandsgleichungen?

¢) Welche Beziehung besteht zwischen ProzeB8-
ablauf und den Zustandsénderungen, insbe-
sondere hinsichtlich der Dissipation
(Entropie-Produktion)?

Wir wollen uns diesen Fragen der Reihe nach zuwenden.
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5.2.1 Thermodynamische ZustandsgréBen elasto-plastischer
Elementar-Prozesse

Unter den Voraussetzungen, die wir hier getroffen haben,
k6nnen wir davon ausgehen, daB sich fiir jeden beliebigen
Ausgangszustand gewisse Prozesse angeben lassen, die rein
elastisch, d. h. reversibel verlaufen. Als thermodynami-
sche ZustandsgrdBen lassen sich bekanntlich fiir solche
Prozesse, z. B. die Spannungen si und die Temperatur T
oder auch die elastischen Verzerrungen, représentiert
durch %t, und die Temperatur T als unabhéngige Zustands-

groBen einfiihren. Wir ziehen hier - aus spédter ersicht-
lichen Griinden - die zweite MGglichkeit vor.

Dehnen wir nun unsere Betrachtungen auf solche Prozesse
aus, die mit plastischen Deformationen verbunden sind, so
erkennen wir, daB solche Prozesse zu Zustandsé@nderungen
filhren, die sich nicht mehr allein durch die Anderungen

von %; und T beschreiben lassen. Wir sind deshalb gezwun-

gen, weitere unabhingige thermodynamische ZustandsgrdBSen
einzufiihren, die skalare GréBen oder Tensoren gerader

Stufe sein k6nnen13). Wir bezeichnen diese weiteren thermo-
dynamischen ZustandsgréBen mit h..., /3 i..., Big..., ohne
sie vorerst im einzelnen zu definieren. Wir konnen Jjedoch
sofort sagen, daB ihre Anzahl mit der Anzahl der internen
Variablen {ibereinstimmen muB, die wir in der ProzeBbe-
schreibung als Untergruppe b der ersten Gruppe der abhén-
gigen Variablen eingefiihrt haben (vgl. Gl. (5.12)). Es
brauchen freilich die dort verwendeten internen Variablen
f“”atn,%;”nQMmﬁthmrMMnmn
ZustandsgrdBen h,.., /3 13{' Ve s lg. ., identisch zu sein,
doch miissen die beiden S&tze physikalisch #dquivalent sein.

13) Da wir als unabhingige ProzeB-Variable im Rahmen einer
phinomenologischen Theorie nur skalare GréB8en (z. B.
T) und Tensoren 2. Stufe kennen, kdnnen auch die ent-
sprechenden Zustandsgréfen nur Tensoren gerader Stufe
oder Skalare sein.
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Vielfach (vgl. z. B. [15, 16, 26 bis 32]) wird der

plastische Antell der Verzerrungen, der sich nach

@G1.(12) durch q* i kennzeichnen 1&8t, bzw. die Gesamt-
P

verzerrung als thermodynamische ZustandsgréBe eingefiihrt.
Das 188t sich Jjedoch, zumindest in der Allgemeinheit, wie
es in den zitierten Arbeiten geschieht, kaum rechtferti-
gen. Das folgt sowohl aus der Betrachtung der Vorginge im
atomaren Bereich, die zu plastischen Deformationen fiihren,
wie aus makroskopischen phinomenologischen Beobachtungen.
So 188t sich zeigen, daB eine Versetzung, die einen
Kristall vollsténdig durchwandert hat, wohl eine plasti-
sche Verzerrung, aber keine Zustandsd@nderung hinterl&ft.
Andererseits konnen wir z. B. feststellen, daf nach einem
Kreisproze8, bei dem am Ende sk, T und qk (und damit auch
% k) wieder die Anfangswerte annehmen (einfaches Beispiel:

zyklischer Zug-Druck-Versuch), der Zustand des Materials
im allgemeinen anders als am Anfang sein wird.

Eher gerechtfertigt scheint es zu sein, etwa als skalare
ZustandsgréBe die in den Gitterfehlern (Versetzungen und
Disklinationen) gespeicherte Energie zu betrachten und
die tensoriellen ZustandsgréBen mit gewissen Anisotropien
in Verbindung zu bringen, die die Anordnungen der Gitter-
fehler infolge des plastischen Deformationsprozesses
erfahren. Wie dies im einzelnen zu verstehen und zu
interpretieren ist, muB hier offen bleiben. Die Kennt-
nisse, die wir iiber die Vorgdnge im Kristallgitter

(oder in anderen Strukturen) bei plastischen Verzerrungen
haben, reichen nicht aus, um eine tragfdhige Briicke von
der FestkOrperphysik des atomaren Bereiches zur phénome-
nologischen Theorie zu schlagen. Wir miissen uns hier mit
der Feststellung begniigen, daB die plastische Verzerrung
(bzw. die Gesamtverzerrung) im allgemeinen als Zustands-
groBe nicht geeignet ist, und daB wir statt dessen andere
ZustandsgrdBen einzufiihren haben. Wie diese Zustands-
groBen mit den ProzeB-Variablen zusammenhdngen, wird
spdter an einigen Beispielen erléutert.
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5.2.2 Thermodynamische Zustandsgleichungen fiir
elasto-plastische Kdrper

Bevor wir die Zustandsgleichungen fiir elasto-plastische
Korper im einzelnen erdrtern, seien einige allgemeine
Betrachtungen vorausgeschickt. Sie betreffen insbesondere
die allgemeinen Beziehungen fiir den Energieaustausch.
Dabei wollen wir alle Energien, Arbeiten usw. jeweils auf
die Masseneinheit beziehen, d. h. spezifische Energien
usw. einfiihren.

Der erste Hauptsafz der Thermodynamik liefert fiir die
zeitliche Anderung der spezifischen inneren Energie die
Aussage

. . 1 A
(A:\A/—-'—g" ?{A'+‘7“. (5.23)

Hierin bezeichnet

ql die Warmestrom-Dichte,

r die Intensitédt der Wiarmequellen
pro Hasseneinheit14).

Fiir Elementarprozesse kénnen wir die durch Warme zuge-
fiihrte Energie auch zusammenfassen zu

o4 e
¢=—739

e (5.2b)

14) Wir betrachten die Intensitdt der Warmequelle als
fest gegeben. Deshaldb haben wir sie nicht unter den
unabhangigen ProzeB-Variablen aufgefiihrt. Wo wir aber
Prozesse mit variablen Warmequellen haben, die még-
licherweise auch vom ProzeBverlauf abh&ngen kdnnen
(z. B. bei Prozessen mit exothermen oder endothermen
Gefiigeumwandlungen), miissen wir r als (unabhédngige
oder abhingige) Variabel in die ProzeBbeschreibung
einfihren.
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Die Verzerrungsleistung w l#Bt sich unter den getroffenen
Voraussetzungen zundchst aufteilen in ihren elastischen
und ihren plastischen Anteil:

. . 4 k py k
W=\Z/+W=—:—f-sk0{,’+4sl{0{4" (5.3)
E P [ E 't _P

Fir den elastischen Anteil kdnnen wir bei der hier voraus-
gesetzten Isotropie des elastischen Verhaltens auch
schreiben (vgl. (3.26))

~ A
4 E

'_/, i = l( + .4
§

Der plastische Anteil von w ist noch einmal aufzuteilen,

und zwar in einen Anteil g, der dissipiert wird, und in

einen Anteil g, der zur Anderung der inneren Struktur des

Materials, also zur Anderung der internen Parameter bzw.
der entsprechenden ZustandsgrdéBen verbraucht wird, und
sich als latente (gespeicherte) Energie-im Material
wiederfindet. Wir erhalten somit

A g =
gogk%(at .P D H (5-5)

Wenn auch der weitaus berwiegende Anteil der plastischen
Arbeit dissipiert wird - nach experimentellen Ergebnissen
[33] sind es etwa 90 % - so darf doch der Anteil der
Arbeit, der fiir die Strukturdnderungen erforderlich ist,
keineswegs iibersehen werden; denn gerade dieser Anteil
steht in einem unmittelbaren Zusammenhang mit den
Zustandsgleichungen.

Fir die Anderung der spezifischen Entropie gilt
T ¢ =-—”-g‘l’; +r W,
4 1

D (5.6a)
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Fir Elementarprozesse kdnnen wir dafiir auch abgekiirzt
schreiben (vgl. Gl. (5.2b))

. s . .6b
TS '=(_¥ + w., (5 )
Y
Die Dichte der Entropiequellen, die nach dem 2. Hauptsatz
der Thermodynamik nicht negativ werden kann, ist

Té+L (g;’

4 A'T N
—_— = - — '+W/0. (5.7)
¢ ; o7 7 L ?

Dieser Batz zerfdllt in die beiden Teilaussagen

¢’ TL <0 (5.72)
und

D (5.7b)

Fiir Elementarprozesse ist voraussetzungsgemilB T,i = 0,
Deshalb hat fiir diese Prozesse nur die Aussage (5.7b)
praktische Bedeutung.

Die spezifische freie Energie (die sogenannte Helmholtz-
Funktion) ist definiert durch

\r):u_,—T.S'. (5.8)

Aus den Gleichungen (5.2) und (5.6) folgt, daB

—s T 4w =
! »

(5.9)
—sT +w tw
E H

It
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ist. Die freie Energie muB eine eindeutige Funktion der
thermodynamischen ZustandsgrdéBen sein, also

\f=f{zi;7—; h/ﬁi)z;:} (5.10)

Unter der hier getroffenen Voraussetzung, daB das elasti-
sche Verhalten unabhiangig von den voraufgegangenen
plastischen Deformationen sein soll, 1aBt sich die freie
Energie additiv aufspalten in einen Anteil y , der nur

von %i und T abhdngt, und in einen Anteil f E, der

. H
unabhingig von %; ist:

Yif(?:'T)*:f(T'L‘)m)Bk:} (5.11)

Fir die zeitliche Anderung der freien Energie erhalten wir
somit

A ¢
(10'9?

€

| . .
?;L +9§7)_' (Z+f)7-+9_£: "t (5.12)

4
13

Vergleichen wir (5.12) mit (5.9) und beriicksichtigen
zugleich (5.4), so folgt daraus

% ) |
S = 5 < F(f +f) (5.1%a)
. - oy
1Al e _e
1si(g)"= 22 - £ (5.13b)
§ )" &?k 9&
R PR

__ua - Beleto..
\f;/" L,L+'” ‘Mﬁﬁk[o (5.13¢)



Ist also ¢ als Funktion der Zustandsgrdfen bekannt, so
liefert uns Gl. (5.13%a) die Entropie als Zustandsfunktion
(kalorische Zustandsgleichung). Ferner liegt dann mit

Gl. (5.13b) auch das Materialgesetz fiir den elastischen
(reversiblen) Anteil der Forminderungen fest (thermische
Zustandsgleichung). SchlieBlich liefert uns Gl. (5.1%c)
noch eine Aussage iiber den Zusammenhang zwischen den
Inderungen der ZustandsgrdBen h usw. mit dem nicht
dissipierten Anteil der plastischen Arbeit. Diese Aussage
reicht jedoch nicht hin, um daraus das Materialgesetz fiir
den plastischen Anteil der Verzerrungen abzuleiten. Dazu
bedarf es weiterer Angaben. Diese betreffen insbesondere
den Zusammenhang zwischen Entropie-Produktion und ProzeB-
ablauf, der im n8chsten Abschnitt erdrtert werden soll.

5.2.3 Zusammenhang zwischen Proze8ablauf und Entropie-
Produktion

Fiir die (irreversible) Entropie-Produktion éiw gilt
(vgl. (5.7))
S ==L 2/ T|+w. (5.14)
- eT P
Beide Terme diirfen nach dem zweiten Hauptsatz der Thermo-

dynamik nicht negativ werden. Das ist bei der Definition
des Materialgesetzes zu beriicksichtigen.

Fir den ersten Term ist diese Bedingung beispielsweise

erfiillt, wenn wir fiir die Warmeleitung das (isotrope)
Fourier'sche Warmeleitungsgesetz

qﬁ. = -A T‘}. (5.15)

als giiltig annehmenqs), wobei die Wiarmeleitfidhigkeit A

15) Das Warmeleitungsgesetz ist noch zu erginzen durch
ein Wédrmeiibergangsgesetz, das den Warmeaustausch des
Kérpers mit seiner Umgebung beschreibt. Darauf gehen
wir hier jedoch nicht weiter ein.



- 45 -

noch von den ZustandsgréBen abhédngen kann. Wir kénnen
aber auch ein anderes (anisotropes oder nicht-lineares)
Warmeleitungsgesetz ansetzen.

Bei der Beschreibung der Dissipation mechanischer Energie,
also bei der Formulierung des zweiten Termes auf der
rechten Seite von (5.14),kénnen wir davon ausgehen, daB
dieser Anteil der Entropie~Produktion an das Auftreten
plastischer Deformationen gebunden ist. Es liegt deshalbd
nahe, dafir

. A ¢ gl
W = —o-/u;(' ol ; (5.16)
D ¢ P
anzusetzen. In welcher Weise ; von den ZustandsgrdBen

bzw. von den ProzeB-Variablen abhéngt, bleibt dabei
zundchst offen.

Mit (5.16) erhalten wir

v . “ k
H P g
Setzen wir das in (5.13c¢c) ein, so folgt

v . 0

P
T ol = e, + =2 A (5.18)
?{Sk/‘k}%‘* TRART TS

Diese Gleichung stellt - neben Gleichung (5.15) und den
daraus ableitbaren Beziehungen, die den Warmeaustausch
regieren -~ eine weitere Beziehung fiir den Energieaustausch
dar, die den ProzeBablauf (linke Seite von (5.18)) mit
den Anderungen der Zustandsgrdfen in Zusammenhang bringt
und den Austausch mechanischer Energie betrifft.

)
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5.3 Einige ergénzende Bemerkungen

Die Zustandsgleichung (5.10), die die spezifische freie
Energie als Funktion der ZustandsgriBen angibt, und die
Gleichungen (5.15) und (5.18), die die Entropie-Produk-
tion bestimmen, reichen allein nicht aus, um das Material-
gesetz, das den ProzeBablauf regiert, eindeutig festzu~
legen. Es bedarf dazu weiterer Angaben, die das Material-
verhalten spezifizieren. Dazu gehdren beispielsweise
Aussagen iiber die spezielle Form der FlieBbedingung oder
Uber die spzielle Form der Beziehungen, die die plastischen
Deformationen mit den Inkrementen der Spannungen und der
Temperatur verkniipfen. Bei der Definition dieser - eben-
falls zum Materialgesetz - gehdrenden Aussagen haben wir
jedoch darauf zu achten, daB der Rahmen, der durch die
materialunabhingigen Grundgleichungen sowie durch die
Zustandsgleichung (5.10) sowie die Beziehungen (5.15)

und (5.18) gesteckt ist, nicht verletzt wird. Wie dabei
vorzugehen ist, soll im folgenden Kapitel an Beispielen
erortert werden.

©. Beispiele fiir das Materialgesetz elasto-plastischer
Korper

6.1 Isotroper elasto-plastischer Korper

Wir setzen hier voraus, daB nicht nur das elastische
Verhalten des Kdrpers, sondem auch das plastische isotrop
sei und damit auch das gesamte Materialgesetz. Ferner
wollen wir annehmen, daB der Verfestigungszustand des
Materials nur von der Temperatur T und von einem weiteren
skalaren Parameter h abhange. Wir kénnen die physikali-
sche Bedeutung von h etwa so interpretieren, daB h die
Energie darstellt, die in jenen Versetzungen und Distor-
sionen gespeichert ist, die durch die plastischen Defor-
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mationen neu erzeugt und an den Kerngrenzen oder auch im
Innern der Kristallite aufgestaut sind.

Mit diesen Voraussetzungen und Annahmen erhalten wir fiir
die spezifische freie Energie den allgemeinen Ansatz

(vgl. (5.11))
LF=L€(¢§IT)+Y(T/WO (6.1)
E £ H

Dabei wollen wir zundchst den Sonderfall betrachten, daB

sich ¢ weiter in zwei Anteile aufspalten 18Bt, von denen
H

der eine nur von T, der andere nur von h anhdnge. Dies
fiihrt aut 16)

@=@(gs,T)+4(T) 1. (6.2)
E €

Hinsichtlich der Entropie-Produktion wollen wir zundchst
den einfachen Fall betrachten, daB

a) die Warmeleitfzhigkeit
\ = konst., (6.3)

also unabhingig vom Zustand sei und wir
b) fiir die Dissipation mechanischer Energie

\;/ §-§’- 3§L=§v; (E<cond) (6.8
ansetzen, d. h. in Gleichung (5.16)

M= 8 s (6-3)

setzen konnen.

16) Wir kdnnen den von h abh&ngenden Anteil von mit h
selbst identifizieren, ohne dadurch die Allgéhelnhelt
weiter einzuschranken.



Aus der Gleichung (5.17) folgt sodann mit w nach (6.4)
unmittelbar D

wew-w= (4-E) W 6.6
VF TS g)?/ (6.6)
ferner aus (5.18) mit ¢ nach (5.1)
H
w =, (6.7)

Vergleichen wir (6.6) und (6.7), so ergibt sich daraus,
daB

h - E = (4- §)L;;/ (6.8)

wird. Daraus ziehen wir den SchluB, daB in diesem Sonder-
fall die plastische Arbeit w und die Temperatur T als
interne Parameter in die T FlieBbedingung (4.8) einge-
fiihrt werden kdnnen, da h und w eindeutig voneinander
abhéngen. P

Damit ist der Rahmen fiir das Materialgesetz, das der
ProzeBbeschreibung zugrundeliegt, gegeben. Wir haben
Jjetzt nur noch festzulegen

a) die allgemeine Form der FlieBbedingung (4.8),
womit dann auch die Belastungsbedingung
gegeben ist, wenn wir daffir den Ansatz (4.9)
ibernehmen, und

b) die allgemeine Form der Beziehung zwischen
den Inkrementen der Spannungen, der Verzer-
rungen und der Temperatur, also das sogenannte
Forménderungsgesetz entsprechend etwa (4.11).

Mit diesen Angaben erhalten wir dann eine geschlossene
Theorie der thermo-mechanischen Prozesse elasto-plasti-
scher Korper.



- 49 _

Wéhlen wir z. B. die folgenden Ansdtze:

FlieBbedingung: F- fl: é,‘: - (KI(‘,;_)J; T) =0 (6.9)

A

. ,1' 4 Bl V]

Formanderungsgesetz:

o&f,(=2i&{5£l - 2= 5:{0&:} “0‘7’-53' (6.10a)

i8N JF (6.10Db)
%(kzl @Sﬁ ]

so erhalten wir die folgende ProzeBbeschreibung (vgl.5.1a)

ProzeB-GroBen

Unabhéngige ProzeB-Variable: S l; / T

Abhingige ProzeB8-Variable, 1. Gruppe: a) 2.y

. b) W
Y

2.Gruppe=...o.°..



- 50 -

Andernfalls ist

oAy

W
P

m
-

Material-Gesetz
Wenn .
FlieB8bedingung ?{: f.: - ((2(\1«;/, T)= o
ond
Belastungsbedingung .2{2"7,“( g;‘_ T >0
erfiillt sind, dann ist
A‘jg{ QI— :{oS;]+0¢T°Y':
Ye o
o
€
r 2
-2. fS { [ a[( T A
+ - ¢ L
L5k
> X
g Jw
— ——— J
ol
w = -::— S d:‘ 4
Po¢ Cp

(6.4
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Die vorstehende ProzeBbeschreibung ist noch zu ergénzen
durch Aussagen iiber den Warmeaustausch, sofern dies fiir
die Festlegung des ProzeBablaufes erforderlich ist (z. B.
bei adiabatischen Prozessen, fiir die nicht T als unab-
hingige ProzeB-Variable gegeben ist, sondern q- = O und
r = 0) oder sofern die Kenntnis dieser Vorginge aus
anderen Griinden notwendig ist. Wir erhalten dafiir unter
Zugrundelegung von (5.6a), (5.1%a), (5.15) sowie (6.2),
(6.3), (6.4)

é /***§W'“T1(972 9; a‘%‘l auart'}

(6 12a)

Fir Elementar-Prozesse konnen wir wiederum einfacher
schreiben

. [ 91 M
V=T A P
Hierin ist

‘7— 9-7—2 V / (6.13)

d. h. gleich der spezifischen Warmekapazitidt bei konstan-
ter Verzerrung17 . Den zweiten Term der rechten Seite
konnen wir im #brigen bei Metallen meist vernachlidssigen,
da dieses sogenannte Koppelglied der Thermo-Elastizitédt
in der Regel nur eine geringe Bedeutung hat. Bei rein

17) Unter den hier getroffenen Annahmen kOnnen wir c
auch als spezifische Warmekapazitét bei konstan-
tem Volumen interpretieren.

v
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elastischen Forminderungen wird in (6.12a) bzw. (6.12b)
g = 0, und wir erhalten dann die aus der Thermo-Elasti-

zitdt bekannte Beziehung.

Wir kOnnen die vorstehenden Uberlegungen ohne wesentliche
Anderung auch auf den Fall ausdehnen, daB der Koeffizient
f , der den dissipierten Anteil der plastischen Arbeit
festlegt, nicht konstant ist, sondern von h abhingt. Wir
erhalten dann anstelle von (6.6), (6.7)

b = W '
~ §U‘) =w (6.14)

Die Interpretation dieser Gleichung fiihrt wiederum auf
P PP

Deshalb kann auch in diesem Falle die plastische Arbeit
als interner Parameter in die FlieBbedingung eingefiihrt
werden.

Gehen wir Jjedoch zu allgemeineren Ans&tzen
‘f“f(%i'_")’*f[l’"T) (6.76)
E E H
und

§ ) §([A'T) (6.17)

iiber, so ist es im allgemeinen nicht mehr méglich, die
plastische Arbeit als internen Parameter bzw. als thermo-

dynamische ZustandsgréBe einzufihren, weil g dann nicht

mehr eine eindeutige Funktion von h ist. Die Beziehung
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zwischen w und h wird dann abhéngig vom ProzeBverlauf
P

(vgl. hierzu [24, 34]). Wir miissen deshalb in solchen
Fdllen ; durch eine andere GroS8e (etwa durch h selbst

oder eine eindeutige Funktion wvon h und T) ersetzen.

6.2 Beispiel fiir einen anisotropen elasto-plastischen
Kérper

Wir bleiben dabei, daB das elastische Verhalten des
KSrpers weiterhin iéotrop und unabhdngig von den vorauf-
gegangenen plastischen Deformationen sei, wollen Jjetzt
aber plastische Anisotropie zulassen. Dabei wollen wir
uns hier auf einfache Fdlle beschrénken, Dementsprechend
gsetzen wir an:

Spezifische freie Energie (mit (3; als reiner Zahl):

\fi-_-t()(zz,T)-t"Hf(Tllf//gl:) ‘

Warmeleitfdhigkeit:
7[ = C&~d+ (6.19)

Dissipation mechanischer Energie:

-'-.-.i fﬂt"" q'; O(—Efs - ()'
weplltimapi)dl (§eod) o

Y

4
”

Val’
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Wir erhalten damit

G pi gk
= ~— = - . “;"’0(4'. (6021)
Pl S A P AN LY

Andererseits ist in diesem Falle (vgl. (5.13¢))

‘ G 9pi gk 6.22
oeh v 288 R (6.22)
H S o —’
Die Gleichungen (6.21) %nd (6.22) sind miteinander

kompatibel, wenn wir etwa

W . | (6.2%a)
[4

und

4 1 E ‘o _ Ve . .
fl=i & g = & o (6-22)
setzen. Daraus folgt
0
h=b=(4-§)w
und (vgl. (2.27))
- i - AT

Eine damit korrespondierende ProzeBlbeschreibung erhalten

wir bei analogem Vorgehen wie in Abschnitt 6.1 .durch den
Ansatz:

(6.24)

(6.25)

Unabhingige Proze8-Variable: st, T
Abh#ngige Proze8-Variable, 1. Gruppe: a) %
A
b) w k
v (ﬂ

2. Gruppe: .

14 o o o »
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Material-Gesetz
Wenn ' ‘ .
FlieBbedingung F= {f z -éﬂ;) (ff —éﬁj)—&z(\;/,'?—)=0
und

Belastungsbedingu.ng' ,Z ({:i — Gﬁ:() (; .{0 g_(;__ T >0

. erfiillt sind, dann ist

‘=—-—{ Sl = s,(cfg-foéj_cf;'




- 56 -

Andernfalls ist

oAl <ot

]
S

w
'P
5y

g =T - T% st il

Die vorstehenden Uberlegungen kénnen wir wie bei isotroper
Verfestigung ohne wesentliche Anderungen auf solche Fille
ausdehnen, in denen der Koeffizient § , der die Dissipa-
tion mechanischer Energie bestimmt, nicht konstant,
sondern eine Funktion von h ist. Auch dann bleibt die
plastische Arbeit noch als interner Parameter verwendbar.
Dies dndert sich Jedoch wiederum, wenn wir zu anderen
Verallgemeinerungen iibergehen, die hier im einzelnen nicht
mehr diskutiert werden sollen.

7. Einige Anwendungsbeispiele

7.1 Allgemeines

Die in den Kapiteln 5 und 6 erdrterten Uberlegungen zum
Materialgesetz lassen sich unmittelbar auf alle Elemen-
tar-Prozesse anwenden, also auf solche Prozesse, die
quasi-statisch und homogen im gesamten K6rper verlaufen
bzw. auf quasi-statische, isotherme Prozesse. Denn in
diesen Fidllen konnen wir fiir jedes Element den ProzeB8-
ablauf als eine Folge von thermodynamischen Gleichge-
wichtszusténden betrachten. Wir kdnnen jedoch unsere
Uberlegungen auch auf andere Prozesse anwenden, sofern
wir uns der iiblichen Hypothese anschlieBen, daB man auch
bei solchen Prozessen, die durch thermodynamische Nicht-
Gleichgewichtszustéinde des Korpers fiihren, den einzelnen
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Elementen des Kdrpers dennoch Jjeweils einen definierten
thermodynamischen Zustand zuordnen kann (Theorie vom
lokalen thermodynamischen Gleichgewicht). Im Hinblick

auf solche Anwendungsmdglichkeiten haben wir das Material-
gesetz bereits etwas allgemeiner formuliert und darum

z. B. die Warmeleitung mit eingeschlossen.

Soweit wir es bei den Anwendungen mit Metallen zu tun
haben, kSnnen wir im allgemeinen im Materialgesetz den
Kirchhoff'schen Spannungstensor s; durch den wahren
Spannungstensor 6 i (Spannungs-Deviator‘?’i) ersetzen.
Die Rechnung wird dadurch wesentlich vereinfacht. Auf

der andern Seite bleibt der dadurch entstehende Fehler

im allgemeinen sehr klein, vielfach sogar unter der
fiblichen Rechengenauigkeit (vgl. [14]). Ferner kdnnen wir
im allgemeinen das inkrementelle Gesetz fir den elastischen
Anteil der Deformationen in der approximativen Form
ansetzen, wie in Gleichung (4.7) angegeben ist. Physika-
lisch bedeutet das, daB wir anstelle eines hyper-elasti-
schen Verhaltens ein hypo-elastisches annehmen. Es bleibt
bei diesem Vorgehen dann zundchst auch gleichgiiltig, von
welchem DehnungsmaB wir bei der Ableitung der inkremen-
tellen tensor-linearen Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen
ausgehen. Erst bei der Darstellung der Ergebnisse wirkt
es sich aus, welches DehnungsmaB wir benutzen.

Im folgenden wollen wir nun zundchst die reine Scherung
und den reinen Schub als Beispiele fiir einfache Elemen-
tar-Prozesse betrachten. Dabei wollen wir nur bei der
reinen Scherung auf die Ergebnisse etwas ndher eingehen.
Als Beispiel fiir einen inhomogenen ProzeB8 wollen wir
sodann die reine Biegung eines Bleches erSrtern, uns
dabei aber auf quasi-statische, isotherme Vorginge
beschréinken. AbschlieB8end folgen dann noch einige ergin-
zende Bemerkungen.
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7.2 Reine Scherung und reiner Schub

Wir betrachten einen Stahl (C 45 nach DIN 1720), der im
Zugversuch bei kleinen und m#iBigen DPeformationsgeschwin-
digkeiten (£ <- ) das in Abb. 5 dargestellte temperatur-
abhéngige Verhalten zeigen mdge.

G
N 20°C
mm2 | " 100°C
I 200°C
° /Q—f —
600 4
400 7
200
. €=ln L
0 lo

0 0.1 7 0.27 03 0.4 as 06 0,7

Abb. 5 :
Wir wollen dieses Materialverhalten durch ein Gesetz
beschreiben, wie wir es in Abschnitt 6.1 abgeleitet
haben, mit den soeben erladuterten néherungsweisen
Annahmen, setzen also an

FlieBbedingmg: [ T§—k (w.7) =0

Il =

Belastungsbedingung: < T‘,}' TH,, ~ 9T T >0
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Verzerrungsgeschwindigkeit:
i iy ¥ 7§
O(ij_:{ék(o e év[oé'k}""’" k \
— _J
.
ol
E

2 »
2T, - Se T

¥ Vs
s v
— v J
d

v
(3 * A‘ k
Plastische Arbeit: W = 4 oA
P ‘e

WQIA

Zugefiihrte Wirme: ? +$w o =¢, T
?

Aus dem Verhalten im Zugversuch leiten wir ab

(T)éy F
¢ (7) *Sg‘;’

k2=§{@(ﬂ+

mit
6, (7)< w1 -398 07 T 2

C4 (T) = 72‘!,-2, = 360,3’40'3 T —v;;z

3,5 — 80,4037

tl

¢, (T)

?(7.1)

(7.2)
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Ferner rechnen wir mit folgenden Materialkonstanten

Warmeausdehnungs-Koeffizient: o = 11.9 10~ 1
Digsipations-Koeffizient: E = 0.9

spez. Wirmekapazitét: Cy = 465 J
g

Die Tensoren d;, T i usw. konnen wir, wie im Gleichungs-
system (7.1) zundchst angegeben, auf die Basis :§l des
deformierten korperfesten Koordinatensystems beziehen. Im
vorliegenden Falle werden die Ausdriicke jedoch einfacher,
wenn wir die Zahlenwerte dieser Tensoren auf die Basis
des raumfesten Koordinatensystems x ° riicktransformieren.
Wir erhalten dann im allgemeinen Fall des ebenen Span-
nungszustandes ( 63 =6; =6§ = 0) mit (vgl. Abb. 6)

: 3
c(:" ,&_A__'{::,&a—l‘- ’53:«&4‘35‘;‘,'

N
y
i

%t ——te

/ / (]
a}
— } // ,, h ' L4

Abb. 6
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folgende Ausdriicke fiir die Tensor-Komponenten:

- y
di= |23 -5
0
B 0
wf‘(gz __/éf;’fi—zj+éz
0
1§26-)
Tz: v
0
|

|

AR AR By
0

sfi-jaff-iid]

~£1 +§§§

ig-ii-al 0
é: 0 (7.3a)

*3

0 €,

Ha-uaf 0
0 0 (7.3b)

0 0

> 0

1024 -4;} 0 (7.3¢)

i 4 2

0 -§§64+(J

Bl G)B-tiaf) 0
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Bei reiner Scherung (vgl. Abb. 7) ist
1_ 02 _ (7.4)
E4 - 52 -0
zu setzen. Damit sind fir Probleme dieser Art bereits
7 GroBen vorgegeben, ndmlich die 5 Spannungen 671:-6} )
61265, 6} und ferner ¢, und &; . Erfolgt die
Scherung isotherm, so ist weiterhin

7T =T, (7.52)
bzw. bei der adiabatischen Scherung
q’ ) (7.50)

vorgegeben. Als unabhdngige ProzeB-Variable verbleiben
dann nur noch

| 2
entweder die Schubspannungen 67 =6,=T (7.6a)
oder die Scherungen E'; = 5: (représentiert

durch,%=rﬁmy )
(7.6b)

Durch entsprechendes Arrangement des Gleichungssystems
(7.1) kdnnen wir es erreichen, daB diese unabhingigen
Variablen jeweils auf der rechten Seite erscheinen, so
daB die Aufldsung keine prinzipiellen Schwierigkeiten
bereitet. Wir erhalten dann die in den Abb. 8 und 9
dargestellten Ergebnisse.
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Zum Vergleich haben wir in diese Abbildungen noch das
Verhalten eines hypothetischen Materials aufgenommen,
dessen FlieBbedingung unabhingig von der Temperatur
ist (k° = k2(g, To)), im Gbrigen aber das gleiche

elastische Verhalten aufweist wie das wirkliche Material.
In isothermen Prozessen verhdlt sich dieses hypothetische
Material (mit B bezeichnet) genauso wie das reale Mate-
rial (mit A bezeichnet). Aber bei adiabatischen Prozessen
ergeben sich Unterschiede. Bei dem realen Material A
wirken sich die Temperaturénderungen auf das elastische
und das plastische Verhalten aus, bei dem hypothetischen
Material B hingegen (unmittelbar) nur auf den elastischen
Anteil der Deformationen. Wir haben deshalb drei Fédlle zu
unterscheiden: ’

(I) 1Isotherme Prozesse fiir Material A und B
(IIA) Adiabatische Prozesse fiir Material A
(IIB) Adiabatische Prozesse fiir Material B

Der Vergleich zeigt, daB die Differenzen in den Schub-
spannungen 7° zwischen adiabatischen und isothermen
Prozessen im wesentlichen durch die Temperaturabhingig-
keit der FlieBbedingung verursacht sind (s. Abb. 8);

denn die Kurven 77{43) fir (I) und (IIB) unterscheiden
sich kaum. Hingegen werden die Unterschiede in den
Effekten 2. Ordnung, die relativ viel gréB8er sind, im
wesentlichen durch den thermoelastischen Anteil der Defor-
mationen hervorgerufen, wie der Vergleich zwischen den
Prozessen (I) und (ITA) bzw. (IIA) und (IIB) lehrt.

Ferner ist noch zu beachten, daB bei adisbatischer Sche-
rung die Schubspannung fiir ~» = 0.87 ein Maximum erreicht.
Der ProzeB wird also an dieser Stelle instabil im Sinne
von Druckers Stabilité@ts-Postulat [19]. Dennoch bleibt
der ProzeB8 auch {iber diesen Punkt hinaus eindeutig. Das
Drucker'sche Postulat wird deshalb hinsichtlich seiner



Begriindung neu tiberdacht werden miissen.

Die in der Abb. 9 dargestellten Effekte 2. Ordnung sind
kleiner als sie im Experiment zu beobachten sind [34].
Eine bessere Ubereinstimmung zwischen Theorie und
Experiment erreichen wir, indem wir eine anisotrope
Verfestigung in das Materialgesetz einbeziehen und
zugleich den Ansatz fiir den plastischen Anteil der Defor-
mationen im Sinne von Gleichung (4.11) erweitern [35]. Es
verschiebt sich damit allerdings auch die Differenz
zwischen dem isotropen und dem adiabatischen ProzeB8. Der
EinfluB des thermoelastischen Anteils tritt dann an Bedeu-
tung etwas zurtick. Das soll hier aber micht mehr im
einzelnen erdrtert werden.

Bei reinem Schub wird
P 2 , "
é,, = éz =0 (7.7)

Als Effekte 2. Ordnung treten in diesem Falle die
Dehnungen ¢ und ¢, auf. Dementsprechend &ndert sich
das Gleichungssystem (7.1). Die Aufldsung des Gleichungs-
systems bereitet aber auch in diesem Falle keine grund-
sdtzlichen Schwierigkeiten. Auf eine ins einzelne gehende
Diskussion miissen wir jedoch hier verzichten.

Die vorstehenden Uberlegungen lassen sich im {ibrigen
ohne grundsd@tzliche Schwierigkeiten auch auf allgemeinere
ebene Elementar-Prozesse sowie auf raumliche Elementar-
Prozesse ausdehnen. Der Rechenaufwand kann dabei jedoch
unter UmstiZnden erheblich anwachsen.

7.3 Reine Blechbiegungqs)

Im Ausgangszustand habe das Blech die Lange 1, und die
Dicke 8, Die Breite bo sel sehr groB gegeniiber der

16) vgl. hierzu [37]
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Dicke, so daB wir bei der Biegung einen ebenen Verzer-
rungszustand annehmen diirfen ( £; = 0). Wir fiihren ein
korperfestes Koordinatensystem §'l, wie es Abb. 10 zeigt,
ein. § 2 sei dabei so festgelegt, daB auf den R&ndern

t 2 =% 0,5 wird. Die Biegung beschreiben wir durch den

bezogenen Biegewinkel
, g

f= 7, (7.8)

p g

I TL:,
M ! M_sl: ¥
|

Abb. 10

Die auf die Ausgangslinge l° bezogene Lénge einer Faser
im verformten Zustand ist

£ /41‘0( a ' (7.9)

— —,
-

A Z, /

wobei 1, die Lénge der Faser ¥ 2 2 0 im verformten
Zustand ist. Als DehnungsmaB fiijhren wir den Hencky'schen
(logarithmischen) Verzerrungstensor

a1 "
Ev=7 £ (4%) (7.10)
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ein, wobei 1ln als Matrizenfunktion zu verstehen ist. Da
die Hauptachsen des Verzerrungstensors ihre Lage im
Korperelement wéhrend des ganzen Prozesses beibehalten
(sie fallen stets mit den Koordinatenrichtungen zusammen),
nimmt der Verzerrungstensor die einfache Form

R 0|
R A S
&L A (7.11)

an. Dabei bedeutet

7[' = -21%3 . (7.12)
Auch im folgenden wollen wir die Ableitung nach E 2 stets
durch einen Strich kennzeichnen. Den Tensor § i kénnen wir,
da die Hauptachsen sich im kGrperfesten Koordinatensystem
nicht drehen, additiv in einen elastischen und einen
plastischen Anteil zerlegen:

L= EL+E] . (7.13)
7 7

Ferner erhalten wir die Verzerrungsgeschwindigkeit in
diesem Falle in einfacher Weise durch substantielle
Differentiation nach der Zeit:

D

Ay =E€L =61 +¢67. (7.14)
3 P

Es erweist sich als vorteilhaft, bei dem vorliegenden

Problem die Tresca'sche FlieBbedingung einzufiihren. Sie

nimmt hier die einfache Form

(Gf — 6?)2 — (\;;/) =0 (7.15)
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Fir den plastischen Anteil der Verzerrungsgeschwindigkeit
leitet sich daraus nach der Theorie vom plastischen
Potential ab

A7 = S A_— ¢ w ,
o] k(w)

(7.16)

Die vorstehenden Gleichungen sind geschlossen integrier-
bar, solange keine Belastungsumkehr auftritt. Wir erhalten
in diesem Falle '

~N
-

€]

= 82 f y == ! §= N
?2 l([u\/) ) gz E,, ] 53 0, (7 17)

Als Verfestigungsgesetz kénnen wir ansetzen

v w1 0 ( (7.18)
L{(\;/): k 4 +{w+1) %%Vé—- o (we423.)

Setzen wir n = 1, so erhalten wir eine lineare Verfesti-
gung, fir n > 1 wird die Verfestigung unterlinear. Mit
diesem Ansatz folgt aus (7.17)

. 0 B”w 'hHM
e1] <1 L {[MW) éz .._//};

P ug

(7.19)
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Fir den elastischen Anteil der Verzerrungen gilt

_ 4 1 _ 3
ij—m{éd V’(Gg +63);

2 - _4_ 2 (73 64} .
ng 26(14v) {62 V(63 + &) (7-20)

3 _ 1 3 4 2)( _
e sl - e vet)o

Die Summe der elastischen und der plastischen Dehnungen,
also die Gesamt-Deformation, ist (unter Beachtung des
jeweiligen Vorzeichens von % ) nach (7.11)

tlce! vl 2 lun

0

To¢ ? (7.21)
/
£l =€l 4+ £ = on L
£ P %

Driicken wir hierin die Dehnungen ‘durch die Spannungen aus,
so erhalten wir fiir die Spannungen

im elastischen Bereich:

¢l = 4_2_67275(4-V)MN,@%.%.'§

, !
¢l= 24— {v,&d + (1-9) Lo %g (7.222)

A
S= Lo LE
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im plastischen Bereich:

¢, - /@MM/IEK\P_“Bi_B_,&M (7.22b)
2

Die Gleichgewichtsbedingung in radialer Richtung lautet
21 ! '

Setzen wir darin fiir den elastischen Bereich die Aus-
drticke (7.222) und in den beiden plastischen Bereichen
die Ausdriicke (7.22b) ein, so erhalten wir jeweils eine
nicht-lineare Differentialgleichung fiir A mit ﬂ als
Parameter. Die Losung dieser Differentialgleichung hat
den Randbedingungen '

g—_::t . ¢i=0 (7.24)

zu geniigen. Ferner ist zu beachten, daB die Grenzen des
elastischen Bereiches durch die Bedingung

(]

¢l =6 <k (7.25)

festgelegt sind und daB sich die Spannungen beim Ubergang
vom elastischen in den plastischen Bereich stetig &ndern.
Mit diesen Bedingungen ist die Losung vollsténdig bestimmt.
Einige Ergebnisse sind in den Abbildungen 11 und 12 dar-
gestellt.
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Die elastische Zone wandert bei zunehmender Biegung nach
der Innenseite. Infolgedessen treten im weiteren Verlauf
der Biegung Entlastungen von zuvor plastisch verformten
Fasern und ferner Wiederbelastungen in umgekehrter
Richtung auf, wie der schematischen Darstellung in

Abb. 13 entnommen werden kann. In diesem Falle werden
die Zusammenhinge komplizierter. Es muB dann das Schick-
sal der einzelnen Fasern verfolgt werden, wie in [38]
gezeigt wird.

~ 0.5
@ obere plastische Zone@
B
elastische Zone D~ X
m
\ Entlas 'MQ erneuler
L zone Belgstung
@ untere plastische Zone Xy
-05 ]

+Bereich ®+Bereich @—{-— Bereich Q@ —{—— Bereich @

Abb. 13

Wird das elastisch-plastisch gebogene Blech entlastet, so
federt es ein wenig zurilick. Zugleich aber bildet sich ein
Eigenspannungszustand im Innern des Bleches aus. Auf
diese Probleme kann hier nicht nzher eingegangen werden.
Es sei dazu auf [37, 38] verwiesen.

7.4 Einige erginzende Bemerkungen

Die theoretischen Ansiatze, die wir in deﬁ Kapiteln 5
und 6 entwickelt haben, lassen sich auch auf andere
Probleme anwenden. So 1l&dBt sich damit z. B. die Torsion
eines Stabes mit EKreisquerschnitt behandeln [39 bis 41].
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Ein anderer interessanter Problemkreis betrifft die
Phé@nomene, die bei zyklischen Prozessen auftreten.

Hierbei kann es zu einer Akkumulation der Effekte

2. Ordnung kommen [42 bis 45]. Ein weiterer Problemkreis,
auf den abschlieBend noch hingewiesen werden soll,
betrifft die Verzweigungsprobleme. Sie sind dadurch
charakterisiert, daB sich im Verlaufe eines Deforma-
tionsprozesses - er sei zunichst homogen oder inhomogen -
Zustdnde ergeben, in denen der weitere Verlauf des Prozes-
ses mehrdeutig wird, Ein bekanntes Problem dieser Art ist
z. B. das Einschniirproblem beim Zugversuch [46], doch
ergeben sich auch bei anderen Prozessen derartige Ver-
zweigungsprobleme. Eine allgemeine theoretische Einfiithrung
und einen guten Uberblick mit einigen neuartigen LSsungen
gibt Bruhns [47].

Mit diesen Hinweisen ist die Fiille der Anwendungsmdéglich-
keiten der Theorie endlicher, elasto-plastischer Form-
dnderungen natiirlich keineswegs erschépft. Der vorlie-
gende Beitrag will auch nur eine Einfiihrung in den
gesamten Problemkreis darstellen.
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